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Исследуется допускающая точное решение задача о влиянии спиновых флуктуаций на фазовый
переход в модельной многокомпонентной сверхпроводящей системе в сильном магнитном поле.
Получены новые результаты для фазовых портретов системы уравнений для амплитуд волн спиновой
плотности и температуры. Приведено обоснование возможности перехода системы в фазу сосу-
ществования сверхпроводимости и антиферромагнитного упорядочения, которое в данном случае
представляет собой медленно флуктуирующие волны спиновой плотности.
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В последние годы значительный интерес вызывают
исследования фазовых переходов в магнитных струк-
турах. Отметим, что вблизи фазового перехода флук-
туации параметра порядка нельзя считать малыми,
они растут с приближением к точке перехода, и их
необходимо корректно учитывать.

Поскольку наличие флуктуаций является следстви-
ем разрушения дальнего антиферромагнитного поряд-
ка, логично было бы допустить их существование и
в сверхпроводящей фазе. Оказалось, что, действитель-
но, тому находятся достаточно веские эксперименталь-
ные подтверждения.

В частности, в работах [1, 2] указывается, что
в сверхпроводящих системах типа La2−xSrxCuO4 при
концентрации примеси x > 0.02 происходит исчезнове-
ние антиферромагнитного дальнего порядка, и следу-
ющее за ним постепенное рождение сверхпроводящего
состояния сопровождается сильными спиновыми флук-
туациями. Причем спиновые возбуждения при T >TN
высокоэнергетичны, и скорость спиновых возбуждений
(≈ 106 см/с) оказалась на порядок выше скорости звука
в этом веществе.

Следует подчеркнуть, что спиновые флуктуации су-
ществуют во всех сверхпроводниках, но если в обыч-
ных низкотемпературных сверхпроводниках они, как
правило, малы и, следовательно, не могут оказывать
существенного влияния на притяжение электронов, то
в высокотемпературных сверхпроводниках, как было
только что отмечено, их значение резко возрастает.

В настоящей работе мы пользуемся формализмом,
ранее предложенным в работах [3-5], т. е. исходный
гамильтониан представляем в виде трех подсистем:
спиновой, фононной и подсистемы, отвечающей их
взаимодействию (спин-фононной подсистемы):

H = Hs + Hph + Hs−ph. (1)
Гамильтониан спиновой системы может быть пред-

ставлен в виде

Hs =
∫

dx
{

m2

2χ
+

1
2
αsA2 − J0sΩ2

}
, (2)

где Ω — это намагниченность, соответствующая
парамагнитной спиновой степени свободы («поле»

системы),m — парамагнитный момент (аналог импуль-
са спиновой системы), χ = 1/J0s — эффективная па-
рамагнитная восприимчивость (аналог массы спиновой
системы).

Оператор Aα
k равен Aα

k = ∂Ωα/∂xk , αs = J0⟨rc⟩2 ,
J0 =

∫
dx J(x) , J(x) — потенциал обменного взаимо-

действия, ⟨rc⟩ — радиус корреляции. Флуктуирующие
поля разложим на медленные и быстрые компоненты
Ω = Ω0 + δΩ и Aν = A0

ν + δAν . С учетом всего вышеска-
занного получаем

Hs+ph+su =
∫

dx
(

m2
z

2χ
+

1
2
∆Aνz − J0(δΩ)2 +

p2
ν

2ρ
+

1
2
λU 2

iν +

+
pνν′
ρ

mzδνν′∆Aνz +
χ

2ρ2 pν′pν′′δνν′δνν′′∆A2
νz

)
. (3)

Перейдем теперь к представлению вторичного кван-
тования для спиновых операторов:

δΩ̂z =
1√
V

∑
k

eikx

√
h̄

2χωsk
(âkz + â+

−kz), (4)

m̂z =
1√
V

∑
k

eikxi

√
h̄χωsk

2
(âkz − â+

−kz), (5)

∆Âνz =
1√
V

∑
k

eikxikν

√
h̄

2χωsk
(âkz + â+

−kz). (6)

Для фононов операторы вводятся стандартно:

ûiν =
1√
V

∑
k

eikxikeν

√
h̄

2Mωνck
(b̂kν + b̂+

−kν), (7)

p̂ν =
1√
V

∑
k

eikxieν

√
h̄Mωνck

2
(b̂kν + b̂+

−kν). (8)

В результате мы получаем следующий вид гамильто-
ниана:

Ĥ = Es + Eν + E3 +
∑

k,ν=1,2

ωνckb̂+
kνb̂kν +

+
∑

k

(
ωskâ+

kzâkz + ωck3b̂+
k3b̂k3 −
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− z̃
√
ωskωck3

(
b̂kzâkz − b̂k3â+

kz − b̂+
k3â−kz + b̂+

−k3â
+
kz

))
, (9)

где Es + Eν и E3 — энергии нулевых колеба-
ний в соответствующих подсистемах, ωckν =

√
λ/Sk ,

ωsk =
√

J0/χ
√

(k/kc)
2 − 1 и ωck3 = ck

√
1 + ξ2 . Здесь

ξ =
√

3gh̄kc/
√

J0sM — константа связи спиновой и фо-
нонной подсистем, g = V/J0 , V — электрон-ионный
потенциал, kc = 2π/⟨rc⟩ , s — спин электрона, M —
масса ионов, составляющих кристаллическую решетку.
Также z̃ = (z/2)

√
ωskωck3 и z = ξ/

√
1 + ξ2 .

Применив «u-v» каноническое преобразование Бого-
любова [6], получим гамильтониан в следующем виде:

Ĥ =
∑

k,ν=1,2

ωνckb̂+
kνb̂kν +

∑
k,ν=1,2

εskĉ+
kzĉkz +

∑
k,ν=1,2

ε3kd̂+
3kd̂3k.

(10)
Согласно работам [5, 7], исходный гамильтониан

можно записать таким образом:

H eff
s+su = J0s

∫
dx

(
1
2
τ0(δΩ)2 +

1
2k2

c
(∇νδΩ)2 +

1
8
Γ2(δΩ)4 +

+
1
2

T 2
c

J0s
τ0|∆|2 +

1
2k2

ξ

|∇ν∆|2 +
1
8
Γδ|∆|4 +

1
4
Γδ2|∆|2(δΩ)2

)
,

(11)

где

Γ2 =
4

(λe−ph − µ∗)
∂ky

∂ln(1 + ζ̂2
0)

ζ̂2
0

1 + ζ̂2
0

, Γδ =
1
3π

T 2
c

J0s
,

Γδ2 =
2T 2

c

J0s
1

(λe−ph − µ∗)
∂ky

∂ln(1 + ζ̂2
0)

ζ̂2
0

1 + ζ̂2
0

.

Поясним, что τ0 = T 0
c
T − 1, λe−ph — константа элек-

трон-фононного взаимодействия, µ∗ — эффективный
параметр кулоновского отталкивания электронов, ky —
коэффициент усиления эффективного электрон-фонон-
ного взаимодействия и ζ̂0 — равновесное значение
параметра спин-фононной связи.

В предыдущей работе авторов [8] методом ренор-
мализационной группы и ε-разложения была получена
следующая система уравнений для амплитуд и темпе-
ратуры вышеуказанного гамильтониана:

dyδ
dz

=
8yδ(1− yδ) + (n2 − nδyδ)(yδ − y2

δ2)
n2 + 8 + nδy2

δ2

,

dyδ2
dz

= yδ2
6− (nδ + 2)yδ − yδ2(4− nδyδ2)

n2 + 8 + nδy2
δ2

,

dµδ

du
=

(n2 + 2)µδ − n2yδ2 − µδ[(nδ + 2)yδ − nδµδyδ2]
n2 + 2 + nδµδyδ2

,

(12)
где была произведена следующая замена:

yδ =
Γδ

Γ2
, yδ2 =

Γδ2

Γ2
, µδ =

τδ
τ2

, z = −lnΓ2, u = −lnτ2.

Очевидно, что все характеристики стационарных
точек данной системы будут определяться размерно-
стями флуктуирующих полей δΩ и ∆ , n2 и nδ . При
учете флуктуаций только амплитуды сверхпроводящего
параметра порядка ∆ : nδ = 1; если же еще учитывать

и флуктуации фазы, то nδ = 2. В зависимости от
учета количества компонент волны спиновой плотности
(1 или 2) n2 = 1 или n2 = 2.

Понятно, что в данном случае ключевая информация
о типе фазовых переходов содержится в уравнениях для
амплитуд (первые два уравнения этой системы). То есть
далее необходимо найти стационарные точки и иссле-
довать на устойчивость поведение фазовых траекторий
вблизи найденных точек.

Исходная система уравнений имеют четыре стаци-
онарные точки при n2 = nδ = 1: (0; 0), (1; 0), (1; 1),
(1; 3). Из рис. 1 видно, что точка (1; 1) оказывается
устойчивой стационарной точкой (что соответствует
фазовому переходу первого рода), а все остальные
стационарные точки неустойчивы.

Рис. 1. Фазовый портрет системы (14) при n2 = nδ = 1

При учете флуктуаций фазы сверхпроводящего па-
раметра порядка (nδ = 2, n2 = 1) оказывается, что ста-
ционарных точек у системы три: (0; 0), (1; 1), (0.9; 0).
Причем (1; 1) устойчива, а остальные стационарные
точки вновь неустойчивы, что видно из рис. 2. Таким
образом, с физической точки зрения характер фазового
перехода в данном случае полностью аналогичен преды-
дущему.

Рис. 2. Фазовый портрет системы (14) при n2 = 1,
nδ = 2
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Усложнив предыдущий случай учетом второй ком-
поненты волны спиновой плотности (n2 = nδ = 2), мы
получим три стационарные точки: (0; 0), (1; 0), (1; 1).
Заметим, что в отличие от первого случая (n2 = nδ = 1),
количество стационарных точек уменьшилось, более
того, точка (1; 1) оказалась двукратно вырожденной
(т. е. слабоустойчивой), что иллюстрирует рис. 3.

Рис. 3. Фазовый портрет системы (14) при n2 = nδ = 2

Таким образом, анализ фазовых портретов, полу-
ченных на основе решения системы дифференциаль-
ных уравнений для ренормализационной группы, дает
возможность утверждать, что в системе, описываемой
гамильтонианом, учитывающим спин-фононное взаимо-
действие и спиновые флуктуации обменной природы,
сохраняется возможность фазового перехода второго
рода в фазу сосуществования сверхпроводимости и
антиферромагнитного упорядочения.
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In this paper we study the problem of admitting an exact solution of the effect of spin fluctuations on phase
transition when modeling a multiferroic superconducting system in a strong magnetic field. New results are
obtained for phase portraits of the system of equations for amplitudes of spin density and temperature waves. The
possibility is justified for the transition of the system to a phase in which superconductivity and antiferromagnetic
ordering coexist, particularly via slowly fluctuating spin-density waves.
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