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Получено аналитическое решение параболического уравнения, которое описывает распростране-
ние гауссова пучка в неоднородной атмосфере.
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Введение

Анализ распространения гауссова пучка в неодно-
родной атмосфере находит применение в задачах связи
со спутниками Земли и в других вопросах. Среди су-
ществующих методов наиболее точным является метод
параболического уравнения. Численные расчеты на ос-
нове этого метода были выполнены ранее. Представляет
интерес получение соответствующего решения в ана-
литическом виде, которое, насколько нам известно,
отсутствует в литературе.

1. Постановка задачи

Распространение волн в неоднородной среде и,
в частности, в турбулентной атмосфере рассмотрено
в [1, 2]. Особый интерес представляют лазерные пучки.
Для описания лазерных пучков обычно используется
параксиальное приближение. Как показано в [3, 4],
простые выражения для параметров гауссова пучка
могут быть получены в предположении, что векторный
потенциал A = {A1,A2,Az} электромагнитного поля
линейно поляризован. Пусть гауссов пучок распростра-
няется в вакууме вдоль оси z . Опуская множитель
exp(iωt) , имеем

A2 = Az = 0, A1 = A(r) = e−ikzϕ(r), r = {x1, x2, z},

где ϕ(r) — медленно меняющаяся функция.
Введем малый параметр ε = λ/w0 , где λ — дли-

на волны, w0 — диаметр перетяжки пучка. Раз-
лагая функцию ϕ(r) в ряд по малому параметру
ϕ(r) = ϕ0(r) + ε2ϕ1(r) + . . . , получим для первого члена
следующее уравнение [4]:

∆2 ϕ0 = 2ik
∂ϕ0

∂z
, E1 = −ike−ikzϕ0,

∆2 =
∂2

∂x1∂x1
+

∂2

∂x2∂x2
,

где k = 2π/λ — волновое число:, E1 — компонента
электрического поля.

Пусть гауссов пучок распространяется в неоднород-
ной атмосфере. Наиболее точным среди существую-
щих методов расчета является метод параболического

уравнения [5, 6]. Основное используемое предполо-
жение состоит в том, что длина волны пучка много
меньше характерного масштаба неоднородности. Для
напряженности E электрического поля можно записать

E(r, t) = v(r) exp(iωt), v(r) = u(x) exp(−ikz),
x = {x1, x2}.

При этом выполняется следующее условие:∣∣∣∣k∂u∂z
∣∣∣∣≪ ∣∣∣∣∂2u

∂z2

∣∣∣∣ .
В результате переходим к следующему линейному

параболическому уравнению [5, 6]:

∂u
∂z

=
i

2k
∆2u + ikn1u, n1(x, z) = n(x, z)− 1, (1)

где n — показатель преломления.
Анализ линейно поляризованных пучков, а также

пучков с круговой поляризацией и их распространения
в неоднородном газе дан в работах [7–16]. Применение
лазерного пучка для исследования структуры ударной
волны в воздухе описано в [17].

Цель настоящей работы состоит в получении анали-
тического решения уравнения (1). Линейные параболи-
ческие системы, коэффициенты в которых зависят от
координат и времени, исследованы в работах [18, 19].
Задача сводится к решению интегрального уравнения
типа Вольтерра. Предварительно находится приближен-
ное решение (параметрикс). Наше исследование опира-
ется на результаты этих работ.

2. Построение решения

Понятие «параметрикса» было введено в работах
Э. Э. Леви и Д. Гильберта [20]. Параметрикс есть пер-
вое приближение, которое не удовлетворяет данному
уравнению, но позволяет построить фундаментальное
решение. В случае уравнения (1) параметрикс выража-
ется следующим образом:

Y (x, z; ξ, ζ) = − ik
2π(z− ζ)

exp
[

ik
2(z− ζ)

|x− ξ|2
]
,

x = {x1, x2}, ξ = {ξ1, ξ2}.
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Фундаментальное решение Γ ищем в виде

Γ(x, z; ξ, ζ) =

=Y (x, z; ξ, ζ) +

z∫
ζ

dσ
∫
R2

dηY (x, z;η,σ)Φ(η,σ; ξ, ζ). (2)

Из уравнения (2) и условия

LΓ(x, z; ξ, ζ) = 0, L =
i

2k
∆2 + ikn1(x1, x2, z)−

∂

∂z
находим

Φ(η,σ; ξ, ζ) = LY (η,σ; ξ, ζ) +

+

σ∫
ζ

dε
∫
R2

dyLY (η,σ; y, ε)Φ(y, ε; ξ, ζ), y = {y1, y2}. (3)

Формула (3) представляет собой уравнение Вольтерра,
ядром которого служит выражение LY (η ,σ; y, ε) . Мы
можем записать формальное решение уравнения (3),
меняя при этом обозначения, в виде

Φ(η1,σ1; ξ, ζ) =
∞∑

n=1

(LY )n(η1,σ1; ξ, ζ), (4)

(LY )1 = LY ,
(LY )n+1(η1,σ1; ξ, ζ) =

=

σ1∫
ζ

dε
∫
R2

dyLY (η1,σ1; y, ε)(LY )n(y, ε; ξ, ζ).

Согласно результатам работы [18], фундаментальное
решение уравнения (1) может быть построено, если
коэффициент при неизвестной функции непрерывен и
в рассматриваемой области выполняется условие

|n1(x, z)−n1(x0, z)|6 B|x− x0|β, 0 < β < 1, B = const .

Решение задачи с начальными данными на плоскости
z = 0 таково:

u(x, z) =
∫
R2

Γ(x, z; ξ, 0)φ(ξ)dξ, u(x, 0) = φ(x). (5)

С учетом формул (2), (3) функция Φ(η1,σ1; ξ, 0)
представима в виде ряда

Φ(η1,σ1; ξ, 0) =
f
σ1

n1(η1,σ1) exp
(

ik
2
α1

)
+

+ f 2n1(η1,σ1)

σ1∫
0

dσ2

∫
R2

dη2
n1(η2,σ2)
(σ1 − σ2)σ2

exp
(

ik
2
α2

)
+ . . .+

+ f nn1(η1,σ1)

σ1∫
0

dσ2 · · ·
σn−1∫
0

dσn

∫
R2

dη2 · · · ×

×
∫
R2

dηn
n1(η2,σ2) · · ·n1(ηn,σn)

(σ1 − σ2) · · · (σn−1 − σn)σn
exp

(
ik
2
αn

)
+ . . . ,

f =
k2

2π
, α1 =

|η1 − ξ|2

σ1
, α2 =

|η1 − η2|2

σ1 − σ2
+

|η2 − ξ|2

σ2
,

. . . , αn =
|η1 − η2|2

σ1 − σ2
+ . . . +

|ηn−1 − ηn|2

σn−1 − σn
+

|ηn − ξ|2

σn
.

(6)

Принимая во внимание (2), (6), получаем выражение
для фундаментального решения уравнения (1)

Γ(x, z; ξ, 0) = − ik
2πz

exp
(

ik
2

b
)
−

− i
∞∑

n=1

k2n+1

(2π)n+1

z∫
0

dσ1

σ1∫
0

dσ2 · · ·
σn−1∫
0

dσn ×

×
∫
R2

dη1 · · ·
∫
R2

dηn an exp
(

ik
2
βn

)
,

an =
n1(η1,σ1)n1(η2,σ2) · · ·n1(ηn,σn)
(z− σ1)(σ1 − σ2) · · · (σn−1 − σn)σn

,

βn = αn +
|x− η1|2

z− σ1
, b =

|x− ξ|2

z
. (7)

Пусть функция n1(x, z) ограничена: |n1(x, z)| 6 M,
M > 0. Докажем сходимость ряда (7). Используя вы-
шеприведенное неравенство, найдем, что для n-го чле-
на bn ряда справедлива оценка

|bn|6
k2n+1

(2π)n+1 Mn|In|,

In =

z∫
0

dσ1

σ1∫
0

dσ2 · · ·
σn−1∫
0

dσn ×

×
∫
R2

dη1

∫
R2

dη2 · · ·
∫
R2

dηn exp
(

ik
2
βn

)/
S,

S = (z− σ1)(σ1 − σ2) · · · (σn−1 − σn)σn.

Выполнив интегрирование сначала по ηm, m = 1, 2, . . .
. . . ,n, а затем по σl, l = 1, 2, . . . ,n, будем иметь

|bn|6
k

2πz
(kMz)n

n!
.

Таким образом, ряд (7) сходится. Поскольку фун-
даментальное решение известно, мы можем опреде-
лить интенсивность пучка в произвольной плоскости
z = const исходя из формул (5), (7). Функция φ(ξ)для
гауссова пучка такова:

φ(ξ) =
1√

1 + (α0L0)2
×

× exp

{
−

0.5α0k
(
ξ21 + ξ22

)
(1− iα0L0)

1 + (α0L0)2
− iψ0

}
,

α0 = 2
/
(kw2

0), ψ0 = arctg(α0L0).

Здесь L0 — расстояние от перетяжки до границы
неоднородности. Ниже приведено выражение для ин-
тенсивности пучка в простейшем случае, когда в вы-
ражении для v сохранен лишь первый член, содержа-
щий n1(x, z) :

I = νν∗ =
1
q0

exp(−q6) +
k2

π

√
q3

q0
exp(−q6/2)×
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×
z∫
0

dσ
∫
R2

dη
n1(η,σ)
q2(z− σ)

exp(−q4) sinφ1 +

+
k4q3

(2π)2


 z∫

0

dσ
∫
R2

dη
n1(η,σ)
q2(z− σ)

exp(−q4) cosφ2

2

+

+

 z∫
0

dσ
∫
R2

dη
n1(η,σ)
q2(z− σ)

exp(−q4) sinφ2

2
 , (8)

z1 = z + L0, L1 = σ+ L0,

q0 = 1 + (α0z1)2, q1 = 1 +α2
0L0L1,

q2 =
{
(α0σ)2 + q2

1

}1/2
, q3 = 1 + (α0L0)2,

q4 =
kα0q3

2q2
2

|η|2, q5 =
kα2

0z1
(
x2

1 + x2
2

)
2q0

,

q6 =
kα0

(
x2

1 + x2
2

)
q0

,

φ0 =
k
2

{
|x− η|2

z− σ
+
α2

0L1q3|η|2

q2
2

}
, ψ1 = arctg

(
q1/(α0σ)

)
,

φ1 = φ0 +ψ1 − q5, φ2 = φ0 +ψ1.

Знак ∗ означает комплексно сопряженную величину.
По формуле (8) в качестве примера было рассчита-
но распределение интенсивности гауссова пучка при
его распространении в неоднородном газе. На рис. 1
представлена использованная в расчете зависимость
показателя преломления от координат. На рис. 2, 3
показано распределение интенсивности пучка в двух
различных сечениях. Отметим, что фундаментальное
решение параболического уравнения позволяет нахо-
дить решение не только для гауссова пучка, но и для
пучков другого профиля.

Рис. 1. Зависимость показателя преломления от коор-
динат x1, x2 . По вертикальной оси отложена величина

n1(x1, x2, z) · 1010 при z = const

Рис. 2. Распределение интенсивности гауссова пучка
на плоскости z = const вдоль прямой x1 = 0.01. Пучок
распространяется вдоль оси z . Точка x1 = 0, x2 = 0

лежит на оси невозмущенного пучка

Рис. 3. Распределение интенсивности гауссова пучка
на плоскости z = const вдоль прямой x1 = 0.1
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