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Предложена новая модель исследования влияния заряда пучка на эволюцию функции распре-
деления плотности заряда. Рассматривается сферически симметричное распределение плотности
заряда пучка, находящегося во внешнем однородном постоянном электрическом поле. Ставится
новая нелинейная краевая задача об учете влияния собственного электрического поля пучка на
эволюцию функции распределения плотности заряда. Решения такой задачи могут являться тестами
в практически используемых методах расчета.
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Введение

Для учета эффекта пространственного заряда пуч-
ка используются различные модели [1, 2]. Среди
них метод крупных частиц, метод моментов, решение
уравнения Власова [3], а также различные варианты
гибридных методов. Каждый из этих методов имеет
свои преимущества и недостатки. Например, решение
кинетического уравнения Власова дает общую картину
поведения пучка, однако приводит к необходимости ре-
шать сложную вычислительную задачу в шестимерном
пространстве. Метод крупных частиц имеет широкое
применение и содержит большое число моделей ча-
стиц [5–14]. Однако основная трудность этого метода
заключается в правильном выборе модели частицы,
а также в определении достаточного числа крупных
частиц, которые используются в моделировании и,
в частности, для корректного определения функции
распределения плотности частиц.

На основе сказанного выше возникает вопрос о вы-
боре параметров модели и о точности получаемых
результатов. Поэтому видится интересным нахождение
точных аналитических решений нелинейной задачи
учета эффекта пространственного заряда [4]. Такие
решения могут являться тестами для используемых
в реальных расчетах методов, таких, например, как
метод крупных частиц [15–22]

1. Постановка задачи

Рассмотрим сферически симметричное распределе-
ние плотности заряда пучка, находящегося во внешнем
постоянном однородном электрическом поле De . Поми-
мо внешнего поля существуют собственные электромаг-
нитные поля Ds и Hs , вызванные эффектом простран-
ственного заряда пучка. Будем рассматривать модель,
когда влиянием собственного магнитного поля Hs на
фокусировку пучка можно пренебречь по сравнению
с кулоновским взаимодействием частиц. Пусть в на-
чальный момент все частицы в пучке имеют одну и

ту же скорость v0 . Постановка задачи сводится к на-
хождению поведения описанной системы с течением
времени. Заметим, что при сделанных предположениях
распределение плотности заряда в таком пучке всегда
будет сферически симметричным. Данный факт суще-
ственно облегчает нахождение точного решения.

Задачу будем решать в области Ω ⊂ R3 . Запишем
уравнение Максвелла для электрического поля:

Dt + j = rotH. (1)

Здесь D(p, t) — электрическое поле, заданное в каждой
точке области Ω и зависящее от времени; j(p, t) —
плотность тока, вызванная перетеканием заряда внутри
пучка; H(p, t) = Hs(p, t) — магнитное поле, создавае-
мое плотностью тока j(p, t) .

Плотность тока может быть представлена в виде

j(p, t) = ρe(p, t)v(p, t), (2)

где ρe(p, t) — плотность заряда в точке p ∈ Ω в момент
времени t , а v(p, t) — скорость потока заряженных
частиц в точке p ∈ Ω в момент времени t . Отметим, что
в силу симметрии пучка скорость v(p, t) может быть
представлена в виде

v(p, t) = V0(t) + u(p, t), V0(t) = v0 + t
q

mε0
De,

где V0 — скорость центра масс; u(p, t) — скорость
в собственной системе координат пучка, а q и m —
заряд и масса частицы соответственно.

Запишем магнитное поле, создаваемое таким пуч-
ком. В соответствии с законом Био–Савара–Лапласа

Hs(k, t) =
1
4π

∫
Ω

[
j(p, t),∇p

1
rkp

]
dωp =

=
1
4π

∫
Ω

[
u(p, t)ρe(p, t),

rkp

r3
kp

]
dωp +
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+
1
4π

∫
Ω

[
V0ρe(p, t),

rkp

r3
kp

]
dωp, (3)

где символом [a, b] обозначено векторное произведение
векторов a и b .

Покажем, что первый интеграл в выражении (3) ра-
вен нулю. В силу сферической симметрии пучка u ∥ r′p ,
где r′p — радиус вектор из центра сферы к точке p
(рисунок).

Интегрирование по области Ω

Для каждой точки p существует точка p′ , в которой
значение подынтегральной функции ρe(p,t)

r3
kp

[u(p, t), rkc]

совпадает по модулю со значением подынтегральной
функции в точке p , но противоположно по знаку,
поэтому ∫

Ω

ρe(p, t)
r3
kp

[u(p, t), rkc]dωp = 0.

В результате выражение (3) примет вид

Hs(k, t) =
1
4π

∫
Ω

[
V0, ρe(p, t)

rkp

r3
kp

]
dωp =

=

V0,
1
4π

∫
Ω

ρe(p, t)
rkp

r3
kp

dωp

= [V0(t),Ds(k, t)] . (4)

Учитывая уравнение Максвелла

divD = ρe (5)

и используя формулы (4), (2) и (1), окончательно
получим

∂

∂t
Ds + v · divDs = rot [V0,Ds] . (6)

Полученное уравнение (6) задает связь между элек-
трическим полем Ds и скоростью потока заряда v
в точке p ∈ Ω в момент времени t . Данное уравнение
содержит два неизвестных, поэтому для его разрешения
необходимо второе уравнение.

Второе уравнение может быть получено из закона
сохранения момента движения P . Для начала запишем
закон сохранения массы M :

M =
∫
δV

ρm dω,

∂M
∂t

=
∫
δV

∂ρm

∂t
dω = −

∫
δS

ρmvdS = −
∫
δV

div(ρmv)dω, (7)

∂ρm

∂t
+ div(ρmv) = 0.

Здесь ρm — плотность вещества, а интегрирование про-
изводилось по элементарному объему δV с площадью
поверхности δS . Теперь запишем закон сохранения мо-
мента движения в предположении, что внешних сил нет
и частицы между собой не взаимодействуют, получим

Pi =
∫
δV

ρmvi dω, i = 1, 2, 3,

∂Pi

∂t
=

∫
δV

∂

∂t
(ρmvi)dω = −

∫
δS

(ρmvi)vj dSj = (8)

= −
∫
δV

∇j(ρmvi)vj dω,

∂

∂t
(ρmvi) +∇j(ρmvi)vj = 0.

Рассмотрим случай, когда есть взаимодействие. Ис-
ходя из второго закона Ньютона, для одной частицы
можно записать

dP̃i

dt
= Fi, (9)

где F — сила, действующая на частицу с массой m
и зарядом, т. е. F = q

ε0

(
Ds + De

)
. Проинтегрируем по

элементарному объему δV выражение (9) и учтем
уравнение (8). Получим

∂

∂t
(ρmvi) +∇j(ρmvi)vj =

ρe

ε0

(
Ds

i + De
i
)
. (10)

Распишем выражение (10) с учетом (7):

ρm
∂vi

∂t
+ vi

∂ρm

∂t
+ vi∇j(ρmvj)︸ ︷︷ ︸

=0

+ρmvj∇j(vi) =
ρe

ε0

(
Ds

i + De
i
)
,

∂vi

∂t
+ vj∇j(vi) =

α

ε0
Fi, (11)

где α = ρe
ρm

= q
m . Окончательно в векторной форме

выражение (11) примет вид

∂v
∂t

+ (v,∇)v =
α

ε0

(
Ds + De). (12)

В результате получаем систему из двух уравнений
(6) и (12) относительно неизвестных функций v(p, t)
и Ds(p, t) с начальными условиями типа Коши:

∂

∂t
D(p, t) + v(p, t) · divD(p, t) =

= rot[V0(t),D(p, t)], p ∈Ω,

∂

∂t
v(p, t) + (v(p, t),∇)v(p, t) =

α

ε0
D(p, t),

D|t=0 = D0(p), v|t=0 = v0,

V0(t) = v0 + t
α

ε0
De, D = De + Ds.

(13)

Полученную постановку необходимо дополнить
условием на границе S области Ω , например

( ∂(v,n)
∂n )

∣∣∣
S

=
∂
(
Ds,n
)

∂n

∣∣∣
S

= 0, где n — вектор нормали
к поверхности.
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С физической точки зрения есть некая непрерыв-
ная среда, состоящая из однотипных заряженных ча-
стиц с отношением заряда к массе, равным α . Для
этой среды в каждой точке области p ∈Ω и момент
времени t определена функция электрического поля
Ds(p, t) и функция скорости потока заряда v(p, t) .
Данные функции могут быть найдены из решения
краевой задачи (13). В результате, найдя Ds(p, t) , мож-
но получить плотность заряда ρ(p, t) в каждой точке
в любой момент времени по формуле (5). Полученную
постановку задачи (13) будем для краткости называть
DV-постановкой.

2. Построение решения DV-задачи

Рассмотрим вопрос существования решения зада-
чи (13). Попробуем построить решение (13) в виде
разложения в ряд по времени, т. е. ищем решение в виде

D(p, t) = D(p, 0) + t ·Dt(p, 0) +
t2

2
Dtt(p, 0) + . . . =

=
∞∑
k=0

∂kD
∂tk

(p, 0)
tk

k!
,

v(p, t) = v(p, 0) + t · vt(p, 0) +
t2

2
vtt(p, 0) + . . . =

=
∞∑
k=0

∂kv
∂tk

(p, 0)
tk

k!
.

(14)

Подставим (14) в постановку задачи (13), получим

∞∑
k=1

∂kD
∂tk

(p, 0)
tk−1

(k− 1)!
+

+
∞∑
k=0

∂kv
∂tk

(p, 0)
tk

k!

∞∑
k=0

div
∂kD
∂tk

(p, 0)
tk

k!
=

= rot

[
v0 +

α

ε0
Det,

∞∑
k=0

∂kD
∂tk

(p, 0)
tk

k!

]
.

Соберем члены при одинаковых степенях t, получим

t0 : Dt(p, 0) + v(p, 0) divD(p, 0) = rot[V0(0),D(p, 0)].

Данное равенство является верным тождеством, так
как соответствует первому уравнению в (13) в момент
времени t = 0.

t1: Dtt(p, 0) + vt(p, 0) divD(p, 0) + v(p, 0) divDt(p, 0) =

= rot([v0,Dt(p, 0)]) + rot
([

α

ε0
De,D(p, 0)

])
. (15)

Перепишем выражение (15) в виде

t1:
∂

∂t
[
Dt(p, t) + v(p, t) divD(p, t)−

− rot[V0(t),D(p, t)]
]∣∣

t=0
= 0. (16)

В силу (13) выражение в квадратных скобках (16)
равно нулю при любом t , следовательно, производная
от него тоже будет равна нулю, т. е. получим верное
тождество. Аналогичные выражения можно получить
и для остальных степеней t . Проверим теперь для
второго уравнения из (13) данные равенства, получим

∞∑
k=1

∂kv
∂tk

(p, 0)
tk−1

(k− 1)!
+

+

( ∞∑
k=0

∂kv
∂tk

(p, 0)
tk

k!
,∇

) ∞∑
k=0

∂kv
∂tk

(p, 0)
tk

k!
=

=
α

ε0

∞∑
k=0

∂kD
∂tk

(p, 0)
tk

k!
.

Приравниваем члены при одинаковых степенях t :

t0 : vt(p, 0) + (v(p, 0),∇)v(p, 0) =
α

ε0
D(p, 0). (17)

Получаем верное тождество, так как выражение (17)
совпадает со вторым уравнением в постановке (13)
в момент времени t = 0. Для остальных степеней t
получаются аналогичные результаты. Следовательно,
решение (13) формально можно искать в виде (14),
при условии, что начальные условия v(p, 0) и D(p, 0)
обладают достаточной степенью гладкости.

Далее необходимо определить коэффициенты в раз-
ложениях (14). Для этого воспользуемся самими урав-
нениями (13). Например, в ряде для электрического
поля D коэффициентами являются производные по
времени, но их можно выразить из самого уравнения,
которому удовлетворяет D , т. е.

∂D
∂t

(p, 0) = −v(p, 0) · divD(p, 0) + rot[V0(0),D(p, 0)].

Или, если воспользоваться начальными условиями, по-
лучим

∂D
∂t

(p, 0) = −v0 · divD0(p) + rot[v0,D0(p)], (18)

т. е. первый коэффициент ряда для электрического поля
полностью выражается через начальную скорость v0
и пространственные производные начального распреде-
ления электрического поля D0(p) , которые известны.
Для решения v имеем

∂v
∂t

(p, 0) = −(v0,∇)v0 +
α

ε0
D0(p) =

α

ε0
D0(p). (19)

Итак, получаем результат, аналогичный выраже-
нию (18): первый коэффициент в разложении в ряд
решения v выражается через начальные условия. Полу-
чим выражение для второго коэффициента решения D :

∂2D
∂t2

(p, 0) = −vt(p, 0) · divD0(p)− v0 · divDt(p, 0) +

+ rot[v0,Dt(p, 0)] + rot
[
α

ε0
De,D(p, 0)

]
. (20)

Величина Dt(p, 0) известна из (18), а значение
vt(p, 0) — из (19). Аналогичную операцию можно про-
делать для скорости:

∂2v
∂t2

(p, 0) = −(vt(p, 0),∇)v0 − (v0,∇)vt(p, 0) +
α

ε0
Dt(p, 0).

Данную процедуру можно повторять необходимое
число раз, тем самым получая коэффициенты разло-
жения, которые будут выражаться через все более и
более высокие порядки пространственных производных
от начальных условий.
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Таким образом, если в качестве начального распре-
деления плотности частиц взять некую аналитическую
функцию, то можно получить эволюцию функции рас-
пределения плотности заряда от времени.

Заключение

В работе дана новая постановка задачи, описываю-
щая эволюцию функции распределения плотности за-
ряда сферически симметричной системы. Найден фор-
мальный вид решения в виде степенных рядов. Эво-
люция системы на больших временах t определяется
высшими порядками пространственных производных от
начальных условий.
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A hydrodynamic approach to modeling the space charge problem
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A new model is suggested to investigate the influence of a beam charge on the evolution of the charge-density
distribution function. The spherically symmetric charge-density distribution of a beam acting on an external
homogeneous constant electric field is considered. A new nonlinear boundary problem that takes the influence
of a beam’s electric field on the evolution of the charge-density distribution function into account is formulated.
The solutions of such a problem can be used as tests in calculation methods that are applied in practice.
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