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Найден новый класс проводящих фигур, допускающих аналитическое решение основной задачи
электростатики. Получены аналитические формулы для поверхностной плотности распределения
заряда для трех фигур этого класса.
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Введение

Известно считанное количество аналитических ре-
шений задач электростатики, которые подробно рас-
сматриваются в классических учебниках, напри-
мер [1, 2]. Может показаться, что этими примерами
исчерпаны все возможные точные решения и для всех
остальных задач электростатики решения могут быть
получены либо приближенно, либо численно. Тем не
менее до настоящего времени находятся новые ори-
гинальные решения, например [3–20]. В настоящей
работе предлагается новый класс нетривиальных ана-
литических решений задач электростатики заряженных
проводников в вакууме.

1. Постановка задачи

Для определения указанного нового класса анали-
тических решений рассмотрим стандартную постановку
задачи электростатики для заряженного проводящего
тела в вакууме, а именно уравнение Лапласа для потен-
циала электростатического поля φ и граничное условие
Дирихле, задающее постоянное значение потенциала на
поверхности проводящего тела φΣ :

∆φ = 0, (1)
φΣ = const . (2)

Хорошо известно, что в сферической системе коор-
динат уравнению Лапласа (1) во внешней области будет
удовлетворять функция, определяемая суммой ряда по
шаровым функциям [21]:

φ(r, θ,ϕ) =
+∞∑
n=0

n∑
k=−n

ank

rn+1 ·Y k
n (θ,ϕ), (3)

где Y k
n (θ,ϕ) — сферические функции [1].

Решению уравнения Лапласа будет также удовлетво-
рять любая конечная сумма ряда (3). Решение внеш-
ней граничной задачи Коши (1), (2) будет получено,
если нам удастся подобрать такие коэффициенты ank ,
при которых потенциал (3) на поверхности Σ нашего
проводящего тела будет равен заданной константе φΣ

в любой точке поверхности, т. е.

φΣ =
N∑

n=0

n∑
k=−n

ank

rn+1 ·Y k
n (θ,ϕ). (4)

Выражение (4) относительно обратного радиуса 1/r
является полиномом степени n + 1, поэтому решение
уравнения (4) для общего случая имеет аналитический
вид только для полиномов не старше 4-го порядка, т. е.
когда n 6 3. В этом случае имеется 4 аналитических
решения задачи Коши (1), (2) для замкнутых фигур,
определяемых равенством (4). Форма поверхности этих
фигур (r = r(θ,φ)) задается аналитическими выраже-
ниями, определяемыми корнями соответствующих по-
линомиальных уравнений. В частности, при n = 0 име-
ем случай однородно заряженной сферы. В настоящей
работе рассмотрены новые аналитические решения для
случаев n = 1 и n = 2. Подробно проанализированы
три новые проводящие фигуры, для которых найдены
точные аналитические формулы, описывающие поверх-
ностную плотность распределения заряда.

В случае, когда нет зависимости от полярного угла ϕ
(осесимметричный случай), формула (3) преобразуются
к виду [1]

φ(r, θ) =
3∑

n=0

an
Pn(cos θ)

rn+1 , (5)

где Pn(cos θ) — полиномы Лежандра порядка n ,
an = ank при k = 0.

2. Уравнение поверхности и поверхностное
распределение заряда для осесимметричного

случая при n = 1

Для осесимметричного случая при n = 1 из (5)
имеем следующее уравнение поверхности:

1
4πε0

(a0

r
± a1

r2 P1(cos θ)
)

= φ, ϕ ∈ [0; 2π), (6)

где ε0 — электрическая постоянная, a1 и a0 — некото-
рые постоянные, φ — постоянный потенциал поверхно-
сти рассматриваемой фигуры. Параметр a0 имеет смысл
суммарного электрического заряда q , распределенного
по поверхности, задаваемой уравнением (6).

Разделим обе части равенства (6) на величину
a0/4πε0r0 , равную потенциалу проводящей сферы ра-
диуса r0 с суммарным зарядом q = a0 . Тогда уравнение
поверхности (6) примет следующий безразмерный вид:

Ψx2 − x ∓ kP1(cos θ) = 0, (7)

29 ВМУ. Физика. Астрономия. № 6



58 ВМУ. Серия 3. ФИЗИКА. АСТРОНОМИЯ. 2014. № 6

где

x =
r
r0

, k =
a1

a0r0
, Ψ =

φ

φ0
=

φ

q/(4πε0r0)
. (8)

При выборе знаков «+» и «−» имеем две иден-
тичные фигуры, зеркально симметричные относитель-
но друг друга. Для определенности ограничимся зна-
ком «−». Данное уравнение имеет два корня, но физи-
ческий смысл имеет только один. В результате из (7)
получим следующее уравнение поверхности в ранее
введенных безразмерных сферических координатах:

x(θ) =
1 +

√
1 + 4Ψk cos θ

2Ψ
, ϕ ∈ [0; 2π), (9)

где
1 + 4ΨkP1(cos θ) > 0. (10)

Соотношение (10) накладывает ограничения на значе-
ния параметров Ψ и k .

Исследуем далее распределение плотности заряда на
поверхности (9). Известно, что напряженность элек-
трического поля, создаваемого проводником вблизи его
поверхности, равна

E =
σ

ε0
= |∇φ|, (11)

где σ — плотность распределения зарядов по поверх-
ности проводника. Из (11) для плотности заряда для
безразмерных величин (8) получим

σ =
q

4πr2
0

√(
∂Ψ

∂x

)2

+
1
x2 ·

(
∂Ψ

∂θ

)2

. (12)

Введем безразмерную плотность заряда σ̃ = σ/σ0 ,
где σ0 = q/4πr2

0 — плотность распределения заряда
по поверхности сферического проводника радиуса r0 .
Тогда, используя введенные выше обозначения, полу-
чим из (12) окончательную формулу для безразмерной
поверхностной плотности распределения заряда:

σ̃ =

√(
1

x2(θ)
+

2k cos θ
x3(θ)

)2

+
(

k sin θ
x3(θ)

)2

. (13)

На рисунке, а, б приведены форма поверхности (9)
и распределение заряда по поверхности фигуры (13)
соответственно при значениях параметров Ψ = 1
и k = 0.25 в сечении плоскостью, перпендикулярной
плоскости Oxy (ось z на рисунке горизонтальна).
Эти значения параметров являются критическими, при
превышении данных значений полученная поверхность
будет разрывной.

а б

в г

Осесимметричный случай при n = 1. Форма поверхности тела вращения, определяемая формулой (9),
в сечении плоскостью, перпендикулярной плоскости xy (а); распределение заряда по поверхности тела
вращения, определяемое формулой (13), в сечении плоскостью, перпендикулярной плоскости xy (б).
Осесимметричный случай при n = 2. Форма поверхности тела вращения, определяемая формулой (16),
в сечении плоскостью, перпендикулярной плоскости xy (в); распределение заряда по поверхности тела

вращения, определяемое формулой (17), в сечении плоскостью, перпендикулярной плоскости xy (г)
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3. Уравнение поверхности и поверхностное
распределение заряда для осесимметричного

случая при n = 2

Для осесимметричного случая при n = 2 из (5)
имеем следующее уравнение поверхности:

1
4πε0

(a0

r
± a2

r3 P2(cos θ)
)

= φ.

Введем безразмерные параметры

κ = ε/r2
0 , ε = a2/a0. (14)

С учетом (14) уравнение поверхности примет вид

Ψx3 − x2 ∓ κP2(cos θ) = 0. (15)

А. Рассмотрим случай со знаком «+»:

Ψx3 − x2 + κP2(cos θ) = 0.

Данное уравнение имеет три корня, два из которых
мнимые. Действительный корень определяется выраже-
нием

x1(θ) =
1

3Ψ
+

21/3

3Ψ
(
L(θ) +

√
−4 + L2(θ)

)1/3
+

+

(
L(θ) +

√
−4 + L2(θ)

)1/3

3 · 21/3Ψ
, (16)

где введено обозначение L(θ) = 2− 27
2 Ψ

2κ(−1+3 cos2 θ) .
При этом существует ограничение на параметры Ψ и κ :

−4 +
(
2− 27Ψ2κ(−1 + 3 cos2 θ)

)2 > 0.

Произведя расчеты, аналогичные разделу 2, получим
окончательную зависимость безразмерной плотности
распределения заряда по поверхности тела от азиму-
тального угла, параметра κ и безразмерного потенциа-
ла Ψ :

σ̃ =

√(
3κ(−1 + 3 cos2 θ)

2x4
1(θ)

− 1
x2

1(θ)

)2

+
9κ2 cos2 θ sin2 θ

x8
1(θ)

,

(17)
где x1(θ) определяется формулой (16).

На рисунке, в, г показаны форма поверхности фигу-
ры (16) и поверхностное распределение заряда (17) при
критических значениях параметров κ = 0.25, Ψ = 0.76
в сечении плоскостью, перпендикулярной плоско-
сти Oxy (ось z на рисунке горизонтальна).

Б. Рассмотрим случай, когда в уравнении (15) перед
параметром κ стоит знак «−»:

Ψx3 − x2 − κP2(cos θ) = 0. (18)

Данное уравнение имеет 3 корня, два из которых
мнимые. Из (18) получаем следующее уравнение по-
верхности в безразмерных сферических координатах:

x2(θ) =
1

3Ψ
+

21/3

3Ψ
(
M(θ) +

√
−4 + M2(θ)

)1/3
+

+

(
M(θ) +

√
−4 + M2(θ)

)1/3

3 · 21/3Ψ
, (19)

где введено обозначение M(θ) = 2+ 27
2 Ψ

2κ(−1+3 cos2 θ) .
Аналогично описанному выше алгоритму получим

выражение для безразмерной плотности распределения
заряда по поверхности данной фигуры вращения:

σ̃ =

√(
3κ(−1 + 3 cos2 θ)

2x4
2(θ)

+
1

x2
2(θ)

)2

+
9κ2 cos2 θ sin2 θ

x8
2(θ)

,

где x2(θ) определяется формулой (19).

Заключение

Таким образом, в настоящей работе показано, что
существует конечный класс новых аналитических ре-
шений задач электростатики, который определяется
возможностью аналитического решения уравнения для
полинома N -й степени. В общем случае аналитическое
решение возможно для полиномов не старше 4-го по-
рядка.

В работе показано, что имеются новые трехмерные
проводящие фигуры, которые допускают решение зада-
чи электростатики. Подробно исследованы три фигуры
(одна несимметричная и две симметричные). Для этих
фигур получены аналитические формулы для поверх-
ностной плотности распределения заряда. Исследованы
особенности распределения заряда и построены соот-
ветствующие графики.
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