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В рамках уравнений гидродинамики, записанных в приближении мелкой воды, проведено
численное моделирование генерации волн Фарадея. Вычислительный алгоритм построен на основе
регуляризованных уравнений мелкой воды. Полученные численные результаты соответствуют име-
ющимся теоретическим и экспериментальным данным. В частности, получены частотные диапазоны
возбуждения первой и второй моды колебаний, в рамках которых наблюдаются регулярные,
нерегулярные и разрушающиеся волны в зависимости от величины вызывающей их перегрузки.
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Введение

Волнами Фарадея называют стоячие волны, воз-
буждаемые в сосуде с жидкостью, который совершает
периодические колебания в направлении силы тяжести.
Частота этих волн кратна половине частоты колебаний
сосуда с жидкостью. Впервые данное явление было
обнаружено в экспериментах Фарадея в 1831 г. и с тех
пор интенсивно изучается. Экспериментально установ-
лено, что даже при малых амплитудах движения сосуда
высота возбуждаемых волн достигает больших значе-
ний в нескольких узких диапазонах частот внешнего
воздействия. Подобные колебания наблюдаются как
в природных процессах, так и в технических устрой-
ствах и при транспортировке жидкостей.

В качестве примеров исследований волн Фарадея
укажем, в частности, [6, 7]. В настоящее время изу-
чение колебательных движений типа волн Фарадея
проводятся на основе экспериментов и теоретических
моделей [5–8]. Теоретические подходы основаны на
анализе решений упрощенных модельных уравнений,
либо на численном решении нестационарных уравнений
Навье–Стокса, дополненных уравнением для описа-
ния свободной поверхности жидкости (см., например,
[4] и библиографию к этой статье). Оба эти подхо-
да представляют существенные трудности. Модельные
нелинейные уравнения ограничены в постановках и не
позволяют учитывать многомерность задачи, форму
сосуда и другие особенности течения. Решение пол-
ных уравнений гидродинамики достаточно трудоемко
и примеры численного моделирования указанных задач
весьма ограничены. Поэтому поиск новых эффективных
подходов к численному моделированию волн Фарадея
является актуальным.

В настоящей работе авторы впервые проводят чис-
ленное моделирование возбуждения колебаний жидко-
сти, возникающих под действием периодического внеш-

него воздействия в вертикальном направлении, с помо-
щью уравнений гидродинамики в приближении мелкой
воды (МВ) [9, 10]. Модель МВ описывает течения
вязкой несжимаемой жидкости со свободной поверх-
ностью в сосудах произвольной формы. Приближение
уравнений МВ существенно проще полной системы
уравнений Навье–Стокса, но имеет свои ограничения:
в модели МВ предполагается, что вертикальная ком-
понента скорости течения несущественна и по ней
выполнено осреднение.

В большинстве расчетов мы рассматриваем движе-
ние жидкости в плоскости симметрии сосуда. Задача
решается в неинерциальной системе координат. Расче-
ты проводятся на основе регуляризованных уравнений
мелкой воды [11, 12], которые в свою очередь формаль-
но могут рассматриваться как вариант баротропного
приближения изученных ранее квазигазодинамических
уравнений [13].

1. Постановка задачи и метод численного решения

Рассмотрим сосуд с жидкостью, совершающий вер-
тикальные колебания (рис. 1). Закон смещения сосуда
по времени имеет вид S(t) = s cos(Ωt) , где s — ам-
плитуда колебаний сосуда. В неинерциальной системе
координат, жестко связанной с сосудом, вертикальное
ускорение g , действующее на жидкость, примет вид

g(t) = g0

(
1 +

sΩ2

g0
cos(Ωt)

)
, (1)

где g0=980 см/с2 — ускорение силы тяжести. Величи-
ну R = sΩ2/g0 называют перегрузкой. Гармонические
колебания сосуда с частотой Ω могут вызвать неза-
тухающие колебания жидкости с частотой ωn , если
выполняется соотношение

ωn =
mΩ

2
, (2)
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Рис. 1. Иллюстрация к постановке задачи о формиро-
вании волн Фарадея

где n — номер моды гармонической волны, m —
целое число. Область частот, в которой возбуждаются
колебания при частотах ωn ∼ Ω/2, соответствует основ-
ному частотному диапазону возмущения. Таким обра-
зом, первая мода с частотой ω1 соответствует частоте
колебаний сосуда Ω = 2ω1 . Вторая мода соответствует
частоте Ω = ω2 . Из экспериментов известно, что для
образования волн Фарадея амплитуда колебаний сосу-
да s не должна быть слишком малой, но в то же время
величина перегрузки R не должна превышать единицу,
R < 1.

Длина волны λn , волновое число k и частота ко-
лебаний ωn для приближения МВ связаны следующим
образом:

λn = 2L/n, k =
πn
L

, (3)

ωn =
2πc
λn

=
πnc
L

, c =
√

gh, (4)

где L — горизонтальный размер сосуда, h — высота
уровня жидкости в сосуде, c — скорость распростране-
ния малых возмущений.

В экспериментах [1–3] наблюдаются три категории
поверхностных волн Фарадея:

1) регулярные волны, т. е. волны, сохраняющие пе-
риодичность во времени и пространственную симмет-
рию;

2) нерегулярные волны, т. е. волны, сохраняющие
связность объема и имеющие нарушение временно́й
и пространственной симметрии;

3) разрушающиеся волны: волны, сопровождающие-
ся срывом капель и струй со свободной поверхности.

Будем описывать генерацию волн Фарадея в рамках
приближения МВ с помощью следующих уравнений:

∂h
∂t

+ divhu = 0, (5)

∂(hu)
∂t

+ div(hu⊗ u) +∇gh2

2
= −µu|u|. (6)

Неизвестными величинами в системе (5)–(6) являются
h(x, t) — высота уровня жидкости и u(x, t) — скорость.
Здесь µ — безразмерный коэффициент гидравлическо-
го трения. Задача рассматривается в неинерциальной
системе координат, связанной с сосудом, в которой
g = g(t) — переменное значение ускорения силы тя-
жести (1). На границах расчетной области ставятся
условия непротекания для скорости и отражения для

высоты слоя жидкости

u = 0,
∂h
∂xi

= 0.

Система уравнений (5)–(6) дополняется соответствую-
щими начальными условиями.

Для численного решения уравнений МВ (5)–(6)
будем использовать регуляризованный вид этих урав-
нений (см., например, [11, 12]). Для плоского одномер-
ного течения система регуляризованных уравнений МВ
имеет вид

∂h
∂t

+
∂jm
∂x

= 0, (7)

∂hu
∂t

+
∂jmu
∂x

+
∂

∂x

(
gh2

2

)
=

∂Π

∂x
− µu|u|, (8)

где

jm = h(u−w), w =
τ

h

(
∂hu2

∂x
+ gh

∂h
∂x

)
, (9)

Π = τuh
(
u
∂u
∂x

+ g
∂h
∂x

)
+ τgh

(
u
∂h
∂x

+ h
∂u
∂x

)
+ τ

gh2

2
∂u
∂x

.

(10)

Здесь τ — параметр регуляризации, или сглажива-
ния. При τ = 0 система уравнений (7)–(10) перехо-
дит в классическую систему уравнений мелкой воды
(5)–(6). При проведении численных расчетов слагаемые
с коэффициентом τ рассматриваются как регуляризи-
рующие добавки.

Для численного решения регуляризованных урав-
нений МВ используется явная по времени разностная
схема с аппроксимацией всех пространственных произ-
водных центральными разностями. Значения искомых
переменных h(x, t) и u(x, t) отнесены к узлам про-
странственной сетки. Устойчивость численного алго-
ритма обеспечивается слагаемыми с коэффициентом τ ,
величина которого связывается с шагом пространствен-
ной сетки ∆x и вычисляется в виде

τ = α
∆x
c

, c =
√

gh(x, t), (11)

где 0 < α < 1 — численный коэффициент, выбираемый
из условий точности и устойчивости счета. Шаг по вре-
мени выбирается в соответствии с условием Куранта,
которое для данной задачи имеет вид

∆t = β(∆x/c)min. (12)

Здесь число Куранта 0 < β < 1 зависит от величины
параметра регуляризации τ и подбирается в процессе
вычислений для обеспечения монотонности численного
решения. Разностный алгоритм решения системы урав-
нений (7)–(10) приведен, например, в [11]. В расчетах
использовались равномерные пространственные сетки
с числом ячеек 100, 500 и 1000. Дальнейшее сгущение
пространственной сетки не приводило к заметному
изменению численных результатов. Выбор оптимальных
коэффициентов α и β для близкой задачи о возбуж-
дении колебаний жидкости в резервуаре обсуждался
в [12]. В приведенных далее расчетах α = 0.3, β = 0.1,
число пространственных ячеек равно 500. Изменение
коэффициента α в пределах от 0.1 до 0.5 практически
не влияет на результаты расчетов.
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2. Результаты численного моделирования

Данные для расчетов выбирались в соответствии
с параметрами экспериментов, описанных в [1, 3]. От-
метим, что обнаружить резонанс в системе — достаточ-
но трудоемкая задача. В связи с этим были произведены
расчеты серии задач для трех начальных значений h0
уровня заполнения жидкостью прямоугольного сосуда
длины L = 50 см: h0 = 15, 30 и 50 см в диапазоне
частот возмущения Ω от 10 до 60 рад/c с шагом
∆Ω = 0.5 рад/с для различных значений перегрузки
R < 1 и с различными величинами амплитуды колеба-
ний сосуда s . Значения s варьировались в пределах
от 0.01 до 5 см с шагом 0.1 см. Коэффициент гидравли-
ческого трения µ выбран равным 0.005. Изменение µ
в 10 раз не влияло на результаты расчетов. В качестве
начального условия задавалась покоящаяся жидкость
u(x, t) = 0 с начальным возмущением свободной по-
верхности в виде стоячей волны первой волновой моды:
h(x, 0) = h0(1 + 0.25 cos(πx/L)).

В результате численных экспериментов для началь-
ного уровня заполнения h0 = 15 см была обнаружена
первая мода волн Фарадея в диапазоне частот возму-
щений от Ω = 14.5 до 17.5 рад/с и вторая мода в диа-
пазоне частот возмущений от Ω = 29 до 33.5 рад/с.
Для колебаний характерен резкий срыв на интервале
∆Ω = 0.5 рад/с. Эти данные совместно с результатами
расчетов для уровней заполнения h0 = 30 и 50 см при-
ведены в таблице. Резонансные частоты соответствуют
оценкам в приближении МВ (4).

Коридор резонансных частот, полученных в численных
экспериментах при Rmax 6 0.12, и теоретическое

значение резонансной частоты в приближении МВ (4)

Эксперимент
h0, см; мода

Ωmin,
рад/с

Ωmax,
рад/с

Ω по ф-ле (4),
рад/с

s Rmax

15, 1-я 15.1 15.7 15.21 0.40 0.100
15, 2-я 30.3 31.2 30.49 0.12 0.119
30, 1-я 21.3 22.1 21.56 0.20 0.099
30, 2-я 42.9 44.2 43.10 0.06 0.113
50, 1-я 27.5 28.6 27.83 0.12 0.100
50, 2-я 55.3 57.1 55.66 0.035 0.116

На рис. 2 приведены полученные в численных экспе-
риментах значения амплитуды колебаний Hmax , возни-
кающих под действием колебаний сосуда с частотой Ω .
Данные приведены для начального уровня жидкости
h0 = 15, 30 и 50 см при различных амплитудах воз-
мущения s , указанных в таблице. Девять графиков
построены следующим образом: шесть графиков (1, 2,
3, 5, 7, 9) построены для амплитуд возмущений, при
которых значение перегрузки Rmax = R(Ωmax) < 0.11.
Эти графики соответствуют первой моде колебаний.
Графики 4, 6 и 8 соответствуют вторым модам, по-
строенных для тех s , при которых для первой моды
Rmax < 0.12. Таким образом, для каждого значения
начального уровня жидкости h0 приведено три графи-
ка: первая и вторая моды, при которой Rmax < 0.12,
и вторая мода, при которой Rmax для первой моды
< 0.12. Например, для h0 = 15 см, это графики 1, 5
и 4 при амплитудах возмущения s , равных 0.4, 0.12
и 0.4 см соответственно. Двумерные расчеты вариан-

тов 1 и 4 подтвердили закономерности, полученные при
одномерных расчетах.

Графики наглядно показывают, что в ограниченных
частотных диапазонах образуются стационарные коле-
бательные движения жидкости. Вне этих диапазонов
заданное начальное возмущение поверхности жидкости
быстро затухает. При этом амплитуды колебаний для
первой и второй мод (см., например, кривые 1 и 4, 2 и 6
и 3 и 8) существенным образом зависят от величины
перегрузки (см. кривые 4 и 5). Амплитуды колебаний
зависят также от начального уровня жидкости в резер-
вуаре.
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Рис. 2. Полученные в численном эксперименте частот-
ные диапазоны возмущений и соответствующие ам-
плитуды стационарных волн: линии 1, 4 соответствуют
первой и второй модам при h0 = 15 см, s = 0.4 см;
линии 2, 6 — первой и второй модам при h0 = 30 см,
s = 0.2 см; линии 3, 8 — первой и второй модам
при h0 = 50 см, s = 0.1 см; линия 5 — h0 = 15 см,
s = 0.12 см; линия 7 — h0 = 30 см, s = 0.06 см; линия

9 — h0 = 50 см, s = 0.035 см

Соответствующие диаграммы устойчивости приведе-
ны на рис. 3. Для каждой амплитуды возмущения s
колебания образуются внутри определенного диапазона
частот, выделенного на рисунке. Таким образом, в си-
стеме образуются незатухающие волны Фарадея только
при условии, что частота возмущения находится внутри
границ для своей моды.

Из графиков следует, что для каждой моды суще-
ствует пороговое значение амплитуды возмущений s∗
и соответствующее значение перегрузки R , ниже ко-
торой данная мода не может образоваться на всем
диапазоне частот. Так, для первой моды при h0 = 15 cм
пороговое значение составляет s∗ = 0.23 см, для второй
моды s∗ = 0.08 см.

Зависимость амплитуды колебаний жидкости от
времени для регулярных волн первой моды (Ω =
= 15.6 рад/с, s = 0.4 см, R = 0.1, h0 = 15 см.) показана
на рис. 4, 5. Параметры колебательного течения соот-
ветствуют линии 1 на рис. 2. С помощью этого графика
была подсчитана частота колебаний для волн Фарадея,

3 ВМУ. Физика. Астрономия. № 1
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Рис. 3. Полученные в численном эксперименте диа-
граммы устойчивости: 1 — h = 0.15 (1-я мода),
S∗ = 0.23 см; 2 — h = 0.3 (1-я мода), S∗ = 0.12 см;
3 — h = 0.5 (1-я мода), S∗ = 0.09 см; 4 — h = 0.15
(2-я мода), S∗ = 0.08 см; 5 — h = 0.3 (2-я мода),
S∗ = 0.04 см; 6 — h = 0.5 (2-я мода), S∗ = 0.03 см
(h — начальный уровень жидкости, S∗ — мини-
мальная амплитуда, при которой реализуются ста-
ционарные волны. Черные квадраты соответствуют

расчетным точкам

наблюдающаяся в численных экспериментах. На всем
временно́м диапазоне она составила ω1 = 7.5–7.8 рад/с.
Таким образом, в наших расчетах было получено соот-
ношение Ω≈ 2ω1 .

Форма колебаний первой моды меняется в зависимо-
сти от величины перегрузки R . При малых значениях R
колебания максимально близки к стоячим волнам (ре-
гулярные волны, рис. 4, 6), при больших R они имеют
вид бегущих волн в замкнутом сосуде (нерегулярные
волны, рис. 7). В обоих случаях наблюдается один
узел и две пучности, что соответствует первой моде
колебаний.

Внешний вид колебаний для второй моды волн
Фарадея представлен на рис. 8, 9. При малых R их
форма близка к регулярным стоячим волнам (рис. 8).
При больших значениях перегрузках R 6 1 появляются
разрушающиеся волны (рис. 9). Как и в натурном
эксперименте, они имеют вид бегущих с двух сторон
навстречу друг другу волн, после столкновения ко-
торых образуются срывы струй и капель со свобод-
ной поверхности. На рис. 9 экстремумы величины h
в силу используемого описания связной свободной
поверхности выглядят как пики, однако их ширина
составляет порядка 10 шагов сетки, что говорит о том,
что механизм образования этих экстремумов не связан
с численной неустойчивостью.

Таким образом, основные черты получающихся
волновых движений согласуются с теоретическими
и экспериментальными данными, описывающими волны
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15.0

14.6

8040 60 t, с

h, см

Рис. 4. Временна́я зависимость амплитуды колеба-
ний поверхности жидкости с возмущающей частотой
Ω = 15.6 рад/с, s = 0.4 см и R = 0.1 для h0 = 15 см.
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Рис. 5. Фрагмент временно́й зависимости амплитуды
колебаний поверхности жидкости с возмущающей ча-
стотой Ω = 15.6 рад/с, s = 0.4 см и R = 0.1 для

h0 = 15 см
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Рис. 6. Поверхности жидкости для первой моды волн
Фарадея, h0 = 15 см, Ω = 15.635 рад/с, s = 0.4 см,

R = 0.1
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Рис. 7. Поверхности жидкости для четырех после-
довательных моментов времени, первая мода волн
Фарадея, h0 = 15 см, Ω = 15.7 рад/с, s = 1.6 см,

R = 0.4

h, см

15.5

14.5

15.0

14.0
200 10 L, см30 40

t = 27.5 c t = 33.7 c

Рис. 8. Поверхности жидкости для второй моды волн
Фарадея, h0 = 50 см, Ω = 29.4 рад/с, s = 0.25 см,

R = 0.22
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Рис. 9. Поверхности жидкости для четырех последова-
тельных моментов времени, вторая мода волн Фарадея,

h0 = 50 см, Ω = 62.5 рад/с, s = 0.25 см, R = 0.98

Фарадея. А именно в численном эксперименте полу-
чено, что образуются незатухающие колебания в ча-
стотных диапазонах, соответствующих приближению
МВ (4). Обнаружено возникновение первой и второй
мод волн Фарадея в фиксированных частотных диапа-
зонах, при этом частота колебаний в два раза меньше
частоты возмущения. На границе частотных диапазо-
нов колебания имеют резкий срыв 60.5 рад/с. Имеется
пороговое значение амплитуды колебаний сосуда s∗ ,
ниже которого стационарные колебания в жидкости не
образуются. В зависимости от величины перегрузки R
наблюдаются регулярные, нерегулярные и разрушаю-
щиеся волны.

Однако частоты возбуждения колебаний в расчетах
оказываются выше, чем в эксперименте. В частности,
в [1] диапазон частот возмущений Ω , при которых
образуются колебания второй моды для h0 = 15 см при
перегрузках R . 0.3, составляет от 20 до 24 рад/с,
в то время как, согласно нашим результатам, частота
возбуждения лежит в диапазоне от 29 до 33 рад/с
(рис. 2, линия 4). По мнению авторов, это объяс-
няется простотой выбранной модели, в которой не
учитываются пространственные эффекты. Кроме того,
в используемой модели не исследовано влияние сил
трения о стенки и дно сосуда.

Заключение

В настоящей работе впервые показана возможность
численного моделирования волн Фарадея с помощью
уравнений мелкой воды. Движение жидкости предпо-
лагалось одномерным. Расчеты были выполнены с по-
мощью регуляризованных уравнений мелкой воды.

Основные черты рассчитанных волновых движений
согласуются с теоретическими и экспериментальными
данными, описывающими волны Фарадея. В частности,
в численном эксперименте было получено формирова-
ние незатухающих параметрических колебаний в ча-
стотных диапазонах, соответствующих приближению
мелкой воды, при этом частота колебаний в два раза
меньше частоты возбуждающей силы. Обнаружено воз-
никновение первой и второй мод волн Фарадея в огра-
ниченных частотных диапазонах. В зависимости от
величины перегрузки получено формирование регуляр-
ных, нерегулярных и разрушающихся волн. Отметим,
что полученные в численных расчетах диапазоны ча-
стот внешнего воздействия, вызывающих возбуждение
колебаний, оказываются выше значений, зафиксирован-
ных в [1]. По мнению авторов, улучшение согласия
данных расчета и эксперимента может быть достигнуто
при использовании более полной вычислительной мо-
дели, включающей в себя более адекватное описание
эффектов трения о стенки.

Несомненные плюсы предложенного метода — про-
стота его программной реализации, быстрота численно-
го расчета, а также более широкие по сравнению с экс-
периментом возможности для изучения волн Фарадея
в сосудах различной формы с различными вариантами
внешнего воздействия. Таким образом, численное моде-
лирование волн Фарадея с помощью уравнений мелкой
воды является перспективным подходом к изучению
данного явления.
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The numerical simulation of Faraday waves on the basis of hydrodynamic equations
in the shallow water approximation
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Faraday waves were numerically simulated in the shallow-water approximation. The algorithm is based on the
regularized shallow-water equations. The results correspond to the existing theoretical and experimental data. In
particular, the parametric resonance is found for the first and second wave modes, in which regular and irregular
waves with respect to the overload value are observed.
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