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В работе предложена постановка задачи пространственного заряда в рамках гидродинамического
приближения. Предложенная постановка сформулирована в терминах функции плотности заряда ρ
и векторного поля скоростей среды v (ρv -постановка). В отличие от Dv -постановки ρv -постановка
может использоваться для несимметричных распределений плотности заряда. Описан формальный
вид решения краевой задачи и рассмотрены его свойства.
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Введение

Рассмотрению проблемы многих взаимодействую-
щих частиц посвящены работы [1–7]. При моделиро-
вании динамики пучка высокой интенсивности в уско-
рительной физике одной из наиболее вычислительно
емких задач является учет эффекта пространствен-
ного заряда [8–12]. Задача пространственного заряда
является нелинейной, так как для расчета плотно-
сти распределения частиц пучка в следующий момент
времени требуется знание распределения собственного
электрического поля пучка, которое зависит от само-
го распределения частиц. Из-за сложной геометрии
установки и разнообразных параметров пучков задачу
пространственного заряда приходится решать численно
с использованием различных приближений и методов.
Среди численных методов наибольшее распространение
получил «метод крупных частиц» [13–19]. При созда-
нии программного кода является актуальным и практи-
чески значимым вопрос корректности работы програм-
мы [20]. Если существует модельная задача с точным
решением, то на ней можно проверить корректность
работы программного кода. Но не всегда удается найти
точное решение нелинейной задачи, поэтому каждое
такое решение является важным.

В работах [21–23] предложено рассмотрение задачи
пространственного заряда в рамках гидродинамическо-
го приближения относительно вектора электрического
поля D и поля скоростей среды v . Для такой Dv -по-
становки (1) формально построено точное решение
в виде ряда [21], а также рассмотрены особенности
численного решения задачи [22–23]

∂

∂t
D(p, t) + v(p, t) · divD(p, t) = rot[V0(t),D(p, t)], p ∈ Ω,

∂

∂t
v(p, t) + (v(p, t),∇)v(p, t) =

α

ε0
D(p, t), (1)

V0(t) = v0 + t
α

ε0
De, D(p, t) = De + Ds(p, t),

D|t=0 = D0(p), v|t=0 = v0,

где символом [a, b] обозначено векторное произведение
векторов a и b , символом (a, b) обозначено скалярное
произведение векторов a и b , символ ∇ — дифферен-
циальный оператор набла, ε0 — диэлектрическая по-
стоянная вакуума, v0 — постоянный вектор начальной
скорости. Переменная p соответствует пространствен-
ным координатам (x, y, z) , а переменная t — времени.
Вектор-функция D(p, t) — вектор электрического поля;
v(p, t) — векторное поле скоростей среды; De — внеш-
нее постоянное электрическое поле; Ds — собственное
электрическое поле пучка. Постоянная α = q/m задает
соотношение между зарядом и массой частиц. Ω —
область, в которой рассматривается решение системы.
Эта система в совокупности с начальными условиями
приводит к постановке задачи Коши (1), описывающей
своим решением эволюцию функции распределения
плотности заряда под действием собственного электри-
ческого поля.

Одним из ограничений Dv -постановки (1) является
рассмотрение только сферически-симметричных рас-
пределений плотности частиц. Реальные распределения
плотности заряда, с которыми приходится работать при
моделировании динамики пучка в ускорителях, имеют
гораздо более сложную структуру. Поэтому в этой
работе рассматривается модифицированная Dv -поста-
новка задачи пространственного заряда, которую будем
названа ρv -постановкой задачи учета эффекта про-
странственного заряда.

1. Постановка задачи

Для работы с несимметричными распределениями
требуется заменить первое уравнение в Dv — поста-
новки (1) на уравнение, не зависящее от собственного
магнитного поля пучка. Такое уравнение получается
путем взятия оператора div от уравнения Максвелла
∂D
∂t + j = rotH , где j = ρv . В результате получится урав-
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нение непрерывности для функции плотности заряда ρ

ρt + div (ρv) = 0. (2)

С точки зрения численных расчетов такое уравнение
решать проще, так как уравнение записано для скаляр-
ной, а не для векторной величины, также отсутствует
правая часть, которая ранее содержала ротор. Для
замыкания системы уравнений в постановку задачи
необходимо добавить уравнение связи между функ-
цией плотности заряда ρ и электрическим полем D .
В рамках используемого приближения будем считать
выполненными следующие условия:

D = ε0E = −ε0∇u, (3)

где
∆u = − ρ

ε0
, u|Γ = u0. (4)

Здесь u — функция скалярного электрического потен-
циала; величина u0 задает значение потенциала на гра-
нице Γ , ограничивающей область Ω , в которой будет
решаться краевая задача. В каждый момент времени
потенциал на границе u0 может менять свое значение,
например, если пучок проходит через ускоряющее поле,
где потенциал на электродах меняется со временем.
Отметим, что для нахождения потенциала u можно
использовать как краевое условие первого рода (задачу
Дирихле (4)), так и краевое условие второго (задача
Неймана) или третьего рода (смешанное условие). Вы-
бор краевого условия определяется типом рассматрива-
емой физической задачи.

В результате ρv -постановка начально-краевой зада-
чи пространственного заряда принимает вид

∂

∂t
ρ(p, t) + div[ρ(p, t)v(p, t)] = 0, p ∈Ω,

∂

∂t
v(p, t) + (v(p, t),∇)v(p, t) =

=
α

ε0
(Ds(p, t) + De(p, t)) +α[v(p, t),Be(p)], (5)

Ds(p, t) = −ε0∇u(p, t),

∆u(p, t) = −ρ(p, t)
ε0

,

u|Γ = u0(p, t), ρ|t=0 = ρ0(p), v|t=0 = v0(p),

где ρ0(p) — начальное распределение плотности заряда,
v0(p) — начальное распределение скоростей среды.
Отметим, что в (5) нигде не налагаются условия на
симметричное распределение плотности заряда.

2. Построение решения ρv -задачи

По аналогии с Dv -постановкой [5] покажем, что
ρv -постановка допускает решения в виде разложения
в степенной ряд по времени, а именно

ρ(p, t) = ρ(p, 0) + t · ρt(p, 0) +
t2

2
ρtt(p, 0) + . . . =

=
∞∑
k=0

∂kρ

∂tk
(p, 0)

tk

k!
, (6)

v(p, t) = v(p, 0) + t · vt(p, 0) +
t2

2
vtt(p, 0) + . . . =

=
∞∑
k=0

∂kv
∂tk

(p, 0)
tk

k!
.

Подставим представление для плотности заряда
из (6) в первое уравнение постановки (5), получим

∞∑
k=1

∂kρ

∂tk
(p, 0)

tk−1

(k− 1)!
+

+ div

[ ∞∑
k=0

∂kρ

∂tk
(p, 0)

tk

k!

∞∑
m=0

∂mρ

∂tm
(p, 0)

tm

m!

]
= 0. (7)

Соберем члены при одинаковых степенях t , получим

t0: ρt(p, 0) + div[ρ(p, 0)v(p, 0)] = 0. (8)

Равенство (8) является верным тождеством, так как
соответствует первому уравнению в (5) для момента
времени t = 0. Далее

t1: ρtt(p, 0) + div[ρ(p, 0)vt(p, 0)] + div[ρt(p, 0)v(p, 0)] = 0.
(9)

Перепишем выражение (9) в виде

t1:
∂

∂t
[
ρt(p, t) + div[ρ(p, t)v(p, t)]

]∣∣∣∣
t=0

= 0. (10)

Из первого уравнения постановки (5) следует, что
выражение в квадратных скобках (10) равно нулю для
любого момента времени t , следовательно, производная
по времени от такого выражение тоже равна нулю.
Следовательно, равенство (9) является верным. Для
второй степени t

t2:
ρttt

2!
+

div(ρvtt)
2!

+
div(ρtv)t

1!1!
+

div(ρttv)
2!

= 0, (11)

или

t2:
1
2!

∂

∂t
{
ρtt + div(ρv)t + div(ρtv)

}∣∣∣∣
t=0

=

=
1
2!

∂2

∂t2
[
ρt + div(ρv)

]∣∣∣∣
t=0

= 0. (12)

Из первого уравнения постановки (5) следует, что
выражение в квадратных скобках (12) равно нулю при
любом значении t , из чего следует верность тожде-
ства (11). Аналогичные результаты получатся и для
остальных степеней по t .

Проделаем аналогичную процедуру со вторым урав-
нением из постановки (5), получим

∞∑
k=1

∂kv
∂tk

(p, 0)
tk−1

(k− 1)!
+

+

( ∞∑
k=0

∂kv
∂tk

(p, 0)
tk

k!
,∇

) ∞∑
k=0

∂kv
∂tk

(p, 0)
tk

k!
=

=
α

ε0

∞∑
k=0

∂kD
∂tk

(p, 0)
tk

k!
+α

[
∂kv
∂tk

(p, 0)
tk

k!
,Be(p)

]
. (13)

Приравняем члены при одинаковых степенях t :

t0: vt(p, 0) + (v(p, 0),∇)v(p, 0) =

=
α

ε0
D(p, 0) +α[v(p, 0),Be(p)]. (14)
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Выражение (7) соответствует второму уравнению
в постановке (5) для начального момента времени.
Следовательно, выражение (7) является верным тожде-
ством. Для остальных степеней t получаются аналогич-
ные результаты. Следовательно, решение (5) формально
можно искать в виде рядов (6).

Покажем, что коэффициенты ∂kv
∂tk (p, 0) и ∂kρ

∂tk (p, 0)
в разложении (6) выражаются через производные по
координатам от начальных условий ρ0(p) и v0(p) ,
а также через производные по времени от известной
функции u0(p, t) . Из уравнения (8) и (14) следует

∂ρ

∂t
(p, 0) = − div[ρ0(p)v0(p)], (15)

∂v
∂t

(p, 0) = −(v0(p),∇)v0(p) +
α

ε0
D0(p) +α[v0(p),Be(p)],

где D0(p) = Ds(p, 0)+De(p, 0) — вектор-функция, кото-
рую можно определить по формуле (3), решив краевую
задачу (4) в начальный момент времени. Из выраже-
ния (9) следует

∂2ρ

∂t2
(p, 0) = − div[ρ(p, 0)vt(p, 0)]− div[ρt(p, 0)v(p, 0)].

(16)
С учетом (15) выражение (16) перепишется в виде

∂2ρ

∂t2
(p, 0) = div[ρ0(p)(v0(p),∇)v0(p)]−

α

ε0
div[ρ0(p)D0(p)]+

+ div[div[ρ0(p)v0(p)]v0(p)]−α div(ρ0(p)[v0(p),Be(p)]).
(17)

Аналогично для ∂2v
∂t2 (p, 0) получается выражение

∂2v
∂t2

(p, 0) =
(
(v0(p),∇)v0(p),∇

)
v0(p)−

α

ε0
(D0(p),∇)v0(p)−

−α
(
[v0(p),Be(p)],∇

)
v0(p) + (v0(p),∇)(v0(p),∇)v0(p)−

− α

ε0
(v0(p),∇)D0(p)−α(v0(p),∇)[v0(p),Be(p)] +

+
α

ε0
Dt(p, 0)−α[(v,∇)v,Be(p)] +

+
α2

ε0
[D0(p),Be(p)] +α2[[v0(p),Be(p)],Be(p)]. (18)

Величина Dt в (18) определяется из решения крае-
вой задачи для начального момента времени

∆ut(p, t) = −ρt(p, t)
ε0

, ut|Γ = w(p, t),

Dt(p, t) = −ε0∇ut(p, t).
(19)

Величина ρt в (19) известна из соотношения (15),
а величина w(p, t) задает изменение потенциала u(p, t)
на границе. В случае если потенциал на границе
не меняется, т. е. граница находится под постоянным
потенциалом, тогда w(p, t) = 0. Если потенциал меняет-
ся, например граница находится под ВЧ потенциалом,
тогда w(p, t) = Um cos(ωRFt + φ) , где Um — амплитуда
потенциала, ωRF — ВЧ-частота, φ — начальный сдвиг
фазы.

Данную процедуру можно повторять необходимое
число раз, тем самым получая коэффициенты разложе-
ния, которые будут выражаться через все более и более

высокие порядки пространственных производных от на-
чальных условий. В результате коэффициенты разложе-
ния (6) выражаются через производные по координатам
от начальных условий.

Заключение

В работе предложена ρv -постановка задачи уче-
та эффекта пространственного заряда. В отличие от
Dv -постановки ρv -постановка позволяет рассматривать
произвольные распределения плотности заряда. Найден
формальный вид решения в виде степенных рядов.
Эволюция системы на больших временах t определя-
ется высшими порядками пространственных производ-
ных от начальных условий. Полученное представление
решения (6) с коэффициентами типа (15) и (17), (18)
может быть использовано при численном решении за-
дачи пространственного заряда в ρv -постановке при
оптимизации параметров ускорительной установки.
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Hydrodynamic approximation of the space charge problem in terms of the charge density, ρ,
and the velocity field, v
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The space-charge problem is considered in the hydrodynamic approximation. The problem is formulated in terms
of the charge-density, ρ, and the vector velocity field, v (the ρv statement). In contrast to the Dv statement,
the ρv statement can be used for asymmetric charge-density distributions. A formal solution to a boundary value
problem is described and its properties are considered.
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