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В работе исследована перестройка нижних энергетических уровней H+
2 в условиях «невыле-

тания» из заданного пространственного объема. Показано, что при общих граничных условиях
«невылетания» такая перестройка оказывается существенно более значимой по сравнению со
случаем запирания потенциальным барьером. В зависимости от параметров полости энергия
связи основного состояния H+

2 может значительно превышать энергию связи свободного иона,
а поведение нижнего электронного терма иона 2Σ+

g как функции расстояния между ядрами
становится качественно различным в зависимости от характеристик полости. В частности,
теперь у 2Σ+

g могут возникать два минимума, соотношение между которыми может быть
существенно различным в зависимости от параметров полости, что демонстрирует полученная
в работе фазовая диаграмма. Детально исследован случай, когда структура эффективного
потенциала иона соответствует типу «mexican hat», в результате чего возникает расщепление
нижнего электронного уровня иона на основной и первый возбужденный, причем разность
энергий между ними может быть весьма малой ∼ 10−4 эВ. В последнем случае, как
и в молекуле аммиака, из нижнего уровня будет возникать эффективная двухуровневая
система, отделенная широкой энергетической щелью от колебательных и вращательных мод
иона. Более конкретно, расчет для неймановских условий, которые физически соответствуют
конфайнменту на решетке из однотипных полостей, показал, что расщепление ∼ 10−4 эВ
достигается для параметров области «невылетания» порядка нескольких aB по линейным
размерам и ∼ 10 эВ по потенциалу оболочки.

Ключевые слова: конфайнмент атомных систем, условия 3-го рода, условия Робина, ячейка Вигне-
ра–Зейтца, двухуровневая система, двойная яма.

УДК: 539.196.3. PACS: 31.15.vn.

Введение

Молекулярный ион водорода всегда являлся от-
правной точкой при исследовании свойств двухатом-
ных молекул [1–12]. В то же время развитие совре-
менных технологий активизировало теоретические
исследования атомов и молекул, помещенных в ва-
куумные микрополости [13–22]. К таким системам
относятся эндоэдральный конфайнмент атомов и мо-
лекул в фуллеренах [22, 23], удержание в углерод-
ных нанотрубках и цеолитах [24], наводороженные
металлы типа палладия и титана [25, 26]. Кроме
того, исследование атомов и молекул в полостях
с непроницаемым или частично проницаемым по-
тенциальным барьером позволяет изучать влияние
внешнего давления на свойства вещества [19, 27].
В настоящей работе рассматриваются свойства ос-
новного состояния молекулярного иона водорода
в вакуумной сферической микрополости с общими
граничными условиями «невылетания» электрона за
ее пределы и исследуется основное состояние иона
как функции параметров полости. Термин «невыле-
тание» подчеркивает, что в отличие от задач об ато-
мах и молекулах в полостях с непроницаемым потен-
циальным барьером на границе [13–17, 19–21, 23],
в общем случае удержание частицы не предполагает
обязательное исчезновение волновой функции на

границе полости. Такая ситуация реализуется в ряде
актуальных проблем квантовой химии и физики
конденсированного состояния [13, 14, 23, 28–31],
в киральных моделях удержания кварков в адро-
нах [32, 33]. В частности, неймановские условия
для волновой функции на границе полости могут
описывать не только состояние локализации внутри
полости, но и периодическое продолжение электрон-
ной волновой функции, как это происходит в модели
Вигнера–Зейтца для щелочных металлов [28]. Та-
ким образом, в упорядоченных средах с дальним по-
рядком, где микрополости могут образовывать про-
странственную подрешетку, каждая такая полость
с неймановскими граничными условиями становится
аналогом ячейки Вигнера–Зейтца.

Зависимость свойств основного состояния одно-
электронного и двухэлектронного атомов в полости
от граничных условий общего вида исследовалась
в [29–31]. В настоящей работе рассматриваются
свойства электронного терма основного состояния
молекулярного иона водорода, находящегося в сфе-
рической полости, в зависимости от параметров обо-
лочки и демонстрируется возможность «сверхтонко-
го» расщепления нижнего энергетического уровня
иона по типу «mexican hat» (или «шляпы Лиф-
шица»).

9 ВМУ. Физика. Астрономия. № 3



18 ВМУ. Серия 3. ФИЗИКА. АСТРОНОМИЯ. 2015. № 3

1. Граничные условия «невылетания» для
полости

Состояние «невылетания» частицы, находящейся
в полости Ω с границей Σ , подразумевает исчезно-
вение на границе полости нормальной компоненты
потока

nj
∣∣
Σ

= 0, (1)

где

j =
h̄

2mi
(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗). (2)

Общий вид линейного по Ψ соотношения, удовле-
творяющего (1), задается граничным условием 3-го
рода (Робина)

[(n∇) + λ(r)]Ψ(r)
∣∣
r∈Σ

= 0, (3)

где λ(r) — вещественная функция, имеющая смысл
контактного взаимодействия частицы с границей
полости. Отметим, что условие (3) не предполага-
ет исчезновения тангенциальных к поверхности Σ
компонент j . Таким образом, частица может нахо-
диться сколь угодно близко к границе с ненулевой
вероятностью.

Если контактное взаимодействие частицы с окру-
жением полости на границе Σ отсутствует, то λ= 0,
а условие (3) становится граничным условием Ней-
мана:

(n∇)Ψ(r)
∣∣
r∈Σ

= 0. (4)

Граничное условие (4) уже не означает обязательно-
го нахождения частицы внутри полости Ω , а наобо-
рот, может соответствовать ситуации, когда части-
ца является принципиально делокализованной, как
в модели щелочного металла Вигнера–Зейтца [28].
Поэтому «конфайнмент» квантовых частиц в поло-
сти с условием Неймана на границе представляет
особый интерес, так как в упорядоченных струк-
турах такие однотипные вакуумные полости могут
образовывать пространственную решетку. Если же
λ→∞ , то условие (3) превращается в граничное
условие Дирихле

Ψ(r)
∣∣
r∈Σ

= 0, (5)

при помощи которого моделируется удержание ча-
стицы непроницаемым потенциальным барьером.

2. Молекулярный ион водорода в полости
с граничным условием Робина

Рассмотрим теперь свойства основного состояния
молекулярного иона водорода, помещенного в сфе-
рически-симметричную полость радиуса R с δ -по-
тенциалом с λ= const на границе в предположении,
что центр масс протонов неподвижен и находится
в центре полости. В системе центра масс протонов
уравнение Шрёдингера (УШ) внутри полости при-
нимает вид[
− h̄2

2µ
△a −

h̄2

2m
△r −

− e2
(

1
|r− a/2|

+
1

|r + a/2|
− 1

a

)]
Ψ = EΨ. (6)

Здесь a — вектор, соединяющий ядра, m и r —
масса и радиус-вектор электрона, а µ= M/2, где

M — масса протона. Далее используем универ-
сальные единицы, где h̄ = c = 1, волновое число
и энергия выражаются в единицах массы электро-
на m , а расстояния — в единицах его комптоновской
длины 1/m .

В адиабатическом приближении волновая функ-
ция представляется в виде

Ψ = χ(a)ψ(r,a), (7)

где функция ψ(r,a) является решением УШ для
электрона в поле неподвижных ядер[

−1
2
△r −α

(
1

|r− a/2|
+

1
|r + a/2|

)]
ψ= Eelψ, (8)

а соответствующий основному состоянию электрон-
ный терм молекулярного иона водорода Emol =
= Eel +α/a .

По аналогии с [7] и с учетом аксиальной сим-
метрии для четных 2Σ+

g состояний электронная
волновая функция может быть задана в виде

ψ(r, θ) =
∑

s

√
4s + 1

u2s(r)
r

P2s(cos θ). (9)

Подставляя (9) в (8), получим бесконечный набор
связанных дифференциальных уравнений для ради-
альных функций u2k(r)

H2ku2k(r) + 4α
∑

s

B2s(r)u2s(r) = 0, k, s = 0, 1, 2, . . . ,

(10)
где

H2k =
∂2

∂r2 − 2k(2k + 1)
r2 + 2Eel, (11)

а функции B2s(r) задаются соотношением

B2s(r) =
∑

n

Q(2k, 2n, 2s)

(
r2n/(a/2)2n+2, r 6 a/2

(a/2)2n/r2n+2, r > a/2

)
.

(12)
Коэффициенты Q(k,n, s) в формуле (12) определя-
ются при помощи 3j -символов

Q(k,n, s) =
√

(2k + 1)(2s + 1)

(
k n s

0 0 0

)2

, (13)

при этом
|s− k|6 n 6 s + k. (14)

Граничное условие (3) модифицируется к виду

R u′
2k(R) + (λR− 1)u2k(R) = 0, k = 0, 1, 2, . . . . (15)

Систему (10), (15) можно решить численно при
помощи метода стрельбы с ограничением числа
гармоник. В настоящей работе стрельба произво-
дится посредством метода Рунге–Кутты–Фельберга
4-го порядка с адаптивным шагом и относительной
ошибкой 6 10−12 из центра полости и от грани-
цы полости в промежуточную точку r = a/2, где
осуществляется сшивка правого и левого решений.
А энергия электронного терма находится как нуль
функции сшивки, полученный при помощи мето-
да Ньютона c абсолютной ошибкой 6 10−3 эВ.
В настоящей работе в разделах 2 и 3 количество
гармоник при расчетах энергии электронных термов
ограничивается числом 13 (в (10), (15), (20) индекс
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k = 0, . . . , 12), что обеспечивает связанную с огра-
ничением числа гармоник систематическую ошибку
60.02 эВ и вполне достаточно для качественного ис-
следования свойств электронного терма иона, поме-
щенного в полость. В разделе 4 расчет расщепления
нижнего энергетического уровня иона ведется для
фиксированного эффективного потенциала Emol(a)
с абсолютной ошибкой 6 10−6 эВ.

При a → 0 уравнения (10) с граничными усло-
виями (15) сводятся к уравнению для атомарного
иона He+ в полости [29, 30]. В то же время для
фиксированных ненулевых значений a и R →∞
электронный терм в основном состояния молекуляр-
ного иона водорода ведет себя следующим образом.
Для каждого a найдется значение λcrit(a) такое,
что при λ > λcrit(a) электронный терм с ростом R
экспоненциально стремится к терму свободного иона
Emol(a) , который стандартными методами находится
из (8). Если же λ6 λcrit(a) , то терм степенным
образом стремится к значению Ẽmol(a) 6 Emol(a) ,
которое соответствует энергии основного состояния
электрона в сферической полости при R →∞

Ẽel(a) = −λ
2

2
. (16)

Последний вариант реализуется в случае притяже-
ния электрона контактным потенциалом с λ < 0,
когда при R →∞ электрон локализуется в окрест-
ностях границы полости, а кулоновское взаимодей-
ствие электрона с ядрами становится пренебрежимо
малым.

Поведение λcrit(a) показано на рис. 1. При a →∞
значение λcrit(a) стремится к −

√
α(α+ 2/a) . Такой

предел возникает вследствие того, что при a →∞
электрон локализуется в окрестности одного из ядер,
поэтому кулоновским взаимодействием электрона
с другим ядром можно пренебречь. В то же время
Emol(a) →−α2/2 при a →∞ . С другой стороны, при
a → 0 предельной точкой кривой λcrit(a) будет −2α ,
что соответствует результатам [29, 30] для атомар-
ного иона He+ .

Рис. 1. Поведение λcrit как функции межъядерного
расстояния a

Рис. 2 показывает, что для a = aB = 1/α при
λ = (α/2)x с x = −1, 1, 3 нижние экспоненциаль-
ные термы Emol(a,R) быстро сходятся с ростом R
к Emol(aB) ≃ −12 эВ. При этом если λ → λcrit(a) ,
то скорость приближения экспоненциальных термов
Emol(a,R) к Emol(a) с ростом R замедляется, а при
λ = λcrit(a) их асимптотическое поведение меняется

mol

Рис. 2. Поведение нижних электронных термов моле-
кулярного иона водорода как функции радиуса поло-

сти R при a = aB

с экспоненциального на степенное. С другой сто-
роны, с уменьшением R для значений λ = (α/2)x
c x = −1 и λ = λcrit(a) энергия связи системы из
электрона и неподвижных ядер в полости растет
и уже при R порядка 2aB в несколько раз превы-
шает энергию связи такой же свободной системы.

Пусть теперь при фиксированном размере поло-
сти R меняется межъядерное расстояние a . В этом
случае в зависимости от значения параметров λ и R
поведение нижнего терма молекулярного иона водо-
рода как функции a существенно различается. Рас-
четы показывают, что когда значение R < R∗ ≃ 3aB ,
кривые Emol(a,R) имеют один минимум, положение
и глубина которого зависят от значения парамет-
ра λ : чем меньше λ , тем глубже и правее лежит ми-
нимум. Такое поведение терма показано на рис. 3, a
для R = 300 и λ = (α/3)x с x = −1, 1, 3. Однако
при R > R∗ в зависимости от λ кривые Emol(a,R)
могут иметь как один, так и два минимума. Будем
называть лежащий в области меньших a минимум
основным, а лежащий в области больших a — вто-
ричным. На рис. 3, б отображено поведение нижних
термов молекулярного иона водорода как функции a
для R = 600 и λ = (α/3)x с x = −1, 1, 3, которые
ведут себя следующим образом. Сначала у кри-
вых Emol(a,R) имеется только один основной мини-
мум, который становится глубже с уменьшением λ .
Потом в дополнение к основному появляется вторич-
ный минимум меньшей глубины. При дальнейшем
уменьшении λ глубина вторичного минимума растет
быстрее глубины основного, пока основной минимум
не исчезнет, а у кривых Emol(a,R) не останется один
вторичный минимум.

Фазовая диаграмма для нижнего терма по-
казана на рис. 4. Когда для фиксированного
R > R∗ значение λ > λmain(R) , кривые Emol(a,R)
имеют только один основной минимум. При
λequal(R) < λ < λmain(R) у кривых Emol(a,R) уже
два минимума, причем основной глубже вторичного.
При λsecond(R) < λ < λequal(R) ситуация будет обрат-
ной: вторичный минимум будет глубже основного.
И, наконец, при λ 6 λsecond(R) у кривых Emol(a,R)
остается только один вторичный минимум. А для
λ = λequal(R) и основной, и вторичный минимумы
будут одинаковой глубины.
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Рис. 3. Поведение нижних электронных термов мо-
лекулярного иона водорода как функции a при

R = 300 (a) и R = 600 (б)

Рис. 4. Поведение λmain (сплошная линия), λequal
(длинный штрих) и λsecond (короткий штрих) как

функции радиуса полости R

3. Молекулярный ион водорода в полости
с пограничным слоем конечной ширины

Выше предполагалось, что электрон молекуляр-
ного иона водорода взаимодействует с окружением
полости только на ее границе Σ посредством δ -об-
разного потенциала. В более реалистичном подходе
вместо такого контактного взаимодействия следует
рассматривать потенциальную оболочку конечной
ширины d , в которую может туннелировать нахо-
дящийся в полости электрон и взаимодействовать
в ней с частицами окружения полости. В простей-
шем случае взаимодействие электрона с окруже-

нием полости в оболочке задается потенциалом,
который можно аппроксимировать константой V0 ,
т. е. предполагается, что потенциал взаимодействия
электрона с ядрами полностью экранируется. Такой
потенциал используется, в частности, при описании
удержания атомов внутри фуллеренов [23]. При
этом величина V0 должна так зависеть от ширины
оболочки d , чтобы при предельном переходе d → 0
такая потенциальная оболочка преобразовывалась
в контактное взаимодействие

V0d → h̄2

2m
λ, d → 0. (17)

В сферически-симметричном случае с постоян-
ным потенциалом оболочки граничные условия (3)
приобретают вид[

− h̄2

2m
△r +V0

]
ψ= Eelψ, R 6 r 6 X = R + d, (18)

с граничным условием Неймана на внешней поверх-
ности оболочки

∂

∂r
ψ(r)

∣∣∣∣
r=X

= 0. (19)

В такой модели взаимодействие электрона с окру-
жением полости задается уравнением (18), поэтому
в (19) отсутствует λ , а само условие Неймана
(19) уже не предполагает обязательного нахождения
электрона в пределах полости с оболочкой. Если
реальную микропустоту можно аппроксимировать
сферически-симметричными полостью с потенциаль-
ной оболочкой и неймановским граничным условием
на внешней поверхности оболочки, то для основного
состояния в кубической решетке из таких однотип-
ных заполненных пустот получим модель Вигне-
ра–Зейтца [28]. Таким примером является решетка,
сформированная из октаэдральных и тетраэдраль-
ных пустот г.ц.к. и о.ц.к. решеток ряда металлов
и сплавов [25, 26]. В этом случае полость образует
совместно с потенциальной оболочкой ячейку Виг-
нера–Зейтца, в то время как граничное условие (19)
обеспечивает периодическое продолжение волновой
функции между соседними ячейками.

Задача (18), (19) для электрона в потенциальном
шаровом слое имеет аналитическое решение и по-
этому (15) модифицируется к виду

u′
2k(R)

u2k(R)
=

1
2R

N2k

D2k
, k = 0, 1, 2, . . . , (20)

где числитель имеет вид

N2k = C1
(
I2k+1/2(γR)+γR[I2k−1/2(γR)+ I2k+3/2(γR)]

)
+

+C2
(
K2k+1/2(γR)− γR[K2k−1/2(γR) + K2k+3/2(γR)]

)
,

(21)
а знаменатель

D2k = C1I2k+1/2(γR) +C2K2k+1/2(γR). (22)

Коэффициенты в (21), (22) имеют вид

C1 = K2k−1/2(γX) + K2k+3/2(γX) +
1
γX

K2k+1/2(γX),

C2 = I2k−1/2(γX) + I2k+3/2(γX)− 1
γX

I2k+1/2(γX). (23)
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Здесь γ =
√

2(V0 −Eel) , а Iν(z) и Kν(z) — модифици-
рованные функции Бесселя первого и второго рода
соответственно.

При фиксированных значениях a нижний терм
молекулярного иона водорода в полости с потен-
циальной оболочкой конечной ширины в пределе
R →∞ ведет себя аналогично случаю с δ -образным
потенциалом на границе полости. Предельной точ-
кой экспоненциальных термов Emol(a,R) по-прежне-
му будет терм свободного иона Emol(a) , а предельная
точка степенных уровней Ẽmol(a) 6 Emol(a) опреде-
ляется из задачи об основном состоянии электрона
в потенциале

Ṽ (r) =

{
0, 0 < r < R,

V0, R 6 r < X
(24)

с условием, что R → ∞ , а потенциал притягивает
электроны V0 < 0. В соответствии с [30] предельное
значение Ẽel(a) получаем из уравнения√

2
[
|V0|+ Ẽel(a)

]
tg
(√

2
[
|V0|+ Ẽel(a)

]
d
)

=

=
√

−2Ẽel(a). (25)

Исследуем теперь поведение нижнего электрон-
ного терма молекулярного иона водорода как функ-
ции R для конкретных значений a , V0 и d .
Параметры оболочки выбираются таким образом,
чтобы они соответствовали по порядку величин мас-
штабам реальных условий микропустот, в которых
могут реализовываться такое состояние конфайн-
мента атомных систем (см. обсуждение в [29–31]).
Для V0 оптимальная характеристика общего случая
составляет ≃ 10 эВ, при этом нижний терм будет
экспоненциальным. Также для анализа представ-
ляет интерес «критическое» значение потенциала
V0 = Vcrit(a,d) , при котором происходит смена ха-
рактера асимптотического поведения нижнего терма
при R →∞ с экспоненциального на степенной. Зна-
чения Vcrit(a,d) определяются из (25) при подста-
новке Ẽel(a) = Eel(a) . Для ширин оболочки d = xaB
с x = 1/8, 1/4, 1/2, 1 и межъядерного расстояния
a = aB результаты представлены в таблице.

Значения Vcrit(a,d) для a = aB и d = xaB

x = d/aB 1/8 1/4 1/2 1

Vcrit, эВ −213.4 −120.82 −75.35 −53.84

Рис. 5, a демонстрирует поведение нижнего элек-
тронного терма молекулярного иона водорода как
функции R для a = aB , V0 = 10 эВ и ширин оболоч-
ки d = xaB с x = 1/8, 1/4, 1/2, 1. В пределе R →∞
для V0 > 0 нижние термы Emol(a,R) экспоненциаль-
но быстро сходятся к своему асимптотическому зна-
чению Emol(aB) . С другой стороны, с уменьшением R
энергия связи системы из электрона и неподвижных
ядер может расти. Для x = 1/4 энергия связи дости-
гает максимального значения в 18 эВ при R = 136,
а для x = 1/8 максимальное значение энергии связи
достигается при R = 95 и равно 34 эВ, что в ≃3 ра-
за превышает энергию связи свободной системы.

Рис. 5. Поведение нижних уровней молекулярно-
го иона водорода как функции R при a = aB

и V0 = 10 эВ (a) и V0 =Vcrit(a, d) (б) для d = xaB

Из рис. 5, б видно, что для V0 = Vcrit(a,d) разница
между асимптотическим значением Ẽmol(a) = Emol(a)
и степенными термами Emol(a,R) как функция ради-
уса полости R уменьшается существенно медленнее
аналогичной разницы в случае экспоненциальных
термов, которые достигают своего асимптотического
значения Emol(a) при размерах полости порядка
нескольких aB , как это показано на рис. 5, a.

Рассмотрим теперь изменение межъядерного
расстояния a при фиксированных значениях R
и d = aB/2. В этом случае кривые Emol(a,R) могут
иметь как один, так и два минимума в зависимости
от R и V0 . Когда R < R∗ , кривые Emol(a,R) име-
ют один минимум, положение и глубина которого
зависят уже от значения параметра V0 — с умень-
шением V0 минимум становится правее и глубже.
Такое поведение терма показано на рис. 6, a для
R = 300 и V0 = −40, −15, 10 эВ. А когда R > R∗ ,
кривые Emol(a,R) могут иметь как один, так и два
минимума в зависимости от V0 — см. рис. 6, б для
R = 600 и V0 = −40, −15, 10 эВ. Кроме того, рис. 6
показывает, что нижний терм молекулярного иона
водорода в полости с пограничным слоем ведет себя
аналогично случаю удержания в полости δ -образ-
ным потенциалом на границе.

Фазовая диаграмма для нижнего терма в по-
тенциальной оболочке приведена на рис. 7 для
d = aB/2. Когда для фиксированного R значение
V0 > Vmain(d,R) , у кривых Emol(a,R) один основ-
ной минимум. При Vequal(d,R) < V0 < Vmain(d,R)
у кривых Emol(a,R) уже два минимума, причем
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Рис. 6. Поведение нижних электронных термов мо-
лекулярного иона водорода как функции a при

R = 300 (a) и R = 600 (б) для d = aB/2

Рис. 7. Поведение Vmain (сплошная линия), Vequal
(длинный штрих) и Vsecond (короткий штрих) как

функции радиуса полости R при d = aB/2

основной минимум глубже вторичного. При
Vsecond(d,R) <V0 <Vequal(d,R) ситуация будет обрат-
ной: вторичный минимум будет глубже основного.
И, наконец, при V0 <Vsecond(d,R) у кривых Emol(a,R)
один вторичный минимум, а при V0 = Vequal(d,R)
и основной, и вторичный минимумы будут одинако-
вой глубины.

4. Туннельное расщепление нижнего уровня
иона в оболочке

Исследуем теперь относительное движение про-
тонов молекулярного иона водорода, предполагая,
что их центр масс расположен в центре сфериче-

ски-симметричной полости с потенциальной оболоч-
кой, а электронный терм иона соответствует основ-
ному состоянию. В нулевом приближении [34] такую
задачу можно свести к задаче о движении частицы
с массой µ в эффективном потенциале U (a) . Если
считать, что χ(a) = ϕ(a)/a , то (6) в терминах уни-
версальных единиц приобретает вид

1
k
ϕ′′(a) + [E0 −U (a)]ϕ(a) = 0, (26)

где k = M/m ≃ 1836, а E0 — энергия основного
состояния молекулярного иона водорода.

Наибольший интерес представляет случай, когда
в качестве эффективного потенциала U (a) в (26)
выступает электронный терм молекулярного иона
водорода Emol(a) с двумя минимумами. Для этого
необходимо, чтобы потенциал в пограничном слое
удовлетворял условию Vsecond(d,R) < V0 < Vmain(d,R)
и R > R∗ . В качестве примера на рис. 8 изоб-
ражен Emol(a) при параметрах пограничного слоя
V0 = Vequal(d,R) и d = aB/2 для R = 500. Отметим,
что в силу радиальности задачи (10)–(14), (20) ямы
эффективного потенциала Emol(a) не будут равно-
ценными. Далее предполагается, что энергия основ-
ного состояния E0 существенно меньше высоты по-
тенциального барьера, поэтому область классически
разрешенного движения частицы состоит из двух
интервалов aLL < a < aL и aR < a < aRR , а между
aL и aR находится потенциальный барьер, центр
которого aC можно определить через туннельное
действие

aC∫
aL

p(x)dx =

aR∫
aC

p(x)dx, (27)

где p(x) =
√

Emol(x)−E0 .

Рис. 8. Поведение Emol(a) (сплошная линия) в случае
V0 =Vequal(d,R) при R = 500 и d = aB/2

Определим вероятность обнаружить частицу
с приведенной массой в одной из ям следующим
образом. Пусть точки a1,2 удовлетворяют условию

aL < a1 < aC < a2 < aR. (28)
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Тогда определим гладкие функции eL,R > 0 таким
образом, чтобы для энергии E0 потенциалы

EL
mol(x) =

{
Emol(x), x < a2,

eL(x) + E0, x > a2,

ER
mol(x) =

{
eR(x) + E0, x < a1,

Emol(x), x > a1

(29)

и соответствующие им операторы Шрёдингера

Hi = −1
k

d2

da2 + Ei
mol(a), i = L,R, (30)

были одноямными: если нижние уровни EL,R опе-
раторов HL,R близки к E0 , то соответствующие
волновые функции ϕL,R в области a1 < a < a2
экспоненциально убывают. Тогда при условии
a1 < a′

1 < aC < a′
2 < a2 вводим следующие функции

выборки (sampling functions):

fL(x) =

{
1, x 6 a′

2,

0, x > a2,
fR(x) =

{
0, x 6 a1,

1, x > a′
1,

(31)

такие, что fL,Rϕ с экспоненциальной точностью
являются собственными функциями HL,R [35], где
ϕ — соответствующая E0 нормированная волновая
функция двухъямного оператора Шрёдингера. Веро-
ятность нахождения частицы с приведенной массой
в левой яме PL определяется как

PL =

aC∫
0

|fLϕ|2 da +

a2∫
aC

|fLϕ|2 da ≃
aC∫
0

|fLϕ|2 da =
1

1 + µ2 ,

(32)
поскольку интеграл в области aC < a < a2 экспонен-
циально мал. Аналогично определяется вероятность
нахождения в правой яме

PR ≃ µ2

1 + µ2 . (33)

Численный анализ показывает, что при R > R∗

всегда существует такое значение потенциала в обо-
лочке V0 , что µ2 = PR/PL ≃ 1. Тогда EL и ER с экспо-
ненциальной по отношению к туннельному действию
точностью близки друг к другу [35, 36] и возника-
ет эффект квазивырождения нижнего уровня иона.
В этом случае справедливы следующие асимптоти-
ческие формулы для двух нижних уровней двухъям-
ного оператора Шрёдингера:

E1,2 =
[
EL+ER

2
∓ 1

2

√
δ2+(EL−ER)2

](
1+O

(
1
/√

k
))

,

(34)
где характерный масштаб экспоненциальной мало-
сти туннельных эффектов в двухъямном потенциале
δ определяется выражением [35, 36]

δ=
√
ωLωR

π
√

k
exp

−
√

k

aR∫
aL

p dx

(1 +O
(
1
/√

k
))

, (35)

а ωL,R — частоты классического периодического
движения частицы с половиной единичной массы
в левой и правой ямах.

Соответствующие волновые функции являются
линейными комбинациями ϕL,R следующего вида:

ϕ1 = ϕL + µϕR, ϕ2 = µϕL − ϕR. (36)

В частности, в полости с R = 500 и шириной
слоя aB/2 при V0 = −14.58 эВ параметр µ = 0.35.
При этом глубина левой ямы −16.6261, правой ямы
−16.6 эВ и максимум барьера −16.2639 эВ, нижние
уровни E1 = −16.52181 и E2 = −16.52178 эВ, а их
расщепление |E1 −E2| = 0.00003 эВ и имеет тот же
порядок величины, что у нижнего уровня молекулы
аммиака.

Если же µ ≪ 1 или µ ≫ 1, то эффект квази-
вырождения отсутствует [35], а ϕ1,2 в первом при-
ближении аппроксимируются ϕL или ϕR . Отметим
также, что если глубины ям одинаковые, то квази-
вырождения нижнего уровня может и не быть в силу
неравноценности левой и правой ям в радиальной
задаче. Например, если в потенциальной оболочке
шириной aB/2 действует потенциал V0 =Vequal(d,R) ,
то при увеличении радиуса полости параметр µ
быстро растет от 1.99 при R = 450 до 369.9 при
R = 500. Поэтому в данном случае эффект квазивы-
рождения будет наблюдаться только в сравнительно
небольшой окрестности R = 450± 10.

Заключение

Таким образом, для иона H+
2 еще в большей

степени, чем для атома, перестройка нижних энер-
гетических уровней спектра при наличии гранич-
ных условий «невылетания» из заданного простран-
ственного объема (вакуумной полости) оказывает-
ся существенно более значимой по сравнению со
случаем простого запирания потенциальным барье-
ром. В зависимости от параметров полости энергия
связи нижнего состояния H+

2 может значительно
превышать энергию связи соответствующей свобод-
ной системы. Кроме того, при заданном размере
полости R поведение электронного терма иона как
функции расстояния между ядрами a может быть
качественно различным в зависимости от характери-
стик границы полости. В частности, у электронного
терма могут быть два минимума, что в свою оче-
редь создает при определенных параметрах полости
возможность квазивырождения нижнего энергетиче-
ского уровня иона в полости, т. е. возникновения
двухуровневой системы, отделенной от колебатель-
ных и вращательных мод широкой энергетической
щелью. А поскольку неймановские граничные усло-
вия (19) всегда можно рассматривать и как усло-
вие периодического продолжения волновой функции
между соседними полостями, как это происходит
при описании металлической связи в модели Вигне-
ра–Зейтца [28], то такие свойства будут проявляться
в пространственной решетке, собранной из запол-
ненных ионами H+

2 полостей с соответствующими
параметрами.

Следует отметить, что такой эффект квазивырож-
дения нижнего уровня определяется прежде всего
глобальной структурой эффективного потенциала
иона по типу «двойного колодца». Поэтому при
настолько малых возмущениях параметров системы
(отклонение центра масс иона от центра полости,
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малая несферичность полости и т. д.), которые будут
лишь возмущать эффективный потенциал, сохра-
няя его глобальную структуру «двойного колодца»,
расщепление нижнего уровня будет сохранять сте-
пень малости, и тем самым эффект трансмутации
нижнего уровня в двухуровневую систему будет
сохраняться.

С другой стороны, при не малых возмущениях
параметров системы структура нижних электронных
уровней иона будет заметно отличаться от рассмот-
ренной в нашей работе, что требует дополнитель-
ного и достаточно сложного численного анализа
в каждом конкретном случае. В частности, уже
само появление второго энергетического минимума
в электронном терме указывает, что при соответ-
ствующих параметрах полости возможна ситуация,
когда энергетически наиболее выгодной будет лока-
лизация электронной ВФ в некотором секторе у края
полости со смещением центра масс иона в этом
направлении. Проведенные расчеты показывают, что
такая ситуация действительно возможна, но при
этом возникает целый ряд новых эффектов, и поэто-
му соответствующие результаты будут представлены
в отдельной работе.
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H+
2 in a lattice of cavities: ammonia-like splitting of the lowest level
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State University, Moscow 119991, Russia.
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It is shown that reconstruction of the low-lying energy levels of the H+
2 ion under conditions of confinement

in a given spatial volume is substantially more significant as compared to the confinement by simple potential
barrier. Depending on the cavity parameters, the ground-state binding energy of H+

2 could be significantly
greater than that of the free ion, while the behavior of the lowest molecular term 2Σ+

g of the ion turns out
to be quite different when considered as a function of the internuclear distance. In particular, two minima
might occur in 2Σ+

g , while the relationship between them could be sufficiently different depending on the
cavity parameters, which is shown on the phase diagram that was obtained in the work. We studied the case
of a “mexican hat” structure of the effective ion potential in detail. As a result, the lowest electronic level
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of ion splits into the ground state level and the first excited one, with difference between them being as
small as ∼ 10˘4 eV. As in the NH3 molecule, in the last case the lowest level gives rise to an effective
two-level system that is separated from the vibrational and rotational modes by a wide energy gap. More
concretely, calculation using the Neumann conditions that actually reproduce the confinement on a lattice of
similar cavities shows that the splitting of ∼ 10˘4 eV occurs for the linear sizes of the confinement area of
the order of some aB and a shell potential magnitude of ∼ 10 eV.

Keywords: confinement of atomic systems, boundary condition of third kind, Robin boundary condition,
Wigner–Seitz cell, two-level system, double-well potential.
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