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В рамках модифицированной модели Гросса–Невё рассмотрено влияние магнитного поля,
температуры и химического потенциала на фазовую структуру системы в (2+1)-мерном про-
странстве-времени с одним компактифицированным пространственным измерением (цилиндр).
Рассмотрен эффект Зеемана, индуцированный внешним магнитным полем, параллельным
оси цилиндра. Построены графики намагниченности системы, создаваемой за счет эффекта
Зеемана. Указана возможность обобщения полученных результатов на углеродные нанотрубки.
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Введение

Модель Гросса–Невё (ГН) [1, 2] — одна из про-
стейших, но в то же время крайне эффективных мо-
делей четырехфермионного взаимодействия, которая
будет рассматриваться в настоящей работе. С одной
стороны, модель ГН нашла свое применение в ка-
честве простой модели, демонстрирующей эффек-
ты стандартной модели, такие как асимптотическая
свобода, спонтанное нарушение симметрии и т. д.
С другой стороны, известно, что многие результаты,
полученные в модели ГН, могут быть использованы
в физике конденсированного состояния вещества.
Так, лагранжиан, подобный (1+1)-мерной модели
ГН, возникает при рассмотрении одномерных поли-
меров (таких как полиацетилен [3, 4]), а лагран-
жиан, подобный (2+1)-мерной модели ГН, возника-
ет при рассмотрении двумерных полимеров (таких
как графен — см., например, [5]). Таким образом,
особый интерес представляет рассмотрение модели
ГН, используемой для описания подобных систем,
находящейся под влиянием таких параметров, как
температура, химический потенциал и внешние поля
[5–9].

Если число измерений D = d + 1 больше, чем
D = 1 + 1 (d > 1), то модель ГН является непере-
нормируемой в рамках стандартной теории возмуще-
ний. Однако было показано, что трехмерная модель
Гросса–Невё может быть перенормирована с исполь-
зованием непертурбативного метода 1/N -разложе-
ния [10].

В настоящей работе модель ГН исследуется
в (2+1)-мерном пространстве-времени с одним ком-
пактифицированным пространственным измерением
(цилиндр). Такая модель в физике конденсирован-
ного состояния вещества могла бы описывать поли-
мерные трубки (такие, как углеродные нанотрубки,
которые могут быть рассмотрены как трубки графе-
на). Рассматриваемый цилиндр будет вложен в обыч-
ное плоское четырехмерное пространство-время, при
этом будет учитываться воздействие внешнего маг-
нитного поля, направленного вдоль оси цилиндра на
спин электронов (эффект Зеемана), и обусловленная

этим явлением намагниченность. Следует отметить,
что в теориях, связанных с графеном, несмотря на
введение уравнения Дирака для четырехкомпонент-
ных фермионов (см. дальнейшие определения), их
компоненты не связаны с реальным спином [11].
По этой причине при введении эффекта Зеемана
реальный спин будет рассматриваться как дополни-
тельное квантовое число (см. раздел 4), так же как
это сделано, например, в работе [5] для плоского
пространства.

В настоящей работе не будет рассматривать-
ся вызываемый магнитным полем эффект Ааро-
нова–Бома, влияние которого без учета эффекта
Зеемана рассматривалось, в частности, в работах
[8, 9, 12]. Одновременный учет эффектов Зеемана
и Ааронова–Бома является предметом последующих
публикаций.

1. Эффективный потенциал плоской трехмерной
модели Гросса–Невё

Действие модели Гросса–Невё в плоском про-
странстве записывается в виде [1]

S =
∫

d3x

 N∑
a=1

ψaıγµ∂µψa +
G
2

(
N∑

a=1

ψaψa

)2
 , (1)

где N — число ароматов фермионов, а γ -матрицы
определяются приводимым представлением:

γ0 =

(
0 I2
I2 0

)
, γ1 =

(
0 −σ1

σ1 0

)
, γ2 =

(
0 −σ2

σ2 0

)
,

(2)
где σi — матрицы Паули, а матрица I2 — единичная
матрица размера 2× 2. В теориях, описывающих
явления в графене, такое или схожие представления
γ -матриц возникают естественным образом [13] при
записи уравнения Гамильтона для квазичастиц, чем
и обусловлен выбор этого представления в настоя-
щей работе. При этом в теориях, связанных с гра-
феном, N приобретает смысл числа спиновых со-
стояний квазичастиц, а четыре компоненты ферми-
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она ψ не связаны с реальным спином [11], по этой
причине в дальнейшем при расчете эффектов вза-
имодействия спина фермионов с магнитным полем
различные спиновые состояния будут введены путем
добавления нового квантового числа [5]. Киральная
матрица γ5 определяется стандартным образом:

γ5 =

(
I2 0

0 −I2

)
. (3)

Вводя вспомогательное поле σ(x) = G
Nψ(x)ψ(x)

и используя преобразование Стратоновича–Хаббар-
да [14], можно привести действие к виду

S =
∫

d3x
[
ψıγµDµψ+ψψσ+

N
2G

σ2
]
. (4)

При этом производящий функционал

Z =
∫

DψDψ exp
(
iS
[
ψ,ψ

])
= exp(−NVVeff),

где V — объем пространства-времени, c использова-
нием приближения среднего поля σ(x) = const(x) =
= σ , являющегося ведущим порядком 1/N -разложе-
ния [15], позволяет определить эффективный потен-
циал Veff :

Veff =
σ2

2G
− 2

∫
d3p ln

[
p2 + σ2] . (5)

2. Трехмерная модель Гросса–Невё на цилиндре

Рассмотрим цилиндр как (2+1)-мерную брану
(с одним компактифицированным пространственным
измерением), погруженную в плоское (3+1)-мер-
ное пространство-время («балк»). Фермионы на
бране подвергаются воздействию магнитного по-
ля H = H0ez постоянного и однородного во всем
(3+1)-мерном балке. Здесь и далее в балке ис-
пользуются декартовы (x, y, z) и цилиндрические
(ρ,ϕ, z) координаты, а на цилиндре — декартовы
координаты (x1, x2) , при этом компактифицирован-
ное измерение соответствует координате x2 . Пусть
радиус цилиндра равняется R , а координатная
ось z плоского (3+1)-мерного пространства совпа-
дает с осью цилиндра: e1 = ez , e2 = eϕ . Векторный
потенциал электромагнитного поля в балке записы-
вается в виде A = ρ

2eϕ , что приводит к потенциалу
A = R

2 e2 на цилиндре. Такой потенциал должен быть
включен в ковариантную производную и приводит
к возникновению эффекта Ааронова–Бома, одна-
ко в настоящей работе влияние данного эффекта
рассматриваться не будет (в зависимости от гео-
метрических параметров цилиндра и эффективных
характеристик фермионов такое допущение может
быть оправданным; в частности, магнитный поток
через сечение цилиндра пропорционален квадрату
радиуса цилиндра, и при достаточно малом радиу-
се даже значительные магнитные поля не создают
существенного магнитного потока).

При указанном способе компактификации мы мо-
жем рассмотреть нетривиальные граничные условия
с произвольной фазой α , что может быть записано
как

ψ(x0, x1, x2 + L) = e2πiαψ(x0, x1, x2). (6)

В частности, α = 0 соответствует периодическим
граничным условиям, а α = 1/2 — антипериоди-
ческим. Фактически, если разложить ψ(x0, x1, x2)
в ряд Фурье по x2 , условие (6) означает, что
ψ(x0, x1, x2) =

∑
n e2πix2(n+α)/L ψn → ψ(x0, x1, x2 + L) =

=
∑

n e2πix2(n+α)/L ei2π(n+α) ψn(x0, x1) = ψ(x0, x1, x2)e2πiα .
В приложении к физике полимеров фаза α
характеризует различные способы сворачивания
листа полимера в трубку, приводящие к различным
свойствам получающихся трубок; так, в частности,
«металлическим» углеродным нанотрубкам соот-
ветствует α = 0, а «полупроводниковому» случаю
соответствует α= ±1/3 [18]).

Рассмотрение модели при конечной температуре
предполагает также компактификацию временно́го
измерения; таким образом, вводя разложение Фурье
также и по компактифицированному пространствен-
ному измерению, мы можем записать эффективный
потенциал в виде

Veff =
σ2

2G
− 2

∫
dp1

2π
1
β

+∞∑
l=−∞

1
L
×

×
+∞∑

n=−∞
ln

[(
2π
β

)2

(l+1/2)2 +
(
2π
L

)2

(n+α)2+p2
1+σ

2

]
,

(7)

где мы использовали обозначения pµ = (p0, p1, p2) ,
L = 2πR (длина окружности компактифицированно-
го измерения), p2,n =

(
2π
L

)
(n + α) и учли конечную

температуру T = 1/β путем использования техни-
ки разложения по мацубаровским частотам [16]
p0,l = ωl = (2π/β) (l + 1/2) (l = 0,±1,±2, . . .) .

Известно, что углеродные нанотрубки, проявля-
ющие «металлические» свойства, для которых вы-
полняются периодические граничные условия α= 0,
достаточно устойчивы к нарушениям кристаличе-
ской решетки и сохраняют свои «металлические»
свойства даже в экстремальных условиях [17]. По
этой причине в дальнейшем мы будем рассматривать
только случай α= 0, однако большая часть резуль-
татов может быть обобщена и на случай α ̸= 0.

Следует также отметить некоторые формаль-
ные свойства эффективного потенциала (7): эффек-
тивный потенциал является четной функцией α ,
кроме того, он периодичен по α с периодом 1,
что позволяет ограничить исследуемую область ин-
тервалом α ∈ [0, 1/2] , и далее с учетом свойств
четности и периодичности возможно получить
значение эффективного потенциала для любого
действительного значения α , используя формулы
Veff(α, . . .) =Veff(1+α, . . .) и Veff(α, . . .) =Veff(−α, . . .) .

Далее после добавления химического потенциа-
ла µ в эффективный потенциал (7) (способы вве-
дения химического потенциала подробно изложены,
например, в [16]) и в предположении α= 0, которое
обсуждалось выше, эффективный потенциал может
быть записан в виде

Veff(σ,α,T ,µ) =
σ2

2G
− 2
βL

∞∑
l=−∞

∞∑
n=−∞

∫
dp1

2π
×
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× ln

[(
2π
β

(
l +

1
2

)
− iµ

)2

+
(

2πn
L

)2

+ p2
1 + σ2

]
.

(8)

3. Фазовая структура модели с учетом
химического потенциала и температуры

После выделения в (8) слагаемого, не зависящего
от σ , эффективный потенциал может быть перепи-
сан в виде

Veff =
σ2

2G
− 2
βL

∞∑
l=−∞

∞∑
n=−∞

∫
dp1

2π
×

× ln

[
1 +

σ2

( 2π
β (l + 1

2 )− iµ)2 + ( 2π
L )2(n +φ)2 + p2

1

]
.

(9)

С использованием формулы

∞∑
l=−∞

ln
(

1 +
b2

(l +α)2 + a2

)
=

=
∞∑

n=−∞

(
ln
(
(l +α)2 + a2 + b2)− ln

(
(l +α)2 + a2))=

=
∫∞

−∞
dτ ln

(
1 +

b2

τ2 + a2

)
+

+ ln
1− 2 cos(2πα)e−2π

√
a2+b2 + e−4π

√
a2+b2

1− 2 cos(2πα)e−2π
√

a2 + e−4π
√

a2
, (10)

которая может быть найдена, например, в [19], после
ряда упрощений эффективный потенциал переписы-
вается как

Veff =V(0) +V(L) +V(µT ), (11)

где

V(0) =
σ2

2G
− 2

∫
d3p

(2π)3
ln
(
p2 + σ2)=

1
π

(
σ3

3
− σ2σ0

2

)
,

(12)

V(L) =
2
πL3

∞∑
n=1

e−Lσn

n3 +
2σ
πL2

∞∑
n=1

e−Lσn

n2 =

= 2
(

1
πL3 Li3

(
e−Lσ)+

σ

πL2 Li2
(
e−Lσ)) , (13)

V(µT ) = − 2
βL

∞∑
n=−∞

∫
dp1

2π
×

× ln
(
1 + 2 ch(βµ) exp(−βEn,p1) exp(−2βEn,p1)

)
−

− 2
βL

∞∑
n=−∞

∫
dp1

2π
×

×
[
ln
(
1 + e−β(E

+
n,p1

)
)

+ ln
(
1 + e−β(E

−
n,p1

)
)]

, (14)

где Li — специальные функции — полилогариф-

мы [20], En,p1 =
√

p2
1 + ( 2πn

L )2 + σ2 и E±
n,p1

= En,p1 ±
± µ , а также введены обозначения σ0 = π/|g| ,
g = 1/G−π/Λ < 0, где параметр обрезания импульса
в плоской модели Λ (достаточно подробно проце-
дура перенормировки модели изложена, например,

в [21]) характеризует границы области применимо-
сти модели, поскольку в рамках теории возмущений
трехмерная модель Гросса–Невё является непере-
нормируемой. Величина σ0 является равновесным
значением конденсата σ при отсутствии темпера-
туры, компактификации и внешних полей [2]. При
построении графиков будет использоваться харак-
терный масштаб температур βc = 1/Tc = 2|g| ln 2/π ,
соответствующий температуре, при которой восста-
навливается симметрия в плоской модели без внеш-
них полей, а также совпадающий с ним в системе
единиц h̄ = c = 1 масштаб длины для окружности
компактифицированного измерения Lc = βc .

Дальнейшие расчеты и построение графиков про-
изводились численно. График на рис. 1 демонстриру-
ет фазовую структуру модели в плоскости (T ,µ) для
L = 1.2Lc . Фазовая структура схожа со структурой,
полученной в [22] для двумерной модели Гросса–Не-
вё, что может быть интерпретировано как прояв-
ление размерной редукции из асимметричной фазы
трехмерной модели Гросса–Невё, существующей при
достаточно низкой температуре и α= 0 [2].

I

I

II

III IV

II

III

IV

Рис. 1. Фазовая диаграмма модели с учетом темпера-
туры и химического потенциала при L = 1.2Lc

Области I и III на рисунке соответствуют фазе
нарушенной симметрии, для которой σ ̸= 0, разли-
чие этих областей заключается в том, что в об-
ласти I существует только один минимум эффек-
тивного потенциала Veff , являющийся нетривиаль-
ным σ ̸= 0, в области III, однако существует два
минимума — глобальный минимум σ ̸= 0 и локаль-
ный минимум при σ= 0. Области II и IV явля-
ются областями с ненарушенной симметрией, при
этом в области II существует только тривиальный
минимум σ= 0, в то время как в области IV
присутствует также второй, нетривиальный мини-
мум σ ̸= 0, являющийся, однако, только локальным.
Как следствие линия BE является кривой фазо-
вого перехода первого рода, а линия AB — кри-
вой фазового перехода второго рода (это различие
будет наглядно продемонстрировано в разделе 4).
Линии BD и BC не являются кривыми фазовых
переходов, а соответствуют линиям, при пересече-
нии которых появляется либо исчезает локальный
минимум.
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4. Магнитные свойства модели

Как указывалось выше, при рассмотрении эф-
фектов взаимодействия описываемой системы с маг-
нитным полем мы введем дополнительное квантовое
число, соответствующее проекции спина фермионов
на направление магнитного поля. Причиной такого
подхода является связь модели с теориями, описыва-
ющими явления в графене, где четыре компоненты
спинора ψ не описывают реального спина частиц,
а конденсат σ является следствием нарушения кри-
сталлической решетки и не связан с четырехфер-
мионным взаимодействием. При этом, однако, эф-
фективный потенциал таких теорий совпадает или
частично совпадает (при добавлении дополнитель-
ных конденсатов) с (11)–(14) (см., например, [5]).
Таким образом, для рассмотрения эффекта Зеемана
в эффективный потенциал следует добавить стан-
дартный член, по форме совпадающий с химиче-
ским потенциалом, но зависящий от направления
проекции реального спина частиц на направление
магнитного поля:

Veff =
σ2

2G
− 1
βL

∑
s=↑,↓

∞∑
l=−∞

∞∑
n=−∞

∫
dp1

2π
×

× ln

[(
2π
β

(
l+

1
2

)
−iµs

)2

+
(

2πn
L

)2

+p2
1+σ

2

]
, (15)

где введены обозначения µ↑ = µ + δµ = µ + gL
2 µBH ,

µ↓ = µ − δµ = µ − gL
2 µBH , в которых µB = e/2m —

магнетон Бора и gL — эффективный множитель
Ланде.

По аналогии с формулой (14) для учета эффекта
Зеемана требуется заменить V(µT ) на

VZ
(µT ) = − 1

βL

∑
s=↑,↓

∞∑
n=−∞

∫
dp1

2π
ln
(
1 + 2 ch(βµs)×

× exp(−βEn,p1) + exp(−2βEn,p1)
)
=

= − 1
βL

∞∑
n=−∞

∫
dp1

2π

[
ln
(
1 + e−β(En,p1)

+

↑

)
+

+ ln
(

1 + e−β(En,p1)
−
↑

)
+ ln

(
1 + e−β(En,p1)

+

↓

)
+

+ ln
(

1 + e−β(En,p1)
−
↓

)]
, (16)

где (En,p1)
±
↓↑ = En,p1 ± µ↓↑ . Из этой формулы можно

сделать вывод, что значение эффективного потен-
циала остается неизменным при замене µ ↔ δµ ,
а следовательно, фазовая структура, полученная
в разделе 3 на плоскости (T ,µ) , совпадает с фазовой
структурой в плоскости (T , δµ) при µ= 0.

Рассмотрим намагниченность, обусловленную
взаимодействием фермионов с внешним магнитным
полем за счет эффект Зеемана. В общем случае
намагниченность определяется как частная произ-
водная эффективного потенциала:

M = −∂Veff

∂H
.

Для рассматриваемой модели это означает

M = −∂Veff

∂H
= −∂Veff(σ,β,L,µ, δµ)

∂H
= −∂Veff

∂δµ

∂δµ

∂H
.

(17)
Согласно данному выше определению,

∂δµ

∂H
=

gLµB

2
. (18)

Можно ожидать, что эффект Зеемана должен
повлиять на восстановление киральной симметрии
модели при характерном значении δµ∼ σ0 , где σ0 —
опреденный выше конденсат в плоской модели без
внешних полей. Магнитное поле Hµ , создающее
соответствующее значение δµ , может быть оценено
как

δµ∼ σ0 ∼ π/g, (19)

Hµ ∼
2σ0

gLµB
. (20)

Формулы (12), (13), (16) позволяют рассчитать
намагниченность, вызываемую эффектом Зеемана.
Легко видеть, что из всех слагаемых, входящих
в Veff , только VZ

(µT ) содержит зависимость от δµ . Для
еще большего упрощения возможно отдельно прове-
сти вычисления для слагаемых VZ

(µT ) , соответству-
ющих s =↑ и s =↓ , таким образом предварительно
вычислив концентрацию частиц с различными на-
правлениями спина:

ns =
∂V(µT )

∂µs

∣∣∣∣
σ=σeq

=

=
1
L

∞∑
n=−∞

∫
dp1

2π

(
sh(βµs)

ch(βµs) + ch(βEn,p1)

)∣∣∣∣∣
σ=σeq

, (21)

где производные берутся в точке стабильного
минимума σeq , для которой ∂Veff/∂σ|σ=σeq

= 0

и ∂2Veff/∂σ2
∣∣
σ=σeq

> 0.
Намагниченность и магнитная восприимчивость

могут быть определены как

M = µB(n↑ − n↓), χ=
∂M
∂H

, (22)

где формула для намагниченности фактически сов-
падает с (17), но использует промежуточный резуль-
тат (21).

График на рис. 2 демонстрирует зависимость на-
магниченности, вызванной эффектом Зеемана, от ве-
личины магнитного поля при L = 0.7Lc < Lc , µ= 0.
На данном графике хорошо видно, что фазовый
переход между кирально симметричной и несиммет-
ричной фазами является переходом первого рода,
если в симметричной фазе сохраняется локальный
нетривиальный минимум (переход из области III
в область IV и обратно на рис. 1), и, напротив, пе-
реходом второго рода, если нетривиальный минимум
исчезает при фазовом переходе (переход из области I
в область II и обратно на рис. 1). При T = 1

3Tc
с ростом магнитного поля график пересекает кривую
фазового перехода первого рода (BE на рис. 1), при
T = 4

5Tc — кривую фазового перехода второго рода
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Рис. 2. Намагниченность системы M как функция
магнитного поля H при различных температурах:
T = 1

3Tc (штриховая кривая), T = 4
5Tc (сплошная

кривая), T = 3
2Tc (точечная кривая)

(AB на рис. 1), а при T = 3
2Tc кривые фазовых

переходов не пересекаются, поскольку симметрия
оказывается восстановлена даже при H = 0.

Заключение

В настоящей работе исследована роль эффекта
Зеемана, вызванного внешним магнитным полем,
и химического потенциала в модели Гросса–Невё
в (2+1)-мерном пространстве-времени с одним ком-
пактифицированным пространственным измерением
(цилиндр) с периодическими граничными условиями
при конечной температуре. Получены явные выраже-
ния для эффективного потенциала (11)–(13), (16).

Построена фазовая диаграмма модели с учетом
конечной температуры и химического потенциала
(рис. 1), совпадающая также с фазовой диаграм-
мой модели с учетом эффекта Зеемана при нуле-
вом химическом потенциале. Построенная диаграм-
ма принципиально совпадает с фазовой диаграммой
двумерной модели Гросса–Невё [22], что является
проявлением размерной редукции в трехмерной мо-
дели Гросса–Невё с компактификацией при перио-
дических граничных условиях [2].

Получены формулы (21, 22) для расчета на-
магниченности, индуцированной эффектом Зеемана,
вызванным магнитным полем, параллельным оси
цилиндра. Построены графики зависимости намаг-
ниченности от приложенного магнитного поля при

различных температурах (рис. 2). Показано, что род
фазовых переходов, возникающих при приложении
магнитного поля, соответствует результатам, ожида-
емым из фазовой диаграммы модели.

Авторы искренне благодарят Д. Эберта за под-
держку работы и многочисленные советы, а также
участников научного семинара кафедры теоретиче-
ской физики физического факультета МГУ за об-
суждение работы и полезные замечания.
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The Zeeman effect in a modified Gross–Neveu model in (2+1)-dimensional space–time
with compactification
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The influence of the magnetic field, temperature, and chemical potential on the phase structure of a system
in (2+1)-dimensional space–time with one compactified spatial dimension (cylinder) was studied in the
framework of the modified Gross–Neveu model. The Zeeman effect that is induced by an external magnetic
field parallel to the cylinder axis is considered. The system magnetization that is created due to the Zeeman
effect was plotted. The possible generalization of these results to carbon nanotubes is noted.
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