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Определена частота акустического излучения цилиндрического вихря в воздухе. Расчеты
выполнены на основе уравнений Навье–Стокса с использованием разложения искомых функ-
ций в ряд по степеням малого параметра, характеризующего начальную завихренность. В итоге
получена неоднородная система параболических дифференциальных уравнений с постоянными
коэффициентами. Начальный радиус вихря изменяется в широком диапазоне. Рассмотрено
плоское течение. В отличие от имеющихся в литературе результатов показано, что при малой
величине завихренности частота акустического излучения зависит только от геометрического
размера (начального радиуса) вихря.
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Введение

Как известно, вихревые структуры при опре-
деленных условиях становятся источниками звука.
Общие вопросы генерации звука вихревыми струк-
турами рассмотрены в работах [1, 2]. Акустическое
излучение системы двух вихревых колец исследо-
вано в работе [3], системы четырех цилиндриче-
ских вихрей — в работе [4]. Влияние вихревых
структур на свойства турбулентного течения под-
тверждено многочисленными экспериментами [5–8].
Анализу энергии возмущений вихревых течений
в связи с проблемой устойчивости посвящены ра-
боты [9–13]. По мнению ряда исследователей, свой-
ства турбулентного течения могут быть описаны на
основе уравнений Навье–Стокса без привлечения
дополнительных гипотез [14–15].

Концепция турбулентности, предложенная
Хопфом и Ландау, состоит в следующем [14]. Ре-
шения уравнений Навье–Стокса существуют, и при
больших t они становятся квазипериодическими.
Иными словами, с течением времени в решении воз-
никает все больше и больше вторичных осцилляций,
так что выражение для скорости в конечном итоге
принимает вид v = f (ω1t, ...,ωnt) , где отношения
частот иррациональны. При больших n решение
становится настолько сложным, что может описать
хаотическое движение жидкости (газа).

Следует также упомянуть, что в численных мо-
делях LES (Large Eddy Simulation — моделирование
с помощью крупных вихрей) турбулентность мо-
делируется совокупностью крупномасштабных вих-
рей [16]. В этой связи изучение динамики отдельных
вихрей и характеристик их акустического излучения
представляет определенный интерес.

Частота акустического излучения вихревого
кольца в невязкой несжимаемой и слабо сжимаемой
жидкости определена в работах [17, 18], в вязком
теплопроводном газе — в работе [19]. Что каса-
ется частоты акустического излучения одиночного

цилиндрического вихря, то она найдена только для
случая невязкой жидкости [20, 21]. Поэтому пред-
ставляется уместным выполнить соответствующее
исследование для цилиндрического вихря в вязком
теплопроводном газе.

1. Постановка задачи

1.1. Исходные уравнения

Целью работы является определение частоты
акустического излучения одиночного цилиндриче-
ского вихря в вязком теплопроводном газе (воздухе).
Ось вихря неподвижна относительно газа на беско-
нечности.

Используется следующая система уравнений, за-
писанная в безразмерном виде:
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(1)

Ω = rot v, w = − ln ρ, s = div v, h = lnT ,
ν = µ/ρ, η = λ/ρ, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3.

Здесь ρ,T , v — плотность, температура и скорость,
соответственно; µ,λ, ν — вязкость, теплопровод-
ность и кинематическая вязкость соответственно;
∆ — оператор Лапласа; Pr — число Прандтля;
γ — показатель адиабаты; f1i, f2, f3 — нелинейные
члены (относительно первых производных); ξijk —
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антисимметричный единичный тензор. Полный вид
системы (1) представлен в приложении.

В системе (1) первое (так называемое уравнение
Гельмгольца) и третье уравнения получены путем
применения к уравнению движения операторов rot
и div соответственно, второе уравнение есть урав-
нение непрерывности, четвертое — это уравнение
энергии. Иначе говоря, уравнение движения для
вектора скорости заменено двумя уравнениями: од-
но — для rot v , другое — для div v . Процедура
определения вектора по его ротору и дивергенции
изложена в монографии Н.Е. Кочина [22].

В пространственном случае имеем

v(x, t) =
1
4π

(
rot

∫
Ω(ξ, t)
|x− ξ|

dξ− grad
∫

s(ξ, t)
|x− ξ|

dξ
)

.

В плоском случае компоненты скорости равны
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1
2π

(
∂
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∫
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− ∂
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)
,
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1
2π

(
∂
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∂
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)
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(2)

Приведенные выше формулы дают разложение
вектора скорости на сумму двух векторов, один из
которых потенциальный, а другой — соленоидаль-
ный. То есть система (1) замкнута и полностью
эквивалентна системе уравнений Навье–Стокса.

Вязкость газа рассчитывается по формуле Сазер-
ленда µ = bT 3/2

T+a , где a, b — константы, а также по
степенному закону [23]

µ

µ0
=
(

T
T0

)0.75

.

Расчетные значения, выполненные по последней
формуле, в интервале температур T = 240–800 К
отличаются от экспериментальных значений для
воздуха не более чем на 2–3%. Коэффициент тепло-
проводности пропорционален произведению Cpµ , где
Cp — теплоемкость при постоянном давлении [24].

Итак, коэффициенты вязкости и теплопровод-
ности в воздухе рассчитываются по формулам
µ = µ0(T/T0)0.75, λ = λ0(T/T0)0.75 , где T0 — тем-
пература в начальный момент времени; давление,
температура и плотность связаны уравнением Мен-
делеева–Клапейрона p = ρRT/M (M — молярная
масса).

Система обезразмеривается с использованием ха-
рактерной длины l0 = ν0/c0 , характерного времени
t0 = ν0/c2

0 . Величина c — низкочастотная скорость
звука, индекс «0» соответствует начальному со-
стоянию.

1.2. Начальные условия

В начальный момент времени в вязком теплопро-
водном газе задана завихренность внутри бесконеч-
ного кругового цилиндра радиуса R. Вне цилиндра

завихренность равна нулю, а все параметры газа
однородны при t = 0. Требуется определить эволю-
цию параметров газа и найти частоту акустического
излучения цилиндра при t > 0.

Задача решается в предположении, что начальная
завихренность ω0 постоянна по объему и мала
(ω0 ≪ 1) . Для размерной величины начальной завих-
ренности ωd это условие таково:

ωd ≪
c2
0

ν0
. (3)

Итак, начальные условия имеют вид

Ωi(r, 0) =

{
ω0, r 6 R,

0, r > R,

w(r, 0) = s(r, 0) = h(r, 0) = 0.

Вследствие симметрии начальных данных решение
не зависит от ϕ , z , а зависит только от r, t , где
{r,ϕ, z} — цилиндрические координаты. Таким об-
разом, мы имеем дело с плоским течением.

1.3. Решение системы

Разложим неизвестные функции в ряд по малому
параметру ε = ω0 :

Ωi(x, t) = εΩ(1)
i (x, t) + ε2Ω(2)

i (x, t) + ε3Ω(3)
i (x, t) + . . . ,

w(x, t) = ε2w(1)(x, t) + ε3w(2)(x, t) + ε4w(3)(x, t) + . . . ,

s(x, t) = ε2s(1)(x, t) + ε3s(2)(x, t) + ε4s(3)(x, t) + . . . ,

h(x, t) = ε2h(1)(x, t) + ε3h(2)(x, t) + ε4h(3)(x, t) + . . . ,

vi(x, t) = εv(1)
i (x, t) + ε2v(2)

i (x, t) + ε3v(3)
i (x, t) + . . . .

(4)

Подставим ряды (4) в систему (1) и уравне-
ния (2). Ограничиваясь первыми членами разло-
жения, получим систему линейных параболических
дифференциальных уравнений с постоянными ко-
эффициентами, а также выражения для компонент
скорости
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Здесь
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Компоненты скорости равны
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Система (5) состоит из трех неоднородных пара-
болических уравнений для Ωi (в нашем случае плос-
кого течения от нуля отлична только одна компо-
нента Ω3 = Ω) и неоднородной параболической под-
системы с постоянными коэффициентами. Решение
однородной системы с постоянными коэффициента-
ми находится с помощью Фурье-преобразования.

Из первого уравнения системы (5) следует выра-
жение для завихренности

Ω(1)(x, t) =
0.25
πt

∫
Ω(1)(ξ, 0) exp

(
−0.25|x− ξ|2

/
t
)
dξ.

(6)
Формула (6) позволяет определить компоненты ско-
рости, а следовательно, и члены ϕ(1)

2 , ϕ(1)
3 , входящие

в правые части дифференциальных уравнений систе-
мы (5).

Характеристическое уравнение параболической
подсистемы имеет вид [25]

f 3+k2
(

4
3

+
γ

Pr

)
f 2+k2

(
4
3

γ

Pr
k2 + 1

)
f+

k4

Pr
= 0. (7)

Для воздуха γ = 1.4, Pr ∼= 0.7.
При 0 6 k 6 k∗ корни характеристического урав-

нения (7) таковы:

f1 = σ1(k), f2,3 = σ2(k)± iωr(k).

При k > k∗ все корни действительны. Решение,
соответствующее k > k∗ , быстро затухает со вре-
менем по сравнению с решением, соответствующим
0 6 k 6 k∗ , и поэтому нами не учитывалось.

Таким образом, осциллирующее решение, пред-
ставляющее интерес для моделирования турбулент-
ных пульсаций, существует лишь в определенном
интервале волновых чисел 0 6 k 6 k∗, k∗ ≈ 1 для
воздуха. Дисперсионная кривая ωr(k) представлена
на рис. 1. Она имеет две ветви. Мы учитывали
только ту ветвь, которая соответствует меньшим
значениям коэффициентов затухания.

Рис. 1. Дисперсионная кривая для воздуха при нор-
мальных условиях

Фурье-образ фундаментальной матрицы решений
трех последних уравнений системы (2) имеет следу-

ющий вид [26, 27]:c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33


 eσ1(t−τ)

eσ2(t−τ) cos(ωr(t − τ))

eσ2(t−τ) sin(ωr(t − τ))

.

Здесь cij, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3 — константы, опреде-
ляемые из начальных условий.

Решение неоднородной системы записывается
следующим образом:

w(1)(x, t) =
0.25
2π

t∫
0

dτ
∫
R2

dξ
∫
R2

dk exp(ik|x− ξ|)×

×
{
a12ϕ

(1)
2 (ξ, τ) + a13ϕ

(1)
3 (ξ, τ)

}
, (8)

a12 = q1 exp[σ1(t − τ)] + exp[σ2(t − τ)]×
×
(
−q1 cos(ωr(t − τ)) + q2 sin(ωr(t − τ))

)
,

a13 = q3 exp[σ1(t − τ)] + exp[σ2(t − τ)]×
×
(
−q3 cos(ωr(t − τ)) + q4 sin(ωr(t − τ))

)
.

Здесь qi(k), i = 1, 2, 3, 4 — известные функции, k —
волновой вектор.

Аналогичным образом можно найти функции
w(n)(x, t), n > 1.

Отклонение плотности от начального значения
равно (в безразмерном виде)

e−w − 1 ∼= −ω2
0w

(1).

Величина w(1) не зависит от ω0 . Таким образом,
характер осцилляций плотности не зависит от ω0

при ω0 ≪ 1, т. е. при ωd ≪ c2
0
ν0

(см. (3)).

2. Основные результаты

По формуле (8) были выполнены расчеты ве-
личин w(1)(r, t) для цилиндров с начальным ра-
диусом от 0.04 до 2.5 мм. При вычислении крат-
ных интегралов использован метод Коробова [28].
Графики функции w в фиксированной точке про-
странства при различных значениях радиуса цилин-
дра R и различных значениях времени показаны на
рис. 2–5.
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Рис. 2. Зависимость w = − ln ρ от времени при
R = 0.04 мм
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Рис. 3. Зависимость w = − ln ρ от времени при
R = 1.2 мм

23.0 23.5 24.0 24.5

-0.8

-0.4

0.0

0.4

0.8

w

t, мкс

Рис. 4. Зависимость w = − ln ρ от времени при
R = 2.5 мм, 23 мкс < t < 24.5 мкс
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0.8
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w

Рис. 5. Зависимость w = − ln ρ от времени при
R = 2.5 мм, 36.5 мкс < t < 38 мкс

Видно, что поведение плотности носит осцилли-
рующий характер. Рис. 2, 3 иллюстрируют измене-
ние частоты осцилляций при увеличении начального
радиуса вихря. Амплитуда осцилляций сначала воз-
растает (рис. 4), достигает максимального значения,
а затем убывает (рис. 5), стремясь к нулю. Ос-
цилляции появляются в момент t, соответствующий
времени распространения возмущения от первона-
чальной границы вихря до рассматриваемой точки.
Осцилляции плотности наблюдаются во всем поле

течения, амплитуды их уменьшаются с удалением
от цилиндра.

Высокочастотные колебания плотности модули-
рованы более низкой частотой. Основная частота
осцилляций не зависит от времени и положения
точки на плоскости.

На рис. 6 показана зависимость основной часто-
ты осцилляций от начального радиуса вихря. Как
и следовало ожидать из физических соображений,
основная частота акустического излучения уменьша-
ется с увеличением начального радиуса вихря.

0 1 2 3 4

0.02

0.05

0.14

0.37

1.01

2.75

7.46

f, МГц

R, мм

Рис. 6. Зависимость частоты акустического излучения
от начального радиуса вихря (логарифмический мас-

штаб)

Заключение

Впервые определена частота акустического излу-
чения одиночного цилиндрического вихря в вязком
теплопроводном газе при малой начальной завихрен-
ности.

Показано, что частота не зависит от начальной
интенсивности завихренности, а зависит лишь от
начального радиуса цилиндра.

В выполненных расчетах найден вид этой зависи-
мости. Как и следовало ожидать, частота излучения
уменьшается с ростом начального радиуса вихря.

Полученный результат отличается от того, что
имеет место для идеальной жидкости, когда частота
акустического излучения зависит от интенсивности
завихренности [20, 21].

Аналогичный метод может быть использован при
анализе спектра акустического излучения ансамбля
вихрей.

Приложение

Полный вид системы (1):

∂Ωi

∂t
= ew+0.75h∆Ωi + 0.75εijke

w+0.75h
(
∂vk

∂xm
+
∂vm

∂xk

)
∂2h

∂xj ∂xm
−

−vm
∂Ωi

∂xm
+Ωm

∂vi

∂xm
−sΩi+εijke

w+0.75h
(

4
3
∂w
∂xj

+1.5
∂h
∂xj

)
∂s
∂xk

+

+
1
γ
εijke

h ∂w
∂xj

∂w
∂xk

− εijke
h
(

1
γ

+ 0.5sew−0.25h
)

∂w
∂xj

∂h
∂xk

+

+ ew+0.75h
(

∂w
∂xm

+ 0.75
∂h
∂xm

)(
∂Ωi

∂xm
− ∂Ωm

∂xi

)
+
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+ 0.75εijke
w+0.75h

(
∂vk

∂xm
+

∂vm

∂xk

)
∂h
∂xm

(
∂w
∂xi

+ 0.75
∂h
∂xj

)
+

+ 0.75ew+0.75h ∂h
∂xm

∂Ωi

∂xm
,

∂w
∂t

= s − vj
∂w
∂xj

,

∂s
∂t

=
1
γ
eh∆w +

4
3
ew+.75h∆s −

(
1
γ
eh + 0.5sew+0.75h

)
∆q +

+ 1.5ew+0.75hew+0.75h ∂2h
∂xi ∂xj

− vm
∂s
∂xm

− ∂vi

∂xj

∂vj

∂xi
+

+
4
3
ew+0.75h ∂w

∂xm

∂s
∂xm

+
(

eh

γ
− 0.5sew+0.75h

)
∂w
∂xm

∂h
∂xm

+

+ 1.5ew+0.75h ∂vi

∂xj

∂w
∂xi

∂h
∂xi

+ 2ew+0.75h ∂s
∂xm

∂h
∂xm

−

−
(

eh

γ
+ 0.375sew+0.75h

)
∂h
∂xm

∂h
∂xm

+

+ 1.125ew+0.75h ∂vi

∂xj

∂h
∂xi

∂h
∂xj

− ew+0.75hεijk
∂w
∂xi

∂Ωk

∂xm
−

− 1.5ew+0.75hεimk
∂h
∂xj

∂Ωk

∂xm
,

∂h
∂t

=
γ

Pr
ew+0.75h∆h−(γ−1)s−vm

∂h
∂xm

−2
3
γ(γ−1)ew−0.25hs2+

+ 0.5γ(γ− 1)ew−0.25h
(
∂vi

∂xj
+

∂vj

∂xi

)(
∂vi

∂xj
+

∂vj

∂xi

)
+

+ 1.75
γ

Pr
ew+0.75h ∂h

∂xm

∂h
∂xm

.
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Acoustic radiation frequency of a cylindrical vortex
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Acoustic radiation frequency of a cylindrical vortex in the air has been calculated. Calculations are based on
the Navier–Stokes equations using the expansion of the functions in powers of small parameter characterizing
the initial vorticity. Non-uniform system of parabolic differential equations with constant coefficients is
obtained. The initial radius of the cylinder varies over a wide range. The problem is considered for the case
of plane flow. In contrast to previously results, it is shown that at small values of vorticity, the frequency of
the acoustic radiation depends only on the geometric size (the initial radius of the vortex).
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