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Получено обобщение оптической теоремы на случай возбуждения локальных структур
точечными источниками. Показано, что такой существенный параметр, как коэффициент
Перселля, может быть представлен в аналитическом виде. Проведено обобщение полученных
результатов на случай наличия границы раздела двух полупространств. Полученные резуль-
таты имеют первостепенное значение для проведения осреднения коэффициента усиления
флюоресценции и эффективности оптической антенны по положению источника возбуждения.
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Введение

Оптическая теорема (ОТ) представляет собой
соотношение, связывающее полное сечение рассея-
ния, сечение поглощения и так называемое сечение
экстинкции [1]. Этот термин впервые появился в [2].
Сечение экстинкции описывает взаимодействие па-
дающего внешнего излучения, например плоской
волны, с рассеянным полем в направлении прошед-
шей волны. Таким образом, ОТ может быть записана
в следующем виде:

Cext = Csc +Cabs, (1)

где Csc, Cabs — сечения рассеяния и поглощения
соответственно. ОТ используется в многочисленных
приложениях теории дифракции волн [3–4]. Извест-
ны обобщения ОТ на случай дифракции плоской
волны на локальном теле при наличии полупро-
странства [5–6]. В вычислительной дифракции она
применяется для оценки корректности компьютер-
ного модуля посредством вычисления невязки со-
отношения (1) [7–8]. В последнее время проявил-
ся интерес у исследователей к анализу процессов
флюоресценции в присутствии плазмонных струк-
тур. Эти структуры — плазмонные частицы — поз-
воляют существенно повысить интенсивность опти-
ческого излучения [9–11]. В этом случае оказыва-
ется необходимым проводить анализ характеристик
рассеяния и поглощения плазмонных структур при
возбуждении локальным источником (флюоресци-
рующей молекулой), располагающимся в непосред-
ственной близости от подобной структуры. При
этом обычно проводится осреднение коэффициента
усиления флюоресценции по расположению локаль-
ного источника, что требует проведения многократ-
ных вычислений сечения рассеяния и поглощения.
Другой областью, в которой рассматривается воз-
буждение плазмонной структуры точечным источни-
ком, является область конструирования оптических
антенн [12–14]. При оптимизации эффективности

оптической антенны [14] приходится многократно
решать задачу возбуждения кластера плазмонных
частиц точечным эмитером, меняя его расположе-
ние. Вместе с тем потребность многократного вычис-
ления как коэффициента усиления флюоресценции,
так и эффективности оптической антенны приводит
к необходимости вычисления сечения поглощения,
что весьма затруднительно в режиме плазмонного
резонанса, когда относительная интенсивность поля
вблизи частиц возрастает в 108–1010 раз [15–16].

В настоящей работе рассмотрена задача дифрак-
ции точечного источника на локальном теле, рас-
положенном как в свободном пространстве R3 , так
и в присутствии полупространства. Показано, что
имеет место соотношение, аналогичное (1), которое
позволяет вычислять коэффициент усиления флюо-
ресценции и эффективность оптической антенны без
вычисления сечения поглощения, что существенно
снижает вычислительные затраты.

1. Оптическая теорема для локальных
источников в свободном пространстве

Рассмотрим математическую постановку задачи
дифракции поля точечного источника, расположен-
ного в точке M0 ∈ R3 , на локальном проницаемом
теле Di с гладкой поверхностью S ∈ C(2,α) . Пусть
математическая постановка задачи имеет вид

∆U0 + k2
0U0 = −δ(M,M0), M0 ∈ D0 = R3/Di;

∆Ui + k2
i Ui = 0, M ∈ Di;

[U (P)] = [∂U (P)/∂n] = 0, P ∈ S;
∂U0

∂r
+ jk0U0 = o(1/r), r = |M| →∞.

(2)

Здесь [.] означает скачок полей при переходе че-
рез S , n — нормаль к поверхности S , Im k2

i < 0,
что соответствует временно́й зависимости exp{jωt} .
Известно, что задача (1) имеет единственное реше-
ние [17].
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Выберем начало координат в точке источника M0
и окружим рассеиватель сферой радиуса R с цен-
тром в начале координат, содержащей Di внутри
себя. Будем обозначать DR область пространства,
ограниченную сферой ΣR и поверхностью S . Приме-
ним в DR вторую формулу Грина к U0 и U∗

0 , имеем∫
DR

(
∆U0·U∗

0 −∆U∗
0 ·U0

)
dτ =

∫
ΣR+S

{
∂U0

∂n
U∗

0 −
∂U∗

0

∂n
U0

}
dσ.

(3)
Здесь ∂

∂n — нормальная производная к соответ-
ствующей поверхности, направленная вовне из об-
ласти DR . Левая часть (3) преобразуется в силу (2)
как ∫

DR

(∆U0 ·U∗
0 −∆U∗

0 ·U0)dτ = 2j ImU0(M0). (4)

Правая часть (3) может быть записана в виде

2j Im
∫
ΣR

∂U0

∂n
U∗

0 dσ− 2j Im
∫
S

∂U0

∂n+U∗
0 dσ,

где ∂
∂n+ — нормальная производная по внешней

нормали к Di . Рассмотрим первый интеграл. В силу
условий излучения получим

lim
R→∞

∫
ΣR

∂U0

∂r
U∗

0 dσ = −jk0 lim
R→∞

∫
ΣR

|U0|2dσr .

Учитывая, что (3) справедливо для любого
R → ∞ , используя определение диаграммы направ-
ленности поля U0 [17],

U0(M) =
e−jk0r

k0r
F(ϑ,ϕ) + o(1/r), r →∞,

получаем

lim
R→∞

∫
ΣR

|U0|2dσr =
1
k2

0

∫
Ω

|F(ϑ,ϕ)|2 dω. (5)

Здесь Ω — единичная сфера. Таким образом,

Im lim
R→∞

∫
ΣR

∂U0

∂n
U∗

0 dσ = − 1
k0

∫
Ω

|F |2 dω. (6)

Применим теперь 2-ю формулу Грина к Ui и U∗
i

внутри Di :∫
Di

(
∆Ui ·U∗

i −∆U∗
i ·Ui

)
dτ =

∫
S

{
∂Ui

∂n+U∗
i −

∂U∗
i

∂n+ Ui

}
dσ.

Преобразуя последнее соотношение, используя усло-
вия сопряжения для полей на S , имеем

Im k2
i

∫
Di

|Ui|2 dτ = Im
∫
S

∂U0

∂n
U∗

0 dσ. (7)

Учитывая полученные соотношения (4)–(7), по-
лучаем

ImU0(M0) = − 1
k0

∫
Ω

|F |2 dω− | Im k2
i |
∫
Di

|Ui|2dτ. (8)

Распишем подробно левую часть, учитывая, что

U0(M) = U s
0 (M) + e

−jk0RMM0

4πRMM0
. Здесь U s

0 — рассеянное

поле. Тогда

lim
M→M0

U0(M) =U s
0 (M0)−

k0

4π
.

Окончательно ОТ для локального источника внеш-
него возбуждения принимает вид, совершенно ана-
логичный (1):

1
4π

− 1
k0

ImU s
0 (M0) =

1
k2

0

∫
Ω

|F |2dω+
| Im k2

i |
k0

∫
Di

|Ui|2 dτ.

(9)
Как и ранее, U s

0 (M0) — не что иное, как член, опи-
сывающий взаимодействие рассеянного поля с внеш-
ним излучением локального источника.

Следствие. В случае отсутствия локальной неод-
нородности Di полное сечение рассеяния точечного

источника e
−jk0RMM0

4πRMM0
равно

1
4π

=
1
k2

0

∫
Ω

|F0|2 dω.

При исследовании влияния плазмонных структур
на флюоресцирующую молекулу принято оценивать
коэффициент Перселля, который имеет вид [14]

Fp =
σsc + σabs

σ0
sc

,

где σ0
sc — сечение рассеяния источника при от-

сутствии неоднородности. Тогда в силу полученных
результатов получим

Fp = 1− 4π
k2

0

ImU s
0 (M0). (10)

Следовательно, отпадает необходимость вычисления
сечений рассеяния σsc и поглощения σabs , а коэф-
фициент Перселля может быть вычислен, используя
значение рассеянного поля лишь в одной един-
ственной точке — точке расположения локального
источника излучения. Заметим, что подобное об-
стоятельство особенно актуально, так как обычно
проводится осреднение коэффициента Перселля по
многочисленным положениям точечного источника.

2. Оптическая теорема для локальных
источников в присутствии прозрачного

полупространства

Рассмотрим математическую постановку задачи
дифракции поля точечного источника, расположен-
ного в точке M0 , на локальном проницаемом теле Di
с гладкой поверхностью S ∈ C(2,α) . Пусть все про-
странство ℜ3 разделено плоскостью Ξ (z = 0) на
два полупространства Dl с волновыми числами kl,
l = 0, 1. Будем полагать, что источник располагается
в верхнем полупространстве D0, (z > 0) на оси Oz
в точке (0, 0, z0) . Тогда математическая постановка
задачи может быть записана как

∆U0 + k2
0U0 = −δ(M,M0), M0 ∈ D0;

∆Ui + k2
i Ui = 0, M ∈ Di;

∆U1 + k2
1U1 = 0, M ∈ D1;
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[U (P)] =
[
∂U (P)
∂n

]
= 0, P ∈ S;

[U (Q)] =
[
∂U (Q)
∂z

]
= 0, Q ∈ Ξ;

(11)

∂Ul

∂r
+ jklUl = o

(
1
r

)
, l = 0, 1, r = |M| →∞.

Будем полагать, что Im k2
i < 0, а Im k2

l = 0, l = 0, 1.
Тогда задача (11) имеет единственное решение.

В данном случае начало координат выбрано на
плоскости Ξ . Будем проводить все построения, ана-
логичные предшествующему разделу, обращая вни-
мание лишь на отличительные моменты. Выберем
сферу ΣR с центром в начале координат так, чтобы
она заключала источник и рассеиватель Di внутри
себя. Обозначим круг, который сфера вырезает на
плоскости Ξ , как CR . Будем обозначать через DR
область пространства внутри сферы ΣR . Она состо-
ит из двух полушаров DR = D+

R ∪ D−
R , каждый из

которых ограничен поверхностями Σ+
R∪CR и Σ−

R ∪CR .
Применим в D+

R вторую формулу Грина к U0 и U∗
0 ,

получим

2j ImU0(M0) =

= 2j Im

{ ∫
Σ+

R

∂U0

∂n
U∗

0 dσ−
∫
S

∂U0

∂n+U∗
0 dσ−

∫
CR

∂U0

∂z
U∗

0 dσ

}
.

(12)

Применяя вторую формулу Грина к U1 и U∗
1 в D−

R ,
имеем

Im
∫
Σ−

R

∂U1

∂r
U∗

1 dσ+ Im
∫
CR

∂U1

∂z
U∗

1 dσ = 0. (13)

Аналогично предыдущему получим для интегралов
по удаленным полусферам Σ±

R следующие соотно-
шения:

Im lim
R→∞

∫
Σ±

R

∂Ul

∂n
U∗

l dσ = − 1
kl

∫
Ω±

|Fl |2 dω. (14)

Здесь Fl(ϑ,ϕ) — диаграммы рассеяния полей Ul,
l = 0, 1 на единичных полусферах Ω± . Учитывая
(13), (14) и (7), (8), а также условия сопряжения
для полей на CR , получим

lim
M→M0

ImU0(M) =

= − 1
k0

∫
Ω+

|F0|2 dω−
∣∣Im k2

i

∣∣ ∫
Di

|Ui|2 dτ − 1
k1

∫
Ω−

|F1|2 dω.

(15)

Здесь, казалось бы, можно поступить аналогично
предыдущему, однако в случае наличия полупро-
странства или слоистой среды решение задачи ди-
фракции строится иначе [18]. А именно полное поле
разбивается на поле источника, удовлетворяющего
условиям сопряжения на плоскости Ξ , и рассеянное
поле, которое также должно удовлетворять этим
условиям. Следовательно, в данном случае поле
в верхней полуплоскости U0(M) = U s

0 (M) + U 0
0 (M) ,

где U 0
0 — то самое поле источника, удовлетво-

ряющего условиям сопряжения на плоскости Ξ .
Представление для него имеет вид интеграла Зом-
мерфельда [19]:

U 0
0 (M,M0) =

1
4π

∞∫
0

J0(λr)ν(λ, z, z0)λdλ, (16)

где J0(.) — функция Бесселя, r2 = ρ2 + (z − z0)2 ,
а ν — спектральная функция, обеспечивающая вы-
полнение условий сопряжения при z = 0 [20]. Она
принимает следующий вид:

ν(λ, z, z0) =



exp{−η0|z− z0|}
η0

+

+
η0−η1

η0+η1

exp{−η0(z+z0)}
η0

, z > 0,

2η0

η0 + η1

exp{η1z− η0z0}
η0

, z 6 0,

z0 > 0. (17)

Здесь η2
l = λ2 − k2

l , l = 0, 1. Заметим, что первое
слагаемое в (17) соответствует фундаментальному
решению уравнения Гельмгольца в свободном про-
странстве. Тогда

lim
M→M0

ImU0(M) = ImU s
0 (M0)−

k0

4π
+

+
1
4π

lim
M→M0

Im

∞∫
0

J0(λr)ν̃(λ, z, z0)λdλ, (18)

где ν̃ — второе слагаемое в первой строке (17).
Рассмотрим последний интеграл в (18) подробнее:

lim
M→M0

Im

∞∫
0

J0(λr)ν̃(λ, z, z0)λdλ =

= Im

∞∫
0

ν̃(λ, z0, z0)λdλ =

= Im

∞∫
0

η0 − η1

η0 + η1

exp{−2z0η0}
η0

λdλ. (19)

При условии, что k2
1 > k2

0 (нижнее пространство
более плотное), получаем

Im

∞∫
0

η0 − η1

η0 + η1

exp{−2z0η0}
η0

λdλ =

= Im

k1∫
0

η0 − η1

η0 + η1

exp{−2z0η0}
η0

λdλ.

Итак, оптическая теорема для локального источ-
ника принимает вид

1
4π

− 1
4πk0

Im

k1∫
0

η0 − η1

η0 + η1

exp{−2z0η0}
η0

λdλ−

− 1
k0

ImU s
0 (M0)− =



46 ВМУ. Серия 3. ФИЗИКА. АСТРОНОМИЯ. 2015. № 4

=
1
k2

0

∫
Ω+

|F0|2 dω+
1

k1k0

∫
Ω−

|F1|2 dω+

∣∣Im k2
i

∣∣
k0

∫
Di

|Ui|2 dτ.

(20)

В данном случае при отсутствии неоднородности Di
для точечного источника получаем

1
4π

− 1
4πk0

Im

k1∫
0

η0 − η1

η0 + η1

exp{−2z0η0}
η0

λdλ =

=
1
k2

0

∫
Ω+

∣∣F0
0

∣∣2 dω+
1

k1k0

∫
Ω−

∣∣F0
1

∣∣2 dω. (21)

Тогда в силу полученных результатов имеем для
коэффициента Перселля следующее выражение:

Fp = 1− 4π
k0

ImU s
0 (M0)×

×

1− 1
k0

Im

k1∫
0

η0 − η1

η0 + η1

exp{−2z0η0}
η0

λdλ

−1

. (22)

Как видно из последнего соотношения, при k1 → k0
формула (22) автоматически переходит в полученное
ранее соотношение (10), так как η1 → η0 .

Заключение

В настоящей работе получено обобщение опти-
ческой теоремы на случай возбуждения локальных
структур точечным источником, в том числе и в
случае, когда все пространство разделено на два
полупространства с различными характеристиками.
Показано, что полученное соотношение позволяет
рассчитывать сумму сечения рассеяния и поглоще-
ния в замкнутой аналитической форме, вычисляя
лишь рассеянное поле в одной единственной точке.
Полученные результаты имеют первостепенное зна-
чение при рассмотрении возбуждения плазмонных
структур, так как затраты на выполнение процедуры
осреднения коэффициента усиления флюоресценции
и эффективность оптической антенны по положению
источника существенно снижаются.
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