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Предложена математическая модель для описания распределения температуры в припо-
верхностном слое на границе раздела вода–воздух. Модель составлена на основании теории
контрастных структур. С помощью численных расчетов получено распределение температуры
в приграничном слое шириной 10 см. Результаты расчетов хорошо совпадают с эксперимен-
тальными данными.
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Введение

При изучении распределения температуры на гра-
нице вода–воздух особую роль играет слой порядка
нескольких сантиметров вблизи границы раздела.
На рис. 1 представлен график изменения температу-
ры в приповерхностном слое порядка 10 сантиметров
на границе раздела воды и воздуха, полученный при
измерениях в лабораторных условиях [1]. На графи-
ке отчетливо заметно наличие нескольких участков,
на которых изменение температуры происходит раз-
личным образом. Согласно проведенным измерени-
ям монотонное изменение температуры от меньших
значений к большим, вообще говоря, не имеет места,
напротив, вблизи поверхности наблюдаются области
с инверсным распределением температуры. Четкое
разграничение участков с различным поведением
графика температуры свидетельствует о том, что

на момент проведения эксперимента как в водной
среде, так и воздухе имела место стратификация.
Целью настоящей работы является разработка ма-
тематической модели, позволяющей описать немоно-
тонное изменение температуры в переходном слое на
границе раздела воды и воздуха.

В основе представленной модели лежат экспери-
ментально подтвержденные данные о скачкообраз-
ном изменении коэффициента теплообмена как на
границе раздела вода–воздух, так и на границах
слоев, обусловленных стратификацией каждой из
сред. Для описания резких изменений температуры
на границах слоев мы применили теорию диссипа-
тивных контрастных структур. Контрастной струк-
турой называется функция, внутри области опреде-
ления которой есть интервал, на котором происхо-
дит резкое изменение значений этой функции. Эта
область называется внутренним переходным слоем.
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Рис. 1. Экспериментально полученный график изменения температуры в приповерхностном слое вода–воздух
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Теория контрастных структур часто используется
для моделирования фазовых переходов, в частности
процессов горения и других автоволновых процес-
сов [2].

1. Теоретическая модель

Для описания распределения температуры вдоль
отрезка прямой, перпендикулярной границе раздела,
поставим следующую начально-краевую задачу для
уравнения теплопроводности:
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(1)

Здесь T — температура в Кельвинах, z̃ — ко-
ордината вдоль прямой, перпендикулярной границе
вода–воздух (в метрах), t̃ — время в секундах
(размерные пространственные и временные перемен-
ные помечены значком «тильда»), c — удельная
теплоемкость среды в Дж/ (кг ·К) (для газа —
при постоянном давлении), ρ — плотность среды
в кг/м3 . Через K

(
z̃
)

обозначен коэффициент теп-
лообмена в Вт/ (м ·К) . Как видно из экперимен-
тальных графиков (рис. 1), зоны инверсного распре-
деления температуры расположены на расстоянии
порядка нескольких сантиметров от этой границы,
поэтому решение задачи (1) проводится на отрезке
z̃ ∈

[
−ã; ã

]
при ã = 0.05 м в течение t̃0 секунд.

Функция T0
(
z̃
)

задает начальное распределение
температуры, необходимое для численных расчетов
методом стационирования. Граничные условия Ней-
мана означают, что суммарный поток тепла через
границы рассматриваемой области равен нулю.

Временной промежуток, в течение которого про-
водятся измерения, является достаточно продолжи-
тельным, чтобы установилось стационарное распре-
деление температуры, и вместе с тем достаточно
коротким, чтобы изменение окружающей среды бы-
ло несущественным и не могло повлиять на это
распределение. Учитывая это условие эксперимента,
при конструировании модели мы считали функцию

f̃
(
T , z̃, t̃

)
в правой части уравнения (1) не завися-

щей от времени.
В различных слоях стратифицированной среды

теплообмен обусловлен различными причинами. На
расстоянии нескольких миллиметров от границы
вода–воздух обмен является молекулярным, а при
удалении от границы становится турбулентным. Ко-
эффициент теплообмена при молекулярном взаимо-
действии на два порядка меньше, чем при турбу-
лентном. Кроме того, турбулентный обмен в воздухе
происходит интенсивнее, чем в воде, поэтому коэф-
фициент теплообмена в воздухе на порядок больше,
чем в воде. Также из экспериментальных данных
известно, что внутри переходного слоя существует

плоскость, вдоль которой коэффициент теплообме-
на скачкообразно изменяется в несколько раз. Эту
плоскость принято считать границей раздела воды
и воздуха. Тем самым существуют четыре области,
в которых коэффициент теплообмена принимает раз-
ные значения:

K(z) =


100 ·D, z̃ 6 z̃1;

D, z̃1 < z̃ 6 z̃0;

m ·D, z̃0 < z̃ 6 z̃2;

1000 ·D, z̃ > z̃2.

(2)

Здесь 1 < m < 10, z̃1, z̃2 — границы переходного
слоя, z̃0 — точка на границе раздела. Линии z̃ = z̃i ,
i = 0, 1, 2, отмечены на рис. 1.

Приведем задачу (1) к безразмерному виду. В ка-
честве масштабов измерения длины, температуры
и времени примем соответствующие единицы, ука-
занные в [3]. В качестве единицы длины используем
длину капиллярных волн hσ =

√
σ

ρwg ≈ 2.77 · 10−3 м,
где σ и ρw — соответственно поверхностное на-
тяжение и плотность воды, g — ускорение сво-
бодного падения. За характерное время выберем
t∗ = hσ

vσ
≈ 0.017 с, где vσ =

√
hσg — фазовая скорость

капиллярных волн. Масштаб изменения температу-
ры выберем из соображений удобства численного
расчета. Примем T∗ = 0.5 К. Обозначим u = T

T∗
,

u0 = T0
T∗

, z = z̃
hσ

, a = ã
hσ

, t = t̃
t∗

, t0 = t̃0
t∗

.
Задача (1), записанная в безразмерных величи-

нах, имеет вид
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Здесь k(z) = K
(
z̃
) t∗

h2
σ

1
cρ — безразмерный коэффици-

ент теплопроводности.
Согласно данным, содержащимся в [4], величину

D в выражении (2) для коэффициента теплооб-
мена следует считать равной 0.6 Вт/(м ·К), тогда
для безразмерного коэффициента теплопроводности
в области молекулярного теплообмена со стороны
воды получаем значение k(z0 − 0) ≃ 3.1 · 10−4 .

2. Выбор неоднородности в правой части исходя
из теории контрастных структур

Настоящая модель разработана для описания
лабораторных экспериментов, проводившихся в те-
чение достаточно короткого промежутка времени,
чтобы влияние на рассматриваемый объект иссле-
дования таких факторов, как солнечная радиация,
интенсивное испарение, перемешивание или волне-
ние на поверхности воды было пренебрежимо мало.
В основу модели положено допущение, что весь рас-
сматриваемый переходный слой вода–воздух пред-
ставляет собой активную среду, т. е. среду, далекую
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от состояния термодинамического равновесия [2].
Основным свойством активной среды является спо-
собность продолжительное время находиться в од-
ном из возможных состояний, определяемых задан-
ными внешними факторами, и переключаться от
одного из таких состояний к другому под влиянием
интенсивного внешнего воздействия. Температура
среды в пограничном слое вода–воздух при данных
внешних физических условиях может иметь два
состояния: температура в воде uw и температура
в воздухе ua . Роль внешнего воздействия, пере-
ключающего состояние среды от температуры uw
к температуре ua , играет раздел двух сред. Со-
гласно приведенным в предыдущем пункте расчетам,
в уравнении (3) при старшей производной по коорди-
нате стоит малый параметр, т. е. уравнение является
сингулярно возмущенным. Для построения модели,
описывающей стационарный переходный слой, мы
опирались на исследования, проведенные в цикле ра-
бот, посвященных исследованию сингулярно возму-
щенных краевых задач, допускающих решения вида
контрастных структур [5–9]. При моделировании
распределения температуры на границе вода–воз-
дух интерес представляет решение с внутренним
переходным слоем, область локализации которого не
изменяется в течение рассматриваемого промежутка
времени, т. е. фактически решение стационарной
задачи для дифференциального уравнения второго
порядка, отвечающей (3). В работе [9] показано
существование решения такого вида у краевой за-
дачи для обыкновенного дифференциального урав-
нения второго порядка в случае, когда неоднород-
ность в его правой части представляет собой кусоч-
но-непрерывную функцию. Опираясь на результаты
этой работы, мы выбрали функцию f (u, z) в правой
части уравнения (3) в виде

f (u, z) =

{
u− (uw + δW ), z < z0;

u− (ua + δA), z > z0.

Здесь ua и uw — известные значения температу-
ры в воздухе и воде соответственно. В лаборатор-
ных условиях эти величины имеют порядок 300К.
Небольшие по величине (порядка нескольких Кель-
вин) слагаемые δA и δW отличны от нуля только
на участках немонотонного изменения температуры,
отчетливо заметных на экспериментальных графи-
ках, в частности величина δA отлична от нуля при
z2 < z < z4 (см. рис. 1), а величина δW отлична
от нуля в слое z3 < z < z1 . Кусочно-непрерывное
слагаемое в правой части уравнения теплопровод-
ности можно интерпретировать как источник тепла,
обеспечивающий существование переходного слоя,
положение которого не изменяется во времени.

3. Численный расчет

Задача (3) была решена численно на отрезке

z ∈
[
− ã

hσ
; ã

hσ

]
, где ã = 0.05 м, hσ = 2.77 · 10−3 м.

На этом отрезке вводилась равномерная сетка из
N = 10 000 шагов. Для решения была использована
шеститочечная неявная схема, называемая также
«схемой с полусуммой» [10]. Итерации по времени
велись с шагом τ = 0.001 до полного установления.
Начальное распределение выбиралось в виде

u0(z) =

{
uw + 0.5(ua − uw) exp(10(z− z0)), z < z0;

ua − 0.5(ua − uw) exp(−10(z− z0)), z > z0.

4. Результаты численных экспериментов

На рис. 2 представлены два графика распределе-
ния температуры в переходном слое шириной 10 см
вблизи границы раздела в случае, когда температура
воздуха выше, чем температура воды. Точками отме-
чены результаты экспериментальных измерений [1],
сплошной линией обозначен результат численного
решения задачи (3). Безразмерный коэффициент
теплообмена выбирался в виде кусочно-постоянной
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Рис. 2. График распределения температуры в приграничном слое шириной 10 см вблизи раздела вода–воздух
в случае, когда температура воды меньше температуры воздуха. Точки — экспериментальные замеры,

сплошная линия — результат численного расчета согласно представленной модели
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Рис. 3. График распределения температуры в приграничном слое шириной 10 см вблизи раздела вода–воздух
в случае, когда температура воды больше температуры воздуха. Точки — экспериментальные замеры,

сплошная линия — результат численного расчета согласно представленной модели

Т а б л иц а 2
Параметры модели в случае, когда температура воды больше температуры воздуха
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функции следующего вида:

k(z) =


2 · 10−2, z 6 z1;

10−4, z1 < z 6 z0;

1.5 · 10−4, z0 < z 6 z2;

10−1, z > z2.

Здесь введены обозначения zi = z̃i
hσ

, i = 0, 1, 2. Пара-
метры модели представлены в табл. 1.

На рис. 3 представлены графики распределения
температуры в переходном слое в случае, когда
температура воздуха ниже, чем температура воды.
Здесь использовано следующее выражение для без-
размерного коэффициента теплообмена:

k(z) =


3.1 · 10−2, z 6 z1;

2 · 10−4, z1 < z 6 z0;

4 · 10−4, z0 < z 6 z2;

10−1, z > z2.

Параметры модели представлены в табл. 2.
Как видно из графиков, численные расчеты, полу-

ченные на основании предложенной модели, хорошо
совпадают с экспериментальными данными.

Заключение

В работе предложена математическая модель,
описывающая распределение температуры в при-

граничном слое вблизи раздела вода–воздух. При
построении модели используется теория контраст-
ных структур. На основании этой теории выбира-
ется постановка модельной краевой задачи таким
образом, чтобы ее решение имело внутренний пе-
реходный слой, положение которого не изменяется
со временем. Использование настоящей модели дает
возможность определять соотношения между коэф-
фициентами теплообмена в различных слоях стра-
тифицированной среды, а также ширину каждого
из этих слоев и количество теплоты, выделяющееся
или поглощающееся на участках с инверсным рас-
пределением температуры. Также следует отметить,
что рассматриваемая модель допускает модифика-
ции. В частности, с ее помощью можно описывать
изменяющееся во времени распределение темпера-
туры, например суточные или сезонные колебания
в приповерхностных слоях водоемов.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РФФИ (гранты 13–01–00200-а и 14-04-01568-а).
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Simulation of the temperature distribution at the water–air interface using the theory of contrast
structures
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A mathematical model for describing the temperature distribution in the near-surface layer at the water–air
interface is proposed. The model is composed based on the theory of contrast structures. Using numerical
calculations, the temperature distribution in a 10-cm wide near-boundary layer has been obtained. The
calculation results coincide well with the experimental data.
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