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Рассматривается поляризация вакууума в модели, учитывающей аномальный магнитный
момент (АММ) дираковских фермионов в однородном магнитном поле при наличии допол-
нительного аксиально-векторного взаимодействия. Вычисляются квадратичные поправки по
величине АММ и аксиально-векторного взаимодействия к эффективному лагранжиану модели
в различных конфигурациях заданных параметров модели.
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Введение

Как известно, из уравнения Дирака следует,
что частица, описываемая этим уравнением, долж-
на обладать собственным моментом, т. е. спином,
и связанным с ним кинематическим магнитным
моментом, равным по абсолютной величине магне-
тону Бора µ0 = eh̄

2mc . Однако в рамках квантовой
электродинамики (КЭД) уже в низшем порядке по
постоянной тонкой структуры α= e2

h̄c возникает ано-
мальный, швингеровский [1] вклад в дираковский
магнитный момент:

µSch = µ0(1 +
α

2π
).

Аномальный момент µ= α
2π ·µ0 называют вакуумным

магнитным моментом электрона. При этом величи-
на вакуумного магнитного момента, рассчитанная
с учетом радиационных поправок, как показано в ра-
боте [2], зависит от энергии электрона и напряжен-
ности внешнего магнитного поля, однако в области
низких энергий и напряженности полей магнитный
момент является практически постоянной величи-
ной.

Учет взаимодействия АММ с внешним полем
может быть описан феноменологически добавлени-
ем в уравнение Дирака слагаемого Паули–Швинге-
ра [3] (см. также [4]):

µ

2
σαβFαβ,

где σµν = i
2 (γµγν − γνγµ) , Fµν = ∂Aν

∂xµ −
∂Aµ
∂xν .

Кроме АММ, при описании движения фермиона
в магнитном поле может быть учтен еще один допол-
нительный параметр, характеризующий нарушение
лоренц-инвариантности в системе. В стандартной

модели нет механизма, допускающего нарушение ло-
ренц- и CPT-симметрий. Однако упомянутые нару-
шения могут присутствовать в более фундаменталь-
ных теориях, связанных с высшими размерностями.
Так, например, подобные слагаемые могут возникать
в теории гравитации и космологии [5, 6], где нару-
шение симметрий связывается с появлением анизо-
тропии пространства, вызванной наличием некото-
рого векторного поля, имеющего ненулевое вакуум-
ное среднее, или, как это следует из работы [7],
в теории струн, где предполагается, что наш мир
расположен на бране, существующей во вселенной
более высокого числа измерений. Результирующая
теория может быть эффективно описана в рамках
расширенной Стандартной модели (SME) [8, 9].

В настоящей работе с учетом дополнительно-
го фонового аксиально-векторного взаимодействия
фермионов, которое производится путем введения
в уравнение Дирака дополнительного СРТ-нечетно-
го слагаемого1 вида ψγ5γµbµψ (где bµ — посто-
янный аксиальный четырехвектор) (см., например,
[10–12]), а также с включением паули-швингеров-
ского члена в лагранжиан, вычислен эффективный
лагранжиан модели в однопетлевом приближении.
Взаимодействие фермионов с внешним магнитным
полем с учетом CPT-нечетного слагаемого подоб-
ного вида производилось ранее [13]. Современные
экспериментальные оценки на величину компонент
вектора bµ для электрон-позитронной пары см.,
например, в работе [14]:

|b0|. 10−14 ГэВ, | b |. 10−31 ГэВ. (1)

Заметим, что проблема описания динамики фер-
мионов, обладающих аномальным моментом, в по-
следние годы привлекала значительное внимание

1 Подобное слагаемое не влияет на калибровочную инвариантность действия, но меняет дисперсионные соотношения
для дираковских спиноров.
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(см., например, [15–19]). При этом фоновое взаимо-
действие, имеющее вид слагаемого Паули–Швинге-
ра, может возникать также в рамках SME-теории,
а также при обсуждении нарушающих четность
взаимодействий космических полей с атомами, мо-
лекулами и ядрами1 [16]. Заметим также, что члены
взаимодействия с аксиально-векторным конденсатом
обсуждались в связи с возможными проявлениями
индуцируемого фермионами поля кручения [20].

1. Постановка задачи

Рассмотрим фермион (электрон) в постоянном
однородном магнитном поле при наличии в лагран-
жиане модели дополнительного фонового аксиаль-
но-векторного взаимодействия вида ψγ5γµbµψ с по-
стоянным параметром bµ .

В работе остановимся на двух вариантах: че-
тырехвектор bµ имеет вид (b0,0) и (0, b) (отлич-
ны от нуля только временная и пространственная
компоненты соответственно). В последнем случае
мы будем считать, что трехмерный вектор b ори-
ентирован вдоль (или против) направления векто-
ра напряженности магнитного поля H . В первом
случае мы учтем также конденсат в виде АММ
фермиона (который может возникать при рассмот-
рении космических полей, нарушающих четность
взаимодействий [16])

µ≃ κµ0, (2)

где κ — величина аномального момента, которую,
так же, как и величину конденсата в виде четы-
рехвектора bµ , мы будем считать заданными посто-
янными модели (в случае вакуумного магнитного
момента электрона κ= α

2π ).
Действие дираковского фермиона (отрицательно

заряженного электрона), взаимодействующего с ука-
занными выше конденсатами, имеет следующий вид:

S =
∫

d4x
(
L0 +LLB +LVMM) , (3)

где L0 — стандартный дираковский лагранжиан

L0 = ψ
(
iγµDµ −m

)
ψ; (4)

LLB — часть, отвечающая взаимодействию с акси-
ально-векторным фоном, нарушающим лоренц-инва-
риантность теории, а также, как нетрудно убедить-
ся, CPT-четность:

LLB = −ψγ5γµbµψ; (5)

LVMM — часть, феноменологически описывающая
взаимодействие АММ дираковской частицы с элек-
тромагнитным полем [3]:

LVMM = ψ
(µ

2
σαβFαβ

)
ψ. (6)

Будем считать, что в нашей модели внешнее
постоянное однородное магнитное поле с напряжен-
ностью H ориентировано по оси z : H = Hez , H > 0,
а электрическое поле отсутствует. Действию (3)
соответствует модифицированное уравнение Дирака
для поля ψ(

iγαDα −m +
µ

2
σαβFαβ − γ5γαbα

)
ψ= 0. (7)

Поляризационный оператор (соотвествующий «по-
перечной» поляризации частицы) задается выра-
жением

Π̂ =
(
mΣ + iγ0γ5[Σ ×P]

)
3
, (8)

Σi =
1
2
ϵijkσ

jk, P = {P1,P2, p}.

Рассмотрим возможные частные случаи (всюду
ниже: n = 0, 1, 2, . . . — главное квантовое число
Ландау, ζ = ±1 — проекция спина фермиона на на-
правление магнитного поля, ϵ= ±1 — знак энергии).

1. АММ µ = 0, аксиальный конденсат2

b0 = b ̸= 0, b = 0 [13, 21–23, 25]:

E2 = m2 +
(
sgn(p)

√
p2 + 2eHn + ζb

)2
.

2. АММ µ = 0, аксиальный конденсат b0 = 0,
b ̸= 0, b = (0, 0, b), p ≡ pz [13, 26]:

E2 = 2eHn +
(√

m2 + p2 + ζb
)2

.

3. АММ µ ̸= 0, аксиальный конденсат b0 = 0,
b = 0 [13, 26, 27]:

E2 = p2 +
(√

2eHn + m2 + ζµH
)2

.

4. АММ µ ̸= 0, аксиальный конденсат b0 ̸= 0,
b = 0 [13]:

E2 = m2 + p2 + 2eHn + (µH)2 + b2 ±

± 2
√

[m(µH) + bp]2 + 2eHn
[
(µH)2 + b2

]
. (9)

2. Эффективный лагранжиан

Эффективный лагранжиан можно вычислить на
основе метода собственного времени (пятого пара-
метра) [28]

∆L =
1

4
√
π

eH
(2π)2

∞∫
−∞

dp
∑
n,ζ,ϵ

∞∫
1/Λ2

ds
s3/2

e−sE2
, (10)

где Λ — параметр обрезания. Суммирование по
квантовым числам проведем с помощью формулы∑

n,ζ,ϵ

e−2s(eH)n = 2

[
1 + 2

∞∑
n=1

e−2s(eH)n

]
= 2 cth(eHs).

(11)

1 Небходимо отметить также, что в рамках SME рассматривалось влияние CPT-нечетного взаимодействия на
дипольный момент связанных электронов, приводящее к возникновению анапольного момента атомных орбиталей
и специфической асимметрии углового распределения излучения водородоподобного атома [19].

2 В работах [21, 25] для описания спектра кварка в случае асимметрии по числу левых и правых кварков в силу
аксиальной аномалии вместо b0 применялся киральный химический потенциал µ5 .
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Здесь первое слагаемое отвечает квантовым числам,
соответствующим основному (невырожденному) со-
стоянию n = 0, ζ = +1 (для e > 0) и n = 0, ζ = −1
(для e < 0).

Случай 1 (µ = 0, b0 = b ̸= 0). Ограничимся при-
ближением малых b . Заметим, что член линейный
по b будет отсутствовать в силу нечетности выраже-
ния по ζ при n ̸= 0, а при n = 0 в силу нечетности
по переменной интегрирования p , входящей в этом
случае в выражение для энергии в комбинации
(p + ζb)2 (при фиксированном ζ ). Тогда с точностью
до b2 запишем ∆Lb в виде ∆Lb = ∆Lb

21 +∆Lb
22 , где

∆Lb
21 =

eH
4
√
π (2π)2

∞∫
−∞

dp×

×
∑
n,ζ,ϵ

∞∫
1/Λ2

ds
s3/2

e−s(m2+p2+2eHn)(−sb2) =

= −2b2 eH
4(2π)2

∞∫
1/Λ2

ds
s

cth(eHs) e−sm2
, (12)

а вклад ∆Lb
22 разложения экспоненты:

∆Lb
22 =

eH
4
√
π (2π)2

∞∫
−∞

dp×

×
∑
n,ζ,ϵ

∞∫
1/Λ2

ds
s3/2

e−s(m2+p2+2eHn) 2s2b2(p2 + 2eHn). (13)

Пользуясь тем, что

e−s(p2+2eHn)(p2 + 2eHn) = − ∂

∂s
e−s(p2+2eHn), (14)

и учитывая (11), получим

∆Lb
22 = b2 eH

(2π)2

∞∫
1/Λ2

ds e−sm2
[

1
2s

cth(eHs) +
eH

sh2 eHs

]
.

(15)
Итак, ∆Lb примет вид:

∆Lb = ∆Lb
21 +∆Lb

22 =
(eH)2b2

(2π)2

∞∫
1/Λ2

ds
e−sm2

sh2 eHs
. (16)

Интегрируя по частям с учетом регуляризации
и проведя вычитание, выделим в (16) конечный
вклад:

∆Lb =
b2

4π2

[
−m2eH

∞∫
0

ds e−sm2
(

cth(eHs)− 1
eHs

)
+

+Λ2 −m2 ln
Λ2

m2

]
. (17)

Здесь слагаемые, содержащие Λ , не зависят от
магнитного поля и поглощаются перенормировкой

коэффициента перед b2 , так что

∆Lb = −b2 (eH)m2

4π2

∞∫
0

ds e−sm2
(

cth(eHs)− 1
eHs

)
.

(18)
Предельный случай. В слабом поле eH ≪ m2

с учетом разложения

cth x ≈ 1
x

(
1 +

1
3
x2
)

после интегрирования по частям получаем

∆L =
1

12π2 b2(eH)2
∞∫
0

dx e−x x
m2 =

b2(eH)2

12π2m2 . (19)

В сильном поле eH ≫ m2 , переходя к переменной
интегрирования x = sm2 и приближенно интегрируя
в случае B = eH/m2 ≫ 1

∞∫
0

dx e−x
(
cthBx − 1

Bx

)
≈ 1,

находим

∆L ≈ b2eH
4π2 . (20)

Более точная аппроксимация получается с ис-
пользованием представления результата через пси-
функцию Эйлера [23].

Случай 2 (µ = 0, b0 = 0, b = (0, 0, b), b ̸= 0).
Ограничимся приближением малых b с точностью
до b2 (линейный член отсутствует в силу нечетности
выражения по ζ ). Тогда ∆Lb можно представить
как сумму двух слагаемых: ∆Lb = ∆Lb

21 +∆Lb
22 , где

∆Lb
21 имеет вид, идентичный (12) из случая 1.
Для второго слагаемого запишем:

∆Lb
22 =

eH
4
√
π (2π)2

∞∫
−∞

dp×

×
∑
n,ζ,ϵ

∞∫
1/Λ2

ds
s3/2

e−s(m2+p2+2eHn) 2s2b2(p2 + m2).

Используя (14) и результат (11), выполним интегри-
рование по импульсу и суммирование по квантовым
числам, в результате чего получим выражение

∆Lb
22 =

b2

(2π)2
Λ2 +

(eH)b2

(2π)2

∞∫
1/Λ2

ds e−sm2
cth eHs−

− (eH)2b2

(2π)2

∞∫
1/Λ2

ds e−sm2 1

sh2 eHs
.

Первое слагаемое не зависит от поля H и уходит
в перенормировку, второе слагаемое в ∆Lb

22 при
суммировании ∆Lb = ∆Lb

21 +∆Lb
22 взаимно уничто-

жается с ∆Lb
21 .
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Окончательно, после интегрирования по частям,
регуляризации и переномировки имеем

∆Lb = b2 (eH)m2

4π2

∞∫
0

ds e−sm2
(
cth(eHs)− 1

eHs

)
,

(21)
т. е. результат, отличающийся только знаком от
случая 1.

Объединим полученные результаты, для чего вве-
дем вектор

βµ =
1
2
εµναβbνFαβ,

где в нашем случае отличны от нуля компоненты

β0 = ε0312b3F12 = b3H (µ= 0),

β3 = ε3012b0F12 = −b0H (µ= 3),
так что квадрат вектора равен

(β)2 = (β0)2 − (β3)2 = (bH)2 − (b0H)2.

Запишем в инвариантном виде выражение для об-
щего случая:

∆Lb = −b2 (eH)m2

4π2

∞∫
0

ds e−sm2
(
cth(eHs)− 1

eHs

)
,

(22)
где b = (b0, 0, 0, b3).

Случай 3 (µ ̸= 0, b = 0). Считая µH малым,
ограничимся разложением до (µH)2 в (10) для ∆L .
Линейный вклад для n ̸= 0 выпадает в силу нечет-
ности по ζ = ±1 выражения ∆L . Тогда как для
основного состояния (n = 0) он отличен от нуля,
ввиду того что знак ζ = +1 или ζ = −1 остает-
ся фиксированным независимо от знака энергии
ϵ= +1, ϵ= −1.

Рассмотрим сначала слагаемые пропорциональ-
ные (µH)2 , где ∆L представим как ∆LµH = ∆LµH

21 +
+∆LµH

22 . Для ∆LµH
21 находим выражение

∆LµH
21 =

eH
4
√
π (2π)2

∞∫
−∞

dp×

×
∑
n,ζ,ϵ

∞∫
1/Λ2

ds
s3/2

e−s(m2+p2+2eHn)(−s(µH)2
)
=

= −2(µH)2
eH

4(2π)2

∞∫
1/Λ2

ds
s

cth(eHs) e−sm2
, (23)

которое выглядит аналогично ∆Lb
21 из случаев 1 и 2.

Перейдем к ∆LµH
22 :

∆LµH
22 =

eH
4
√
π (2π)2

∞∫
−∞

dp×

×
∑
n,ζ,ϵ

∞∫
1/Λ2

ds
s3/2

e−s(m2+p2+2eHn) 2s2(µH)2(m2 + 2eHn).

(24)

Используя соотношение (14) и формулу (11), инте-
грирование в (24) можно выполнить полностью:

∆LµH
22 =

(µH)2Λ2

(2π)2
.

После проведения регуляризации вычитанием ито-
говое суммарное выражение может быть приведено
к виду (см. также [24]):

∆LµH = ∆LµH
21 +∆LµH

22 =

= − (µH)2eH
2(2π)2

∞∫
0

ds
e−sm2

s

(
cth(eHs)− 1

eHs

)
+

+
(µH)2

2(2π)2

(
Λ2 + m2 log

Λ2

m2

)
. (25)

Первое слагаемое сходится, а последнее рассмотрим
вместе с вкладом линейного члена:

∆LµH
1 =

eH(µH)m
(2π)2

∞∫
1/Λ2

ds
s

e−sm2
=

eH(µH)m
(2π)2

log
Λ2

m2 .

(26)
Можно записать

m2(µH)2

2(2π)2
log

Λ2

m2 =
(

κ

4(2π)

)2

(eH)2 log
Λ2

m2 ,

Λ2(µH)2

2(2π)2
=
(

κ

4(2π)

)2

(eH)2Λ2/m2.

В то же время

eH(µH)m
(2π)2

log
Λ2

m2 =
κ

4(2π)2
2(eH)2 log

Λ2

m2 .

Таким образом, имеющиеся расходимости в эффек-
тивном лагранжиане ∆LµH могут быть устранены
за счет перенормировки коэффициента в выражении
для АММ.

Случай 4 (µ ̸= 0, b0 = b ̸= 0). Для рассмотре-
ния общего случая и учета обоих дополнительных
параметров удобно, следуя работе [13], ввести угол
смешивания Θ :

Θ = arctg
b
µH

,

так что

µH = µ̃H cosΘ, b = µ̃H sinΘ, µ̃H =
√

(µH)2 + b2,

где µ̃ — эффективный АММ.
Переход между «старыми» параметрами m, p

и «новыми» m̃, p̃ осуществляется посредством сле-
дующих преобразований:(

m̃

p̃

)
=

(
cosΘ sinΘ

− sinΘ cosΘ

)(
m

p

)
;

(
m

p

)
=

(
cosΘ − sinΘ

sinΘ cosΘ

)(
m̃

p̃

)
,

для которых справедливо соотношение m̃2 + p̃2 =
= m2 + p2.
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В новых переменных спектр (9) запишется в виде

E2 =
(√

m̃2 + 2eHn + µ̃Hζ
)2

+ p̃2.

Учитывая наличие аномалии основного состоя-
ния, рассмотрим отдельно случаи n ̸= 0 и n = 0,
а ∆L = ∆Ln̸=0 +∆Ln=0 .

Пусть n ̸= 0. В разложении эффективного
лагранжиана до второго порядка по малому пара-
метру µ̃ включительно выражение, линейное по µ̃ ,
обращается в нуль ввиду нечетности по ζ , а слагае-
мые, пропорциональные µ̃2 , можно представить как

∆Ln̸=0
2 = (̃µH)2

(eH)2

(2π)2

+∞∫
1/Λ2

e−m2s ds

sh2(eHs)
−

− 1
2

(µ̃H)2
eH

(2π)2
cos2 Θ

+∞∫
1/Λ2

ds
s

e−m2s cth(eHs) +

+
1
2

(µ̃H)2
eH

(2π)2
cos2 Θ

+∞∫
1/Λ2

ds
s

e−m2s +

+ (µ̃H)2
eH

(2π)2
m2 cos2 Θ

+∞∫
1/Λ2

e−m2s ds cth(eHs)−

− (µ̃H)2
eH

(2π)2
m2 cos2 Θ

+∞∫
1/Λ2

e−m2s ds. (27)

Пусть теперь n = 0. Спектр основного состояния,
переписанный в эффективных переменных:

E2 =
(
−m̃ + µ̃H

)2
+ p̃2. (28)

После разложения экспоненты в (10) по малому
параметру µ̃H и вычисления интеграла по импульсу
квадратичный и линейный по µ̃H вклады в эффек-
тивный лагранжиан могут быть записаны как

∆Ln=0
2 = −1

2
(µ̃H)2

eH
(2π)2

cos2 Θ

+∞∫
1/Λ2

ds
s

e−m2s +

+ (µ̃H)2
eH

(2π)2
m2 cos2 Θ

+∞∫
1/Λ2

e−m2s ds, (29)

∆Lµ̃H
1 =

(eH) (µ̃H)m
(2π)2

cosΘ

∞∫
1/Λ2

ds
s

e−sm2
. (30)

После суммирования слагаемых разложения ∆L
итоговое перенормированное выражение, задающее
квадратичный по эффективному АММ µ̃H и па-
раметру, нарушающему лоренц-инвариантность b ,
вклад в эффективный лагранжиан, имеет вид

∆L = − (µ̃H)2
eH

(2π)2

+∞∫
0

ds e−m2s ×

×
(
m2 sin2 Θ+

1
2s

cos2 Θ

)(
cth(eHs)− 1

eHs

)
, (31)

где процедура перенормировки проведена аналогич-
но случаю 3.

Заметим, что итоговое выражение корректно пе-
реходит в частные случаи (µ ̸= 0 и b = 0 или b0 ̸= 0
и µ= 0):

Θ = 0 реализует вариант b = 0, тогда µ̃H = µH
и в этом случае

∆L = ∆LµH =

= −1
2
(µH)2

eH
(2π)2

+∞∫
0

ds
s

e−m2s
(
cth(eHs)− 1

eHs

)
.

(32)

Θ = π/2 реализует вариант µ= 0, тогда µ̃H = b0

и в этом случае

∆L = ∆Lb =

= −b2 eH
(2π)2

m2

+∞∫
0

ds e−m2s
(
cth(eHs)− 1

eHs

)
. (33)

Заключение

В работе получен однопетлевой вклад в эффек-
тивное действие в магнитном поле в квадратичном
порядке отдельно по параметру bµ расширенной
Стандартной модели, который согласуется с рабо-
тами [22, 23] и отдельно в квадратичном порядке
по величине АММ электрона µ . На основе разра-
ботанной авторами техники вычислен вклад в эф-
фективное действие в общем случае (одновременно
µ ̸= 0 и b ̸= 0): учтено как взаимодействия АММ
с внешним магнитным полем, так и взаимодействие
фермионов с фоновым полем bµ в квадратичном
приближении, во всех порядках по полю H . Полу-
ченное выражение в предельных случаях согласует-
ся с частными случаями, рассмотренными в рабо-
тах [22, 23].
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