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Рассматривается задача дифракции поля плоской электромагнитной волны на металли-
ческом наноцилиндре произвольного поперечного сечения. На основе метода дискретных
источников проводится сравнительный анализ как частотных, так и пространственных харак-
теристик рассеяния с учетом эффекта нелокальности. Установлено, что эффект нелокальности
оказывает существенное влияние на характеристики рассеяния. Показано, что использование
модели Друде для индекса рефракции плазмонных частиц в ультрафиолетовой области может
приводить к ошибочным результатам.
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Введение

В 1970-е гг. было замечено, что наноразмер-
ные металлические частицы при облучении све-
том проявляют аномальные рассеивающие свойства.
Возникла гипотеза о том, что индекс рефракции
подобных частиц отличается от индекса рефракции
металлических пленок, которые служат основой для
измерений. Пионером в изучении этого явления
стал израильский ученый R. Ruppin [1]. Именно
его работы заложили теоретические основы анализа
эффекта нелокального взаимодействия в нанораз-
мерных металлических частицах [2–4].

В настоящее время в связи с развитием нано-
плазмоники и ее широким внедрением в многочис-
ленные сферы человеческой деятельности, начиная
от диагностики и лечения заболеваний и кончая
жидкокристаллическими дисплеями и солнечными
элементами, проблема учета эффекта нелокальности
(ЭН) становится все более актуальной [5–8]. Дело
в том, что необходимо очень точно определять как
положение максимума, так и интенсивность плаз-
монного резонанса, возникающего в наночастицах,
их кластерах, а также в сочетаниях частиц с ме-
таллическими пленками. Это положение зависит от
материала частицы, ее формы, окружающей среды
и поляризации внешнего возбуждения. Учет наличия
ЭН может существенно изменять как положение
максимума плазмонного резонанса, так и его вели-
чину [9–12].

Физическая сущность этого эффекта заключает-
ся в том, что по мере того, как размер частиц из
благородных металлов (золото, серебро) становится
меньше, чем свободный пробег электронов в ве-
ществе (< 10 нм), накапливается поверхностный,

а за ним формируется объемный заряд и возни-
кает ток внутри частицы. В этом случае внутрен-
нее электрическое поле Е перестает быть чисто
поперечным (divE = 0) и для адекватного описа-
ния происходящих процессов требуется привлечение
продольных полей (rotE = 0) [13]. Таким образом,
представление для внутреннего электрического поля
дополняется членом gradΦ, где Φ — решение урав-
нения Гельмгольца с волновым числом, отличным от
волнового числа, относящегося к поперечному полю.
Это число определяется в рамках различных теорий
по-разному [13–14]. В настоящее время наиболее
распространенной является гидродинамическая тео-
рия [15], в рамках которой рассматривается урав-
нение движение для электронов внутри частицы,
на основе этого рассмотрения определяется соот-
ветствующее волновое число [16–20]. Привлечение
дополнительного члена в представление для внут-
реннего поля требует наличия дополнительного гра-
ничного условия для однозначного решения задачи
дифракции. Это условие формулируется как обра-
щение в нуль нормальной составляющей внутрен-
него тока, которое трансформируется в граничное
условие непрерывности нормальных компонент элек-
трического поля на поверхности частицы [13–14].
Следует отметить, что ЭН должен учитываться
и при рассмотрении тонких металлических пленок,
а также в случае рассмотрения частиц или полостей
в металлах, имеющих области с малой кривизной
[21–22]. Стоит отметить, что в теории распростране-
ния звуковых волн учет продольных волн, как и ЭН,
является общепринятым [23].

В настоящей работе рассматривается задача ди-
фракции плоской электромагнитной волны на ме-
таллическом цилиндре произвольного поперечного

16 ВМУ. Физика. Астрономия. № 5



32 ВМУ. Серия 3. ФИЗИКА. АСТРОНОМИЯ. 2016. № 5

сечения. Показано, что учет ЭН оказывает суще-
ственное влияние как на интегральные, так и на
дифференциальные характеристики рассеяния, даже
в случае, когда диаметр цилиндра менее 1/50 длины
волны. Установлено, что использование стандартной
модели Друде для индекса рефракции металла мо-
жет приводить к неверным результатам в ультрафи-
олетовой области спектра.

Математическая модель задачи дифракции
на основе метода дискретных источников

Рассматривается задача дифракции поля плоской
электромагнитной волны

{
E0,H0} на бесконечной

цилиндрической структуре (зависимость от коорди-
наты z отсутствует). Предполагается, что электро-
магнитное поле имеет гармоническую зависимость
от времени exp(jωt), тогда граничная задача ди-
фракции с учетом ЭН может быть записана в виде

rotHi(M) = jω(εTET (M) + εLEL(M)),

rotEi(M) = −jωµiHi(M),

Ei(M) = ET (M) +EL(M), M ∈ Di,

rotHe(M) = jωεeEe(M),

rotEe(M) = −jωµeHe(M), (1)

Ee(M) = Es(M) +E0(M), M ∈ De = R2\Di,

nP ×
[
Ei(P)−Es(P)

]
= n×E0(P),

nP ×
[
Hi(P)−Hs(P)

]
= n×H0(P), P ∈ ∂Di,

nP ·
(
Ei(P)−Es(P)

)
= nP ·E0(P)

с условиями излучения Зоммерфельда на беско-
нечности для рассеянного поля

{
Es,Hs}. Здесь{

Ei,e,Hi,e
}

— поле в Di,e; ET — электрическое
поле поперечных волн в среде с соответствующей
диэлектрической проницаемостью εT ; EL — поле
продольных волн с εL. Отметим, что продольная
компонента локализована строго внутри и не вносит
вклад в магнитное поле Hi, так как rot(gradΦ) = 0.
Пусть ТМ-поляризованное поле внешнего возбужде-
ния имеет вид

E0(M) = (−ex sinϕ0 + ey cosϕ0)×
× exp{ike(x cosϕ0 + y sinϕ0)},

H0(M) = −ez · exp{ike(x cosϕ0 + y sinϕ0)}.
(2)

Здесь ex, ey, ez — базис декартовой системы,
ke = ω

√
εeµe — волновое число свободного простран-

ства, π− ϕ0 — угол падения плоской волны по
отношению к оси Ox . Пусть µe = µi, Im εT , εL < 0,
а контур ∂Di ∈ C(2,α) , тогда можно полагать, что
граничная задача дифракции (1) с внешним возбуж-
дением (2) имеет единственное решение.

Отметим, что решение для внутреннего элек-
трического поля Ei = ET + EL строится на основе
решений уравнений Гельмгольца следующего вида:(

∇2 + k2
T
)
rotET = 0,(

β2∇2 +
(
ω2 + iωγ− ω2

p
))

divEL = 0.
(3)

Первое из уравнений (3), где kT = ω
√
εTµi, легко

может быть получено из системы Максвелла в Di.
А второе уравнение получается с использованием
гидродинамической теории [13, 15]. Здесь γ —
скорость затухания в среде, β — гидродинамическая
скорость в плазме, а ωp — плазменная частота [13].
Отметим, что в случае β = 0 поле внутри становится
чисто поперечным divEL = 0.

Будем строить решение для поля вне и внутри
цилиндра на основе метода дискретных источников
(МДИ) [24]. Отметим, что МДИ уже успешно
использовался для анализа рассеивающих свойств
плазмонных структур [25]. В основу представления
для внутреннего поля положим регулярное решение
уравнения Гельмгольца — функцию J0(kRMM0), где
J0(.) — функция Бесселя; k — соответствующее
волновое число, равное kT = ω

√
εT ; µi = µe = 1 для

поперечных волн и kL = ω
√
εL для продольных.

Далее мы будем использовать модель Друде для ди-
электрической проницаемости поперечных волн εT .
Отметим, что эта модель применяется практически
во всех численных расчетах [13, 26]. Тогда имеем

εT = 1−
(ωp/ω)2

1 + (γ/ω)2
− j

γ

ω

(
ωp/ω

)2
1 + (γ/ω)2

,

εL =
1
β2

(
1− j

γ

ω
−

ω2
p

ω2

)2

.

(4)

Теперь, учитывая поляризацию внешнего возбуж-
дения (2), получаем для полей дискретных источни-
ков (ДИ)

ET (M,Mn) = rot(ezJ0(kTRMMn)) =

=
{

1
ρ

∂

∂ϕ
J0(kTRMMn); − ∂

∂ρ
J0(kTRMMn); 0

}
;

EL(M,Mn) = grad(ezJ0(kLRMMn)) =

=
{

∂

∂ρ
J0(kLRMMn);

1
ρ

∂

∂ϕ
J0(kLRMMn); 0

}
;

Hi(M,Mn) =
1
kT

rot rot(ezJ0(kTRMMn)) = (5)

=
{

0; 0;
j
ω

k2
T J0(kTRMMn)

}
.

Рассеянное поле во внешней области
{
Es,Hs}

строится аналогично (5) на основе решений урав-
нения Гельмгольца H (2)

0 (keRMMn) , удовлетворяющих
условиям излучения, а ДИ располагаются в точках
{Mn} ∈ Di, локализованных внутри цилиндра. Таким
образом, представления для полей вне и внутри
цилиндра принимают следующий вид:

EN
T (M) =

N∑
n=1

pT
n E

T (M,Mn),

EN
L (M) =

N∑
n=1

pL
nEL(M,Mn),

HN
i (M) =

N∑
n=1

pT
n Hi(M,Mn), (6)
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Hs
N (M) =

N∑
n=1

pe
nH

s(M,Mn),

Es
N (M) =

N∑
n=1

pe
nE

s(M,Mn).

Неизвестные амплитуды
{
pT
n , pL

n , pe
n
}N

n=1
опреде-

ляются из граничных условий вида(
EN

T (Pl) +EN
L (Pl)

)
· t =

(
Es

N (Pl) +E0(Pl)
)
· t,

HN
i (Pl) · ez =

(
Hs

N (Pl) +H0(Pl)
)
· ez, {Pl}K

l=1 ∈ ∂Di,(
EN

T (Pl) +EN
L (Pl)

)
· n =

(
Es

N (Pl) +E0(Pl)
)
· n. (7)

Здесь t, n — касательный и нормальный векторы
к образующей цилиндра ∂Di . Система (7) выби-
рается переопределенной, когда число точек кол-
локаций превышает число неизвестных амплитуд
K > N . Амплитуды ДИ определяются как нормаль-
ное псевдорешение системы (7) с использованием
регуляризации А.Н. Тихонова в смысле l2 [25].

Заметим, что при отсутствии EL решение задачи
дифракции может быть сведено к определению лишь
одной компоненты поля Hz из решения уравнения
Гельмгольца, через которую выражаются все осталь-
ные [27].

Определив амплитуды
{
pe
n
}N

n=1
, легко вычислить

диаграмму направленности рассеянного поля, кото-
рая определяется как

Es(M)/
∣∣∣E0(M)

∣∣∣= e−jkeρ

√
ρ

F(ϕ) + o(ρ−1/2),

ρ = |M| →∞.

В нашем случае это будет компонента поля Es
ϕ

F(ϕ) =

√
2
πke

· exp
(
j
π

4

) N∑
n=1

pe
n exp{jkeρn cos(ϕ− ϕn)},

(8)
где Mn = (ρn,ϕn) — координаты ДИ. Имея диа-
грамму направленности, легко определить такие ин-
тегральные характеристики, как дифференциальное
сечение рассеяния DSC(ϕ) = |F(ϕ)|2 или сечение
экстинкции.

Численные результаты

В качестве вещества цилиндра будем рассмат-
ривать золото, для которого соответствующие па-
раметры, необходимые для определения индексов
рефракции nT ,L =

√
εT ,L, равны h̄ωp = 8.812 эВ,

h̄γ = 0.0752 эВ, β = 0.0036. Задавая длину волны
внешнего возбуждения λ, вычисляя соответствую-
щее значение h̄ω, легко определить значения εT ,L
по приведенным выше формулам (4).

Начнем с рассмотрения кругового цилиндра.
Несмотря на кажущуюся простоту задачи, вне-
сение ЭН создает существенные дополнительные
трудности при численной реализации даже при ис-

пользовании метода собственных функций [10, 28].
На рис. 1, а приведены результаты расчета сечения
экстинкции (СЭ) для цилиндров диаметром D = 4
и 20 нм в частотном диапазоне. Напомним, что
сечение экстинкции равно сумме сечения поглоще-
ния и рассеяния и это именно та энергия, которая
изымается рассеивателем из плоской волны [29]. Из
рисунка видно, что максимум СЭ в случае учета ЭН
для D = 4 нм сдвигается влево на 32.5 нм (так
называемый «blue shift» [10]), в то время как для
D = 20 нм этот сдвиг составляет всего 7 нм. Кроме
того, если для малого цилиндра различие в СЭ
при λ = 250 нм составляет несколько раз, то для
большего — всего 10% и продолжает уменьшаться
по мере увеличения длины волны. Таким образом
ясно, что учет ЭН существенно сказывается как
на положении максимума, так и на интенсивности.
На рис. 1, б приведены значения индекса рефракции,

Рис. 1. а. Сечение экстинкции для круглого Au-цилин-
дра в зависимости от длины волны λ, нм. Кривая 1 —
D = 4 нм при отсутствии НЭ, 2 — с учетом НЭ,
3 — D = 20 нм при отсутствии НЭ, 4 — с уче-
том НЭ. б. Индекс рефракции, соответствующий ЭН√
εL : (4) в зависимости длины волны λ, µм. Кри-
вая 1 — действительная часть, 2 — мнимая часть
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соответствующего продольным волнам
√
εL. Из ри-

сунка видно, что мнимая часть достигает несколь-
ких сотен величины и уменьшается с ростом длины
волны.

Перейдем теперь к анализу рассеивающих
свойств эллиптических цилиндров. Выберем D =
= 8 нм, λ = 250 нм для этого случая

√
εT = 0.02−

−1.47j (модель Друде) и
√
εL = 1.43−407.9j (4). Бу-

дем осуществлять деформацию цилиндра так, чтобы
площадь эллипса оставалась неизменной и рав-
нялась площади сечения кругового цилиндра. На
рис. 2, а приведено СЭ в зависимости от угла па-
дения плоской волны ϕ0 в диапазоне от 0 до 90◦.
При этом при ϕ0 = 90◦ волна падает перпенди-
кулярно большей оси эллипса. Из рисунка видно,
что СЭ при отсутствии НЭ убывает, в то время
как в случае учета эффекта СЭ возрастает. Причем

Рис. 2. а. СЭ для эллиптического Au-цилиндра
D = 8 нм в зависимости от угла падения плос-
кой волны ϕ0 при λ = 250 нм, модель Друдэ для√
εT : (4). Кривая 1 — r = 1.5 при отсутствии НЭ,

2 — с учетом НЭ, 3 — r = 2.0 при отсутствии НЭ,
4 — с учетом НЭ. б. DSC в зависимости от угла ϕ
для такого же цилиндра, ϕ0 = 90◦. Кривая 1 — при

отсутствии НЭ, 2 — с учетом НЭ

при соотношении осей r = 2 и ϕ0 = 90◦ разница
соответствует порядку величин. На рис. 2, б для
ϕ0 = 90◦ приведены результаты расчета DSC для
этого случая. Из рисунка понятно, что DSC имеет
дипольный характер и интенсивности различаются
более чем на порядок.

Рассмотрим теперь те же самые результаты,
но вместо модели Друде для индекса рефрак-
ции золота используем измеренные значения, взя-
тые из базы [30] (Johnson and Christy). Тогда√
εT = 1.49 − 1.64j. На рис. 3, а приведены резуль-

таты, аналогичные данным рис. 2, а. Заметно, что
кривые для СЭ убывают в обоих случаях и ве-
личины отличаются в полтора раза. На рис. 3, б
приведены сравнительные результаты для DSC при
ϕ0 = 0. Видно, что кривые лишь незначительно раз-
личаются.

Рис. 3. а. СЭ для эллиптического Au-цилиндра
D = 8 нм в зависимости от угла падения плоской
волны ϕ0 при λ = 250 нм, модель Johnson & Christy
для

√
εT : (4). Кривая 1 — r = 1.5 при отсутствии НЭ,

2 — с учетом НЭ, 3 — r = 2.0 при отсутствии НЭ,
4 — с учетом НЭ. б. DSC в зависимости от угла
для такого же цилиндра, ϕ0 = 0. Кривая 1 — при

отсутствии НЭ, 2 — с учетом НЭ
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На наш взгляд, повсеместное использование мо-
дели Друде для индекса рефракции обусловлено
простотой вычисления это особенно важно при при-
менении стандартных пакетов типа FDTD, когда
расчеты проводятся во временной области [31].
Вместе с тем хорошо известно, что модель Друде
дает хорошие результаты в инфракрасной области,
т. е. при λ > 650 нм. Кроме того, численное мо-
делирование ЭН имеет свои особенности, которые
заключаются в том, что дискретизация области
рассеивателя должна осуществляться с учетом дли-
ны волны Ферми, которая для золота составляет
всего λF = 0.5 нм. Поэтому точность численных
результатов, в которых дискретизация составляет
всего 0.2 нм, остается под вопросом. В частности,
при использовании МДИ приходилось брать шаг
дискретизации границы рассеивателя 1 Å и менее.
При этом при D = 8 нм и λ = 250 нм число ДИ
N = 254, а точек коллокаций K = 886 и погрешность
результатов, оцениваема по невязки граничных усло-
вий, составляла всего 0.2%.

Следует также отметить, что в настоящее время
ЭН учитывается при рассмотрении и других ма-
териалов, кроме благородных металлов, например
графена [32].

Заключение

В настоящей работе рассмотрена задача дифрак-
ции плоской электромагнитной волны на металли-
ческом цилиндре произвольного поперечного сече-
ния. Численное решение задачи осуществлялось на
основе метода дискретных источников. Показано,
что учет эффекта нелокальности оказывает суще-
ственное влияние как на интегральные, так и на
дифференциальные характеристики рассеяния, даже
в случае, когда диаметр цилиндра не превышает
1/50 длины волны. Установлено, что использование
стандартной модели Друде для индекса рефрак-
ции металла может приводить к существенно ис-
каженным результатам в ультрафиолетовой области
спектра.
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Analyzing the effect of nonlocality on the scattering properties of a plasmonic nanocylinder using
the discrete-source method
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The problem of the diffraction of the field of a plane electromagnetic wave by a metal nanocylinder with
an arbitrary cross section is considered. Based on the discrete-source method, a comparative analysis of both
frequency and spatial scattering characteristics is performed taking the nonlocal effect into account. It is
found that nonlocality produces a substantial effect on the scattering characteristics. It is demonstrated that
the use of the Drude model for a refractive index of plasmonic particles in the ultraviolet region may lead to
erroneous results.
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