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Предложена классификация феноменологических моделей фазовых переходов для двух-
компонентного параметра порядка методами эквивариантной теории катастроф. Построение
моделей проводится не простым разложением термодинамического потенциала в ряд по
степеням параметра порядка, а на основе числа термодинамических параметров, варьируемых
в эксперименте (температура, давление, химпотенциалы примесей и т. д.). Проведена клас-
сификация моделей с группами симметрии параметра порядка L = Cnv (n = 3, 4, 6) с числом
варьируемых параметров от 1 до 5.
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Введение

Феноменологические модели фазовых переходов
должны удовлетворять, по крайней мере, двум усло-
виям: 1) глобальная минимальность; 2) структурная
устойчивость.

Первое условие выполняется, если члены высших
степеней в разложении термодинамического потен-
циала имеют четные порядки и коэффициенты при
этих членах положительны. Второе условие при
простом разложении в ряд по степеням парамет-
ра порядка (ПП) до 2n-й степени (n > 1) всегда
выполняется только для одного однокомпонентного
ПП [1, 2]. В случае нескольких взаимодействующих
ПП или многокомпонентных ПП этот метод далеко
не всегда позволяет построить структурно устойчи-
вые феноменологические модели. Только применение
теории катастроф (теории особенностей дифферен-
цируемых отображений) [3–7] обеспечивает струк-
турную устойчивость феноменологической модели.
Элементарная теория катастроф давно применяется
для построения и анализа феноменологиеских моде-
лей [8–12], однако, по меткому выражению Постона
и Стюарта, «привлечение теории катастроф в термо-
динамику... произвело больше тепла, чем света» [8].
И лишь эквивариантная теория катастроф, учитыва-
ющая симметрию ПП, [6, 7, 13, 14] позволяет по-
строить структурно устойчивую феноменологиескую
модель. В этом случае необходимыми и достаточны-
ми исходными данными являются: а) целый рацио-
нальный базис инвариантов (ЦРБИ), определяемый
на основе группы симметрии ПП (L-группы [1]),
и б) число параметров, варьируемых в эксперимен-

те (температура, давление, химпотенциалы приме-
сей и т. д.). При такой постановке задачи можно
провести классификацию моделей по числу управ-
ляющих (варьируемых) параметров. В работе [15]
была предпринята попытка классификации феноме-
нологических моделей фазовых переходов для двух
однокомпонентных взаимодействующих параметров
порядка.

1. Алгоритм построения феноменологических
моделей фазовых переходов методами теории

катастроф

Математический метод, представленный ниже,
основан на результатах теории особенностей диф-
ференцируемых отображений, разработанных еще
в 1970–1980-е гг. Однако он изложен в основном
в труднодоступной математической форме [3–5].
В работах [6, 7, 13–15] он успешно применялся для
построения структурно устойчивых феноменологиче-
ских моделей. Для того чтобы слелать более понят-
ным этот метод, следует сформулировать некоторые
основные определения и положения.

Коммутативным кольцом называется множе-
ство R , на котором определены две бинарные опера-
ции сложения и умножения, удовлетворяющие усло-
виям ассоциативности, коммутативности и дистибу-
тивности. Множество полиномов образуют комму-
тативное кольцо. Пусть R[x] — кольцо полиномов
n переменных x = {x1, x2, . . . , xn}. Идеалом данного
кольца называется такое подкольцо полиномов, что
каждый полином кольца, умноженный на полином
из идеала, оказывается принадлежащим идеалу. На-
пример, если R[x] — кольцо мономов одной пере-
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менной: R = {1, x, x2, x3, . . . , xn, xn+1, . . .}, то идеа-
лом в R[x] является подкольцо I = {xn, xn+1, . . .}.
В самом деле, любой элемент кольца, умноженный
на элемент из идеала, принадлежит идеалу. В идеале
всегда есть конечное число элементов, называемых
образующими идеала и порождающих весь идеал.
В кольце мономов порождающим элементом идеала
является моном xn. Фактор-алгеброй Q по идеалу I
называется множество Q = R/I . Для кольца моно-
мов Q = {1, x, x2, x3, . . . , xn−1}.

Градиентным идеалом I∇f некоторой функции
f ∈ R[x] называется множество полиномов, у кото-
рых образующими являются компоненты градиента
функции f , т. е. все полиномы вида

R1(x)
∂f
∂x1

+ R2(x)
∂f
∂x2

+ . . . + Rn(x)
∂f
∂xn

,

где Ri(x) — произвольные полиномы, в том числе
можно принять Ri(x) = 1.

Критической точкой гладкой функции F называ-
ется точка x0 = {x01, x02, . . . , x0n} такая, что

dF(x0) = 0. (1)

Критическая точка называется невырожденной, если

в этой точке det
∥∥∥ ∂2F
∂xi∂xj

∥∥∥ ̸= 0 и вырожденной, если

det

∥∥∥∥ ∂2F
∂xi∂xj

∥∥∥∥ = 0. (2)

Ясно, что точка фазового перехода является вырож-
денной критической точкой функции F , в качестве
которой выступает термодинамический потенциал,
а совместное решение уравнений (1) и (2) определя-
ет границы устойчивости фаз на фазовой диаграмме
этого потенциала.

Для определения конкретного вида гладкой
функции в виде конечного отрезка ряда Тейло-
ра, которая адекватно описывает свойства системы
вблизи вырожденной критической точки, наиболее
универсальным и последовательным является метод,
основанный на спектральной последовательности
фильтрации комплекса Кошуля, подробное и строгое
изложение которого можно найти, например, в [4].
Суть этого метода заключается в следующем.

Предположим, дана гладкая функция n пере-
менных F и зависящая от m параметров αi. То-
гда в окрестности вырожденной критической точ-
ки (за которую без ограничения общности можно
принять точку ноль) функцию F можно разложить
в формальный степенной ряд по степеням xi

F(x) =
∞∑

q=1

aq(α1, . . . ,αm)xq, (3)

где q = (q1, . . . qn), qi = deg xi.
Подбором параметров αi, зависящих от внешних

условий (называемых управляющими параметрами),
на основании теоремы о неявной функции можно
обратить в нуль m первых коэффициентов ряда (3).
Из оставшегося «хвоста» ряда (3) подходящей глад-

кой заменой переменных следует удалить члены,
не влияющие на топологию фазовой диаграммы
в окрестности вырожденной критической точки, ко-
торой является точка фазового перехода, для за-
данного числа m управляющих параметров. Для
этого необходимо представить оставшиеся члены
ряда в виде суперпозиции однородных или квази-
однородных составляющих

F = f0 + f1 + f2 + . . . (4)

степеней N , N+1, N+2, . . . и из оставшегося «хво-
ста» ряда следует удалить члены, принадлежащие
градиентному идеалу, т. е. полиномы

u =
∑

i

Ri(x)
∂F
∂xi

,

где Ri(x) — произвольные полиномы. Для этого
вводится алгебра U векторных полей вида

u =
∑

i

Ri
∂

∂xi
, u ∈U .

Чтобы получить образующие градиентного идеа-
ла I∇F некоторого полинома F(x), достаточно по-
действовать на квазиоднородные составляющие fi
«хвоста» (4) образующими ∂

∂xi
алгебры U .

Сначала следует найти градиентный идеал I∇f0 ,
действуя на квазиоднородную часть f0 всеми век-
торными полями из U :∑

i

Ri
∂f0
∂xi

∈ I∇f0 .

Это первое приближение I∇F .
Далее находится градиентный идеал I∇f1 , для

чего на часть f1, которая не вошла в I∇f0 , подейству-
ем всеми полями из U , сохраняющими f0, т. е. из
стационарной алгебры Sf0 квазиоднородной части f0 :

s0f0 = 0, s0 ∈ Sf0 .

Объединение I∇f1 с I∇f0 дает следующее приближе-
ние градиентного идеала I∇F . Следующий шаг —
нахождение градиентного идеала I∇f2 . На часть f2,
не вошедшую в предыдущее приближение, надо по-
действовать полями из стационарной алгебры Sf0+f1 ,
т. е. такими, что

s0f1 + s1f0 = 0.

На r -м шаге векторные поля sr−1, которые
действуют на квазиоднородную часть fr , должны
определяться из условия

s0fr−1 + s1fr−2 + . . . + sr−1f0 = 0.

В окрестности конечнократной критической точ-
ки такой процесс через несколько шагов сходится
к фактор-алгебре особенности функции F

Q = R[x]/I∇F ,

которая и определяет конечный вид отрезка сте-
пенного ряда, адекватно описывающего свойства
функции F вблизи вырожденной критической точки
для заданного числа управляющих параметров.
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Однако для термодинамических систем с сим-
метрией термодинамический потенциал является це-
лой рациональной функцией инвариантов из ЦРБИ.
Следовательно, разложение термодинамического по-
тенциала необходимо проводить по степеням этих
инвариантов и процедуру спектральной последо-
вательности приведения потенциала к нормальной
форме осуществить с учетом симметрии системы.
Такой учет производится при помощи эквивариант-
ных векторных полей. Эквивариантные векторные
поля определяются таким образом, что действие
этих полей сохраняет симметрию системы. В этом
случае образующие алгебры векторных полей долж-
ны иметь вид

Vk =
∑

i

∇iJk
∂

∂ηi
, (5)

где Jk — инварианты из ЦРБИ; ηi — компоненты
ПП, играющие здесь роль независимых переменных;
∇iJk = ∂Jk

∂ηi
.

При построении нормальных форм термодинами-
ческих потенциалов с симметрией можно работать
как в пространстве параметров порядка, так и в про-
странстве инвариантов из ЦРБИ. В последнем слу-
чае выражение для эквивариантных векторных по-
лей имеет вид

Uk =
∑
m,i

(∇iJk∇iJm)
∂

∂Jm
. (6)

Следует отметить, что коммутаторы эквивари-
антных векторных полей также входят в алгебру
этих полей, т. е. алгебра эквивариантных векторных
полей должна быть замкнута относительно опе-
рации коммутирования. В остальном спектральная
последовательность приведения к нормальной форме
функций с симметрией вполне аналогична схеме для
функций общего положения.

Универсальный характер алгоритма дает возмож-
ность получить феноменологическую модель любой
степени сложности с любым числом варьируемых
параметров. Кроме того, таким образом можно раз-
делить коэффициенты потенциала Ландау на две
группы: на зависящие от внешних условий (варьиру-
емые или управляющие) параметры и не зависящие
от них, называемые модулями.

Эти группы параметров играют разную роль.
Бифуркационная диаграмма в пространстве управ-
ляющих параметров определяет фазовую диаграм-
му и остальные характеристики термодинамической
системы. А модули определяют тип бифуркацион-
ной диаграммы. При выделенных значениях мо-
дулей термодинамический потенциал вырождается.
Эти значения делят пространство модулей на части.
Разным частям этого пространства соответствуют
потенциалы одного типа, но с качественно различ-
ными бифуркационными диаграммами. Варьирова-
ние модулей в феноменологической теории фазовых
переходов недопустимо, так как приводит к воз-
можности принятия ими выделенных значений. Со-

ответствующие им термодинамические потенциалы
относятся уже к другому типу.

2. Построение эквивариантных векторных
полей для групп L = Cnv в пространстве

базисных инвариантов и пример:
феноменологическая модель фазовых переходов

для параметра порядка с L = C6v

Базисные инварианты для групп L = Cnv
(n = 3, 4, 6) удобно представить в виде

J1 = ηη∗, J2 =
1
2

(
ηn + η∗n) ,

где η = η1 + iη2, звездочка означает комплексное
сопряжение; η1 и η2 — компоненты ПП. Эквива-
риантные векторные поля в пространстве ПП опре-
деляются по формулам (5):

V1 = 2η1
∂

∂η1
+ 2η2

∂

∂η2
,

V2 =
n
2

[(
ηn−1 + η∗n−1

) ∂

∂η1
+ i

(
ηn−1 − η∗n−1

) ∂

∂η2

]
,

а в пространстве базисных инвариантов — по фор-
мулам (6):

U1 = 4J1
∂

∂J1
+ 2nJ2

∂

∂J2
,

U2 = 2nJ2
∂

∂J1
+ n2Jn−1

1
∂

∂J2
.

(7)

Для дальнейших расчетов сделаем замену пе-
ременных (η1, η2) → (r,φ) : η = reiφ. Тогда J1 = r2,
J2 = rn cosnφ.

Рассмотрим в качестве примера построение фено-
менологической модели фазовых переходов с груп-
пой симметрии параметра порядка L = C6v с тремя
варьируемыми параметрами. В этом случае ЦРБИ
для двухкомпонентного ПП имеет вид

J1 = r2, J2 = r6 cos 6φ

и эквивариантные векторные поля в пространстве
базисных инвариантов определяются по формуле (7)
с n = 6:

U1 = 4J1
∂

∂J1
+ 12J2

∂

∂J2
,

U2 = 12J2
∂

∂J1
+ 36J5

1
∂

∂J2
.

(8)

Разложим термодинамический потенциал в ряд по
степеням базисных инвариантов и выделим слагае-
мые, однородные по степеням ПП. Тогда

F = a1J1︸︷︷︸
2

+a2J2
1︸︷︷︸

4

+a3J3
1 + a4J2︸ ︷︷ ︸

6

+a5J4
1 + a6J1J2︸ ︷︷ ︸

8

+ . . . .

(9)
Под фигурными скобками указаны степени слагае-
мых по компонентам ПП. Подходящим подбором па-
раметров, варьируемых в эксперименте, можно поло-
жить a1 = a2 = a3 = 0 (такой подбор гарантируется
теоремой о неявной функции [3, 4]). Тогда из (9)
следует, что однородная часть наименьшей степени
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шесть f0 = J2. Подействуем на нее эквивариантными
векторными полями (8):

U1f0 = 12 J2 ∈ I∇f0 ,

U2f0 = 36 J5
1 ∈ I∇f0 .

(10)

Из (10) следует, что все мономы Jk1
1 Jk2

2 с k1 > 0,
k2 > 1, а также с k1 > 5, k2 > 0 принадлежат идеалу,
и безразмерный математический термодинамический
потенциал с тремя варьируемыми параметрами име-
ет вид

F = a1J1 + a2J2
1 + a3J3

1 + J2 + b1J4
1 . (11)

Последнее слагаемое в модели (11) не попало в гра-
диентный идеал I∇F , и коэффициент b1 в этом сла-
гаемом не является варьируемым параметром. Как
уже отмечалось выше, в теории катастроф и теории
особенностей дифференцируемых отображений та-
кие коэффициенты называются модулями [3, 4, 6, 7].
Модули отличаются от варьируемых параметров тем,
что не зависят от внешних термодинамических па-
раметров и определяют только тип бифуркуционной
фазовой диаграммы. В данном случае b1 > 0, что
необходимо для обеспечения глобальной минималь-
ности феноменологической модели (11). Этот резуль-
тат не может быть получен без применения методов
теории катастроф.

Аналогичным образом строятся и другие фе-
номенологические модели. Как видно из данного
примера, для построения потребовалось только зна-
ние группы симметрии ПП и число управляющих
параметров, варьируемых в эксперименте.

3. Феноменологические модели с L = Cnv
и c = 1, . . . , 5

Построение феноменологических моделей фазо-
вых переходов методами теории катастроф позво-
ляет провести классификацию термодинамических
потенциалов по числу управляющих параметров.
Подобные классификации проводились для элемен-
тарных катастроф [8, 9, 16], для функций общего
положения, причем в последнем случае оказалось,
что классификация должна проводиться не по числу
управляющих параметров, а по количеству моду-
лей в нормальной форме функций [3, 4]. В рабо-
те [17] представлена классификация так называе-
мых min-функций, т. е. функций общего положения,
имеющих в нуле глобальный минимум. Min-функ-
ции могут использоваться в качестве феномено-
логических моделей фазовых переходов с взаимо-
действующими параметрами порядка в системах,
не обладающих симметрией [18]. Классификация
нормальных форм функций с симметрией, которыми
являются феноменологические модели фазовых пе-
реходов с двухкомпонентными параметрами поряд-
ка, представлена в табл. 1–3. Коэффициенты ai —
управляющие параметры, bi — модули.

Следует отметить, что в теории особенностей
дифференцируемых отображений максимальное чис-

ло невырожденных критических точек, на которые
распадается вырожденная критическая точка при
изменении параметров, называется кратностью µ
вырожденной критической точки. Кратность связана
с числом управляющих параметров, варьируемых
в эксперименте c и модальностью m (количеством
модулей) простым соотношением [3, 4]

µ = m + c + 1.

В табл. 1–3 в первом столбце указано число
управляющих параметров моделей, во втором —
однородная часть функции f0 . В третьем столбце
приведены феноменологические модели F , соответ-
ствующие данному числу управляющих параметров,
в пятом и шестом столбцах указаны модальность
и кратность вырожденной критической точки, ко-
торой является точка фазового перехода. Следует
отметить, что кратность учитывает не только число
точек минимума, но и максимумы. Поэтому коли-
чество особых точек [19] на фазовых диаграммах
моделей определяется как [µ/2], где квадратные
скобки означают целую часть числа.

Некоторые модели, представленные в таблицах,
внешне совпадают с моделями, построенными тра-
диционным методом простого разложения в ряд
Тейлора [20–22]. Однако есть два существенных
отличия. Во-первых, в теории катастроф разложе-
ние проводится в формальный, т. е. не обязательно
сходящийся ряд Тейлора и не требующий малости
ПП. Во-вторых, не все феноменологические коэф-
фициены в термодинамическом потенциале зависят
от параметров, варьируемых в эксперименте. Однако
в ряде работ последних лет [14, 15, 23–25] методы
эквивариантной теории катастроф успешно приме-
няются для построения феноменологиеских моделей
фазовых переходов.

4. Анализ фазовых диаграмм

Фазовые диаграммы моделей с одним варьи-
руемым параметром порядка одномерны и содер-
жат одну вырожденную критическую точку фазо-
вых переходов из высокосимметричной фазы (00)
в низкосимметричную (η0) или (ηη). Перенормиров-
кой ПП и феноменологических коэффициентов мож-
но показать [13], что феноменологические модели
в этом случае сводятся к потенциалу Ландау для
одного однокомпонентного ПП. У моделей с двумя
варьируемыми параметрами — двумерные фазовые
диаграммы. Примечательно, что эти модели для
L = C3v и L = C4v имеют не только одинаковый вид
в пространстве базисных инвариантов

Φ = a1J1 + a2J2 + J2
1 + b1J2

2 (12)

(различие только в инвариантах J2 ), но и оди-
наковую топологию фазовых диаграмм. Потенциа-
лы (12) описывают все возможные фазы, присущие
моделям с данной симметрией ПП. Для L = C3v
это фазы: I. (00), II. (η0), III. (−η0), IV. (η1η2 );
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Та б л иц а 1
Феноменологические модели с L = C3v

c f0 F m µ

1 J2 Нет модели

2 J2
1 a1J1 + a2J2 + J2

1 + b1J2
2 1 4

3 J1J2 a1J1 + a2J2 + a3J2
1 + J1J2 + b1J2

2 + J3
1 1 5

4 J3
1 + J2

2 a1J1 + a2J2 + a3J2
1 + a4J1J2 + J3

1 + J2
2 + J1J2

2 + b1J4
1 1 6

5 J2
2 a1J1 + a2J2 + a3J2

1 + a4J1J2 + a5J3
1 + J2

2 + b1J4
1 + b2J5

1 2 8

Т а б л иц а 2
Феноменологические модели с L = C4v

c f0 F m µ

1 J2
1 + b1J2 a1J1 + J2

1 + b1J2 1 3

2 J2
1 a1J1 + a2J2 + J2

1 + b1J2
2 1 4

3 J3
1 + b1J1J2 a1J1 + a2J2 + a3J2

1 + b1J1J2 + J3
1 + b2J2

2 + J4
1 2 6

4 J3
1 a1J1 + a2J2 + a3J2

1 + a4J1J2 + J3
1 + b1J2

2 + b2J1J2
2 2 7

5 J4
1 + b1J2

1 J2 + J2
2 a1J1 + a2J2 + a3J2

1 + a4J1J2 + a5J3
1 + J2

2 + J4
1 + b1J2

1 J2 + b2J5
1 + b3J6

1 + b4J3
2 4 10

Т а б л иц а 3
Феноменологические модели с L = C6v

c f0 F m µ

1 J2
1 a1J1 + J2

1 + b1J2 1 3

2 J3
1 + b1J2 a1J1 + a2J2

1 + J3
1 + J2 + b1J1J2 1 4

3 J2 a1J1 + a2J2
1 + a3J3

1 + J2 + b1J4
1 1 5

4 J4
1 + J1J2 a1J1 + a2J2

1 + a3J3
1 + a4J2 + J4

1 + J1J2 + b1J5
1 + b2J6

1 2 7

5 J1J2 a1J1 + a2J2
1 + a3J3

1 + a4J2 + a5J4
1 + J1J2 + b1J5

1 + b2J2
2 2 8

Фазовая диаграмма модели (12): 1 — граница фазовых
переходов первого рода, 2 — граница фазовых перехо-

дов второго рода, 3 — границы равновесия фаз

модель с L = C4v описывает фазы I. (00), II. (η0),
III. (ηη), IV. (η1η2 ) (рисунок). Парабола 1 является
границей фазовых переходов 1-го рода, полукубиче-
ская парабола 2 в полуплоскости a1 < 0 — граница
фазовых переходов 2-го рода в низкосимметричную

фазу (η1η2 ), кривые 3 — границы равновесия фаз.
Точка 0 на фазовой диаграмме — тетракритиче-
ская точка, в которой сходятся границы всех че-
тырех фаз, т. е. кратность этой точки равна µ = 4
(см. табл. 1 и 2).

Заключение

Применение методов теории катастроф с учетом
симметрии ПП (L-группы) позволяет классифициро-
вать феноменологические модели фазовых переходов
по числу термодинамичеких параметров, варьируе-
мых в эксперименте. При этом феноменологические
коэффициенты в разложении термодинамического
потенциала делятся на зависящие от внешних усло-
вий (управляющие параметры) и не зависящие от
них (модули). Эти результаты нельзя получить, ис-
пользуя традиционный метод построения феномено-
логических моделей разложением в ряд по степеням
малого параметра или малых ПП. Попытка варьи-
рования модуля в широких пределах в отличие от
управляющего параметра может привести к потере
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структурной устойчивости и глобальной минималь-
ности, а также к появлению на фазовой диаграмме
модели безгистерезисных фазовых переходов перво-
го рода, как это сделано в работе [2]. Классифи-
кация позволяет использовать готовые структурно
устойчивые модели с разной степенью сложности
и размерности фазовых диаграмм в зависимости от
числа варьируемых параметров (температуры, давле-
ния, химпотенциалов примесей и т. д.).
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Classification of phenomenological phase transition models by the methods of equivariant catastrophe
theory: models with L = Cnv (n = 3, 4, 6)
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A classification of phenomenological phase-transition models for the two-component order parameter by the
methods of equivariant catastrophe theory is proposed. The models are constructed on the basis of the number
of thermodynamic parameters that are varied in an experiment (temperature, pressure, chemical potentials
of admixtures, etc.) instead of the simple expansion of the thermodynamic potential in an order parameter
power series. The classification of models with the order parameter symmetry groups L = Cnv (n = 3, 4, 6)
with the number of varied parameters from 1 to 5 is performed.
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