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Исследуется, насколько естественные генераторы случайных чисел могут вопроизвести
явление перемежаемости при переносе векторных полей в случайных средах. В качестве наи-
более перспективного генератора предлагается генератор, основанный на анализе финансовых
индексов. Показано, что даже он, однако, не воспроизводит реализацию, достаточно длинную
для того, чтобы уверенно зарегистрировать это явление, в то время как искусственный гене-
ратор C++ справляется с этой задачей. Обсуждается перспектива использования каскадных
моделей турбулентности как искомого генератора.
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Введение

Представление о случайном поле широко приме-
няется в физике, например, при описании турбу-
лентных потоков [1]. При этом часто используются
тонкие результаты теории вероятностей, основанные
на далеко не очевидных свойствах этого математи-
ческого объекта. Вопрос о том, как эти свойства
абстрактного математического объекта соотносят-
ся со свойствами реальной турбулентности, еще
недостаточно исследован. Очевидно, что при таком
сопоставлении нужно фиксировать, какими именно
свойствами турбулентности мы интересуемся.

В рамках настоящей работы мы ограничиваем-
ся вопросом об описании явления перемежаемости,
которое возникает при переносе векторных полей
в случайных средах (напр., [2]). Явление переме-
жаемости состоит в том, что почти каждая реализа-
ция случайного векторного поля растет экспоненци-
ально, среднее значение модуля поля тоже растет
экспоненциально, однако скорость роста среднего
больше, чем скорость роста реализаций. Еще быст-
рее растет стандартное уклонение векторного поля,
а скорость роста более высоких моментов растет
с ростом номера момента. Такое необычное поведе-
ние статистических моментов объясняется появлени-
ем очень редких пространственных областей и/или
реализаций, в которых магнитное поле некоторое
достаточно долгое время растет аномально быстро
по сравнению с типичной скоростью роста.

Явлeние перемежаемости, обнаруженное в вы-
числительных экспериментах магнитной гидродина-
мики и подтвержденное астрономическими наблю-
дениями, возникает при переносе различных век-
торных полей, но его изучение удобно проводить

на конкретном примере. Здесь мы исследуем пере-
межаемость в рамках простой, но физически инте-
ресной задачи о распространении света во Вселен-
ной с неоднородностями, указанной Я. Б. Зельдо-
вичем [3]. С формальной точки зрения эта задача
сводится к решению уравнения Якоби

y′′ + K(t)y = 0, (1)

где y(t) — поле Якоби, т. е. коэффициент пропор-
циональности между расстоянием от двух геоде-
зических на плоскости, расходящихся под малым
углом θ друг от друга на расстоянии t от на-
чала и углом θ, кривизна K(t) рассматривается
как случайных процесс. Естественные начальные
условия для задачи Зельдовича имеют вид y(0) = 0,
y′(0) = 1. Суть указанного Зельдовичем эффекта
состоит в том, что даже если в среднем величина K
равна нулю, то за счет флуктуаций поле Якоби y
растет экспоненциально с увеличением расстояния
от наблюдателя (оно выражается через время рас-
пространения света t ). Другими словами, кажется,
что Вселенная имеет отрицательную кривизну [3].

Изучение эффекта Зельдовича проводилось как
методами теории вероятностей [4], так и методами
прямого численного моделирования (напр., [5–7]).
В обоих подходах подтверждается представление
о перемежаемом росте поля Якоби: растут как его
реализации, так и статистические моменты, причем
моменты растут быстрее реализаций, а скорость
роста моментов увеличивается с номером момента.
В работах по прямому численному моделированию
этой задачи в качестве генератора случайных чисел
использовался один из стандартных генераторов,
например генератор C++.
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Однако в работе [8] обнаружено, что если в каче-
стве набора случайных чисел при таком моделирова-
нии использовать для этого последовательность де-
сятичных знаков, скажем, в числе π, то реализации
решения уравнения Якоби по-прежнему экспоненци-
ально растут, однако прогрессивный рост моментов
обнаружить не удается. Напомним, что обычно при-
нято считать, что последовательность десятичных
знаков иррациональных чисел и, в частности, чис-
ла π можно рассматривать как случайную последо-
вательность. Другими словами, генератор C++ дает
более совершенную случайную последовательность,
чем генератор, основанный на свойствах числа π.

Теперь естественно возникает вопрос о том, на-
сколько свойство перемежаемости для уравнения
Якоби воспроизводится с помощью генератора слу-
чайных чисел, связанного с каким-нибудь есте-
ственным процессом. Подчеркнем, что в литературе
высказывается мнение, что спиральный и неспираль-
ный турбулентный потоки вызывают принципиаль-
но разные турбулентные каскады: в одном случае
каскад перемежаемый, а в другом — неперемежае-
мый [9]. Проверка этого утверждения представляет-
ся непростой (см. ниже), но важной задачей.

Главная возникающая здесь трудность состоит
в том, что нам нужен естественный процесс, да-
ющий доcтаточно большой набор чисел, которые
можно было бы считать независимыми и равно-
распределенными. В самом деле, опыт моделиро-
вания решений уравнения Якоби с помощью ге-
нератора C++ показывает, что для воспроизведе-
ния явления перемежаемости необходимо провести
усреднение по приблизительно 5 · 105 независимых
реализаций. Поскольку для построения каждой ре-
ализации приходится использовать приблизительно
100 чисел, то всего нам нужно около 5 · 107 равно-
распределенных случайных чисел. Это число очень
велико, однако заметно меньше, чем то число неза-
висимых случайных чисел (109 ), которое должен
давать генератор C++ согласно его техническим
характеристикам. С другой стороны, число оборотов
вихрей, скажем, в конвективной оболочке Солнца за
время его существования вполне может быть столь
же большим.

Трудно представить себе лабораторный физиче-
ский эксперимент, который проводится достаточ-
но долго и документируется достаточно подробно
для того, чтобы дать столь длинную запись его
результатов. В поисках подходящего естественного
генератора случайных чисел приходится обратиться
к финансовым индексам, получаемым при бирже-
вой торговле различными акциями. В этом случае
проведение эксперимента не требует специальных
затрат, а его результаты доступны на соответству-
ющих ресурсах, публикующих результаты торгов.
Тем не менее формирование достаточно длинного
ряда чисел и здесь оказывается непростой задачей,
требующей специальных усилий. Отметим, что со-

временные генераторы случайных чисел (например,
генератор C++) в штатном режиме справляются
с такой задачей.

1. Генератор случайных чисел,
основанный на котировках акций

В финансовой математике [10] принято считать,
что из последовательности котировок акций an
в близкие моменты времени t = nτ, где τ —
подходящим образом выбранный шаг по времени,
можно построить последовательность независимых
случайных чисел по правилу

Kn = ln(an+1/an). (2)

Мы воспроизвели это построение, использовав дан-
ные сайта finam.ru, который публикует котировки
акций на торгах на Московской бирже за послед-
ние 10 лет. Представляется, что более длинные
временны́е ряды брать не следует, поскольку на
таких больших временах трудно надеяться на ста-
ционарность получаемых данных. В качестве τ мы
выбирали 1 минуту, поскольку за меньшее время
эти котировки обычно меняются мало. Даже при
этом для того, чтобы получить достаточно большой
набор случайных чисел, нам приходится комбиниро-
вать данные по многим (конкретно 50) различным
акциям.

В результате можно собрать N = 1.2 · 107 чисел.
Это несколько меньше, чем удается использовать
при работе с генератором C++, однако дальнейшее
расширение набора акций кажется опасным.

Поведение кривизны K , построенной с помощью
этого генератора, действительно выглядит как по-
ведение реализации некоторого стационарного слу-
чайного процесса. Эмпирическая функция распре-
деления (рис. 1) кривизн, полученных с помощью
финансового генератора и генератора C++, конечно,
не совпадают в точности. Обращает на себя внима-
ние разрыв функции распределения для финансового
генератора вблизи нуля. Он означает, что в заметном
числе случаев за время τ не происходило изменения
котировок, так что уменьшать величину τ действи-
тельно не имеет смысла.

Непосредственное использование полученного
с помощью финансового генератора набора слу-
чайных кривизн для построения поля Якоби пока-
зывает, что не растут не только индивидуальная
реализация, но и статистические моменты. Это про-
исходит потому, что значения кривизн, полученных
с помощью финансового генератора, малы (поряд-
ка 10−3 ) и выход на растущий режим происходит
очень медленно. Для того, чтобы получить рост
решения, необходимо пронормировать кривизны так,
чтобы их типичное значение стало сопоставимым
с единицей (мы умножали значения K на 103 ).
Описанное явление кажется естественным, но ранее
не отмечалось в работах по тестированию генера-
торов случайных чисел на предмет воспроизведения
явления перемежаемости.
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Рис. 1. Эмпирические функции распределения для
случайных кривизн, полученных с помощью финансо-
вых индексов (точки), тот же генератор после селек-
ции (штриховая линия) и генератора C++ (сплошная
линия). Чтобы поместить графики на одной панели,
величины K в первых двух случаях умножены на 103

После указанной нормировки индивидуальное ре-
шение уравнения Якоби растет экспоненциально,
однако первые статистические моменты решения
растут с той же скоростью, т. е. явления перемеже-
мости не наблюдается. Это происходит потому, что
полученная реализация случайного процесса недо-
статочно стационарна во времени. Действительно,
построим накопленную сумму Sn квадратов значе-
ний Ki от i = 0 до i = n как функцию n (рис. 2).
Для стационарного случайного процесса эта функ-

Рис. 2. Накопленная сумма квадратов K(n)
как функция n

Рис. 3. Накопленная сумма квадратов Sn селектиро-
ванного ряда K(n) (сплошная линия) как функция n
и аналогичная кривая для генератора C++ (штрихи).
Для того чтобы сделать графики сравнимыми, первая

из сумм домножена на 106

ция должна быть линейной, а на рисунке она дале-
ка от линейной. Наблюдаемые скачки накопленной
суммы, по-видимому, объясняются тем, что время
от времени одна акция обменивается на несколько
(так называемый сплит), тем, что мы склеивали
результаты котировок различных акций, и другими
отклонениями от принятой модели. Такие грубые
промахи время от времени встречаются в физи-
ческих экспериментах. При обработке данных их,
конечно, нужно селектировать.

Мы тоже провели селекцию и удалили данные,
которые давали аномально большие (по модулю)
значения по сравнению с медианным K. График
накопленной суммы Sn (рис. 3) становится близ-
ким к линейному, если отбрасываются значения K,
которые в

√
15 раз больше медианного значения.

После соответствующего масштабирования этот гра-
фик практически неотличим от соответствующего
графика для генератора C++.

2. Рост поля Якоби и его моментов

Мы обнаружили, что при использовании селек-
тированного ряда чисел K для моделирования по-
ля Якоби его индивидуальная реализация растет
приблизительно экспоненциально (рис. 4). На этом
рисунке видно, что логарифм поля Якоби прибли-
зительно линейно увеличивается со временем, хотя,
конечно, видны и существенные флуктуации отно-
сительно этой линейной зависимости. В частности,
на рисунке видно, что время от времени на графике
возникают направленные вниз пики. Это происходит
потому, что мы следим за поведением поля Якоби y,
тогда как с точки зрения изучения поведения произ-
ведения случайных матриц было бы более последо-
вательно следить за поведением двумерного вектора,
составленного из поля y и его производной y′.
Длина такого вектора растет без отмеченных пиков,
однако одна из компонент вектора время от времени
обращается в нуль, что и вызывает пик. Подоб-
ное же поведение известно для генератора C++.
Поскольку наш генератор не вносит в это явление
ничего нового, мы не иллюстрируем эту деталь
явления более подробно.

Рис. 4. Рост поля Якоби для селектированного
ряда кривизн
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Поведение высших статистических моментов по-
казано на рис. 5, где, для того чтобы сделать
результаты сопоставимыми, из значений моментов
извлечены корни соответствующих порядков. На ри-
сунке видно, что моменты растут с приблизительно
одинаковой скоростью (графики следуют параллель-
ным прямым). Возможно, в начале графиков заметен
небольшой участок, где высшие моменты опережают
первый, однако на имеющемся материале трудно
утверждать это с уверенностью.

Рис. 5. Моменты поля Якоби для селектированного
ряда кривизн: первый момент — сплошная линия,
второй — штриховая, третий — штрихпунктирная,

четвертый — точки

Для аналогичных кривых, полученных с помо-
щью генератора C++, например в работах [4–6], для
первых двух моментов в начале графиков хорошо
видны прямолинейные участки, имеющие разные
наклоны. При увеличении аргумента эти наклоны
становятся одинаковыми потому, что усреднение
ведется хотя и по очень большому, но конечно-
му ансамблю реализаций. Теоретические результа-
ты [3], предсказывающие прогрессивный рост мо-
ментов и при больших значениях аргумента, рас-
сматривают усреднение по бесконечно большому
ансамблю. Чем больше значение аргумента, тем
большего размера ансамбль нужен для того, чтобы
редкие события, определяющие прогрессивный рост,
еще попадали в рассматриваемый ансамбль.

Итак, даже набор случайных кривизн, основан-
ный на финансовых индексах, не позволяет заметить
прогрессивный рост статистических моментов.

Мы попытались улучшить результат, произведя
рекомендованную [10] замену времени, используя
в качестве новой переменной накопленную сумму
квадратов селектированного ряда кривизн, изобра-
женную на рис. 4, однако это не привело к заметно-
му улучшению результата.

3. Обсуждение результатов

Мы убедились в том, что последовательность
случайных кривизн, основанная на финансовых ин-
дексах, даже после проведения селекции не позво-
ляет зафиксировать прогрессивный рост статистиче-
ских моментов в простейшем примере, приводящий

в теоретических работах к явлению перемежае-
мости. Данные, полученные при изучении других
естественных процессов, кажутся еще менее обеща-
ющими. Конечно, запись показаний какого-нибудь
физического прибора, скажем, на космической стан-
ции, может в принципе содержать и больший объем
чисел, но трудно рассчитывать на однородность
этого набора. В этом смысле естественные процессы
проигрывают современным генераторам случайных
чисел.

Еще более проблематичным выглядит задача те-
стирования данных о, скажем, турбулентных пото-
ках на предмет того, насколько в этих потоках воз-
никает явление перемежаемости. Эта задача пред-
ставляет очевидный теоретический и практический
интерес. В то же время перспективы того, что люди
потратят огромные усилия и средства для получения
в физическом эксперименте огромного набора одно-
родных случайных чисел, кажутся сомнительными.
Такой набор случайных чисел может реализовы-
ваться в небесных телах за счет их огромных,
несопоставимых с лабораторными размеров. Этот
набор, однако, нереально (как по техническим, так
и по экономическим причинам) получить и в ходе
астрономических наблюдений. Не лучше выглядят
и перспектива получить нужный набор случайных
чисел при численном моделировании гидродинами-
ческой турбулентности. Не говоря даже об огром-
ных вычислительных трудностях, даже постпроцес-
синг гипотетической компьютерной симуляции нуж-
ного масштаба представил бы трудноразрешимую
проблему.

Представляется, что разумный компромисс в изу-
чении этой проблемы мог бы состоять в использо-
вании в качестве генератора нужного набора (псев-
до)случайных чисел каскадных моделей турбулент-
ности (напр., [11]). Эти модели хорошо воспроизво-
дят свойства реальной турбулентности, но описыва-
ются с помощью систем сравнительно небольшого
числа обыкновенных дифференциальных уравнений.
Получение на их основе необходимого набора (псев-
до)случайных чисел представляется хотя и сложной,
но посильной задачей. В рамках этого подхода
выглядит реальным, скажем, сравнение свойств спи-
ральной и неспиральной турбулентности на предмет
поиска явления перемежаемости при росте магнит-
ного поля в потоке проводящей жидкости (задача
динамо) и, в частности, верификация представлений
работы [9] о принципиальном различии переноса
в задачах о спиральной и неспиральной турбулент-
ностях. Конечно, такие задачи далеко выходят за
рамки этой статьи.

Еще раз подчеркнем, что анализ финансовых
рынков не входил в наши задачи. Однако полу-
ченный результат, как нам кажется, означает, что
к предсказательной способности результатов финан-
совой математики нужно относиться с определенной
осторожностью. Еще одной очевидной возможно-
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стью развития этой тематики в плане приложений
к изучению финансовых рынков было бы сравне-
ние с данными котировок, полученных на других
биржах, например на Нью-Йоркской бирже. Мы
не видим в наших результатах прямых указаний
на возможность того, что это могло бы повлиять
на результат, но, конечно, это трудно исключить
заранее.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РНФ (грант16-41-02012).
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The intermittency of vector fields and random-number generators
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We examine how well natural random-number generators can reproduce the intermittency phenomena that
arise in the transfer of vector fields in random media. A generator based on the analysis of financial indices
is suggested as the most promising random-number generator. Is it shown that even this generator, however,
fails to reproduce the phenomenon long enough to confidently detect intermittency, while the C++ generator
successfully solves this problem. We discuss the prospects of using shell models of turbulence as the desired
generator.
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