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Проведен расчет нелинейного воздействия поля электрического диполя на распространение
электромагнитных волн в эйкональном приближении параметризованной постмаксвелловской
электродинамики вакуума. Вычислены углы нелинейно-электродинамического искривления
лучей, по которым происходит распространение электромагнитного импульса, и разности
времен распространения нормальных волн от источника электромагнитного излучения до
приемника.
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Введение

Согласно представлениям современной теорети-
ческой физики [1, 2] электродинамика в вакууме
является нелинейной теорией. Однако эта нелиней-
ность существенно проявляется при полях, срав-
нимых с квантово-электродинамической индукцией
Bq = 4.41 · 1013 Гс. Так как величина полей, которые
можно создать в лабораторных условиях, и даже
поля, которые имеются у астрофизических объектов,
меньше значения Bq, то для теоретического исследо-
вания различных нелинейно-электродинамических
процессов используется постмаксвелловское прибли-
жение [3, 4], которое аналогично постньютоновско-
му формализму [5] в теории гравитации. В этом
подходе лагранжиан нелинейной электродинамики
вакуума записывается в параметризованном виде:
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]}
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где ξ = 1/B2
q , I2 = FnkFkn и I4 = FnkFkmFmiF in —

инварианты тензора электромагнитного поля Fkn;
η1,2 — постмаксвелловские параметры, величина
которых различна в разных теоретических моделях
нелинейной электродинамики вакуума.

В частности, в теории Гейзенберга–Эйлера,
являющейся следствием квантовой электродина-
мики [6], численные значения [7] параметров
η1 и η2 различаются: η1 = e2/(45πh̄c) = 5.1 · 10−5,
η2 = 7e2/(180πh̄c) = 9.0 ·10−5, в то время как в нели-
нейной электродинамике Борна–Инфельда [8] они
равны друг другу.

Уравнения электромагнитного поля в теории с ла-
гранжианом (1) имеют вид [9, 10]

∂

∂xn

{
[1 + ξ(η1 − 2η2)I2]Fmn + 4ξη2FmkFkpFpn} =

= −4π
c

jm. (2)

Вторая пара уравнений электромагнитного поля
совпадает с соответствующими уравнениями теории
Максвелла:

∂Fkn

∂xm +
∂Fnm

∂xk +
∂Fmk

∂xn = 0. (3)

Прямые методы интегрирования систем нелиней-
ных дифференциальных уравнений в частных про-
изводных первого порядка (2), аналогичные мето-
дам [11–13] интегрирования линейных дифферен-
циальных уравнений, в настояшее время не разра-
ботаны, а имеются только несколько частных мето-
дов [14–16]. Поэтому для задач, где maxFik < Bq,
удобно использовать метод последовательных при-
ближений. Этот метод применялся для исследования
нелинейно-электродинамических процессов, проис-
ходящих как в лабораторных [17–22], так и в астро-
физических [23–28] условиях.

Основное внимание в этом подходе уделяется
уравнению эйконала [29]. Уравнение эйконала для
параметризованной постмаксвелловской электроди-
намики было получено в ряде ранее опубликован-
ных работ [9, 30]. Согласно этим работам рас-
пространение слабой электромагнитной волны fik
в постоянном, но неоднородном внешнем электро-
магнитном поле Fik , в пространстве-времени с мет-
рическим тензором gik, совершаемое по законам
нелинейной электродинамики (2), (3), происходит по
геодезическим некоторого эффективного псевдори-
манова пространства-времени. Метрический тензор
этого пространства-времени Gik зависит от мет-
рического тензора gik, квадратичной комбинации
тензора электромагнитного поля FinFmkgnm и при
η1 ̸= η2 он различен для волн различной поляри-
зации (нелинейно-электродинамическое двулучепре-
ломление). Для одной нормальной волны тензор Gik
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имеет вид

G(1)
ik = gik − 4η1ξFinFmkgnm, (4)

а для другой нормальной волны, имеющей ортого-
нальную поляризацию к поляризации первой вол-
ны, он отличается коэффициентом при втором сла-
гаемом:

G(2)
ik = gik − 4η2ξFinFmkgnm. (5)

Это означает [31], что для нахождения лучей, по
которым во внешнем поле Fik распространяется сла-
бая электромагнитная волна, и определения законов
движения электромагнитных импульсов по этим лу-
чам нам достаточно решить уравнения геодезическо-
го движения в эффективном пространстве-времени
с метрическим тензором G(1,2)

nm :

dKn

dσ
+ Γn

mpK
mKp = 0, (6)

где σ — некоторый аффинный параметр, Km =
= dxm/dσ — волновой четырехвектор, а Γn

mp — сим-
волы Кристоффеля эффективного пространства-вре-
мени с метрическим тензором G(1)

nm для нормальных
волн первого типа (4) и G(2)

nm — для нормальных волн
второго типа (5).

Как и в теории гравитации [32], уравнения (6)
имеют первый интеграл:

G(1,2)
np KnKp = 0. (7)

Уравнения (6) и (7) позволяют решать большое
число задач теоретической физики о распростра-
нении двух типов нормальных электромагнитных
волн во внешних электромагнитных полях [33–35].
Основное внимание в этих работах было уделе-
но изучению воздействия поля магнитного диполя
на распространение слабых электромагнитных волн.
Расчеты показали [33–36], что в этом случае лу-
чи, по которым распространяется электромагнит-
ный сигнал, искривляются, а сама электромагнитная
волна расщепляется на две нормальные моды со
взаимно перпендикулярной поляризацией. Эти моды
распространяются по различным лучам с различаю-
щейся скоростью.

Однако аналогичные эффекты в поле электри-
ческого диполя в научной литературе не рассмат-
ривались. Целью настоящей статьи является рас-
чет нелинейного воздействия поля электрического
диполя на распространение электромагнитных волн
и сравнение предсказываемых эффектов с анало-
гичными нелинейными эффектами, происходящими
в поле магнитного диполя.

1. Уравнения, описывающие распространение
электромагнитных волн в поле электрического

диполя

Рассмотрим диполь с электрическим дипольным
моментом d. Поместим начало отсчета в центр этого
диполя.

Предположим, что из некоторой точки r = r0 =
= {x0, y0, z0} в момент времени t = t0 был испу-

щен электромагнитный импульс. Будем считать,
что в точке r = rf = {xf , yf , zf} находится прием-
ник электромагнитного излучения. Для удобства
дальнейших расчетов ориентируем оси декартовой
системы координат так, чтобы источник и прием-
ник электромагнитного излучения лежали в плос-
кости XOZ, причем ось Z направим так, чтобы их
X-координаты были одинаковы: x0 = xf = q. Тогда
r0 = {q, 0, z0}, а rf = {q, 0, zf}. Для применимости
постмаксвелловского приближения луч, по которо-
му распространяется электромагнитный импульс, не
должен попадать в область, где поле E не превыша-
ет характерное поле Bq, т. е. E < Bq.

Найдем уравнения лучей, по которым, согласно
параметризованной постмаксвелловской электроди-
намике, электромагнитные импульсы будут распро-
страняться из точки r = r0 в точку rf = {x0, y0, zf} ,
где расположен приемник электромагнитного излу-
чения, а также определим законы движения элек-
тромагнитных импульсов по этим лучам.

Для решения поставленной задачи перейдем, сле-
дуя нашей работе [37], в уравнениях (6) и в первом
интеграле (7) от дифференцирования по парамет-
ру σ к дифференцированию по координате z в соот-
ветствии с выражением d/dσ = K3 d/dz. В результа-
те получим

d2ct
dz2 = −

{
Γ0

mp −
dct
dz

Γ3
mp
}dxp

dz
dxm

dz
,

d2x
dz2 = −

{
Γ1

mp −
dx
dz

Γ3
mp
}dxp

dz
dxm

dz
, (8)

d2y
dz2 = −

{
Γ2

mp −
dy
dz

Γ3
mp
}dxp

dz
dxm

dz
,

G(1,2)
np

dxn

dz
dxp

dz
= 0.

Решение этих уравнений позволит нам найти
уравнения лучей x = x(z), y = y(z) и закон дви-
жения электромагнитных импульсов по этим лучам
t = t(z) в параметрическом виде, где роль параметра
играет координата z.

Метрический тензор G(1,2)
ik эффективного про-

странства-времени (4) при отсутствии магнитного
поля имеет вид

G(1,2)
00 = 1− 4η1,2ξE

2,

G(1,2)
αβ = −δαβ + 4η1,2ξEα(r)Eβ(r).

(9)

Сравнивая эти выражения с соответствующими вы-
ражениями работы [37] для случая магнитного ди-
поля,

G(1,2)
00 = 1,

G(1,2)
αβ = −δαβ

[
1 + 4η1,2ξB

2(r)
]
+ 4η1,2ξBα(r)Bβ(r),

можно констатировать, что метрический тензор
G(1,2)

ik эффективного пространства-времени, создава-
емый полем электрического диполя, существенно
отличается от метрического тензора G(1,2)

ik , создавае-
мого полем магнитного диполя.

Для решения поставленной задачи с постмакс-
велловской точностью вектор напряженности элек-
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трического поля должен быть подставлен в выраже-
ния (9) с максвелловской точностью:

E(r) =
3(dr)r− r2d

r5
, (10)

где d — электрический дипольный момент.

2. Интегрирование дифференциальных
уравнений для лучей

Решение уравнений (8) будем искать методом
последовательных приближений. Для этого пред-
ставим x = x1,2(z), y = y1,2(z) и t = t1,2(z) в виде
разложений по имеющемуся малому параметру:

t1,2(z) = T0(z) +
η1,2ξ

c
[T (z)−T (z0)], (11)

x1,2(z) = x0(z) +

+ η1,2ξ

[
X(z)−X(z0) +

(z− z0)[X(z0)−X(zf )]
(zf − z0)

]
,

y1,2(z) = y0(z) +

+ η1,2ξ

[
Y (z)−Y (z0) +

(z− z0)[Y (z0)−Y (zf )]
(zf − z0)

]
.

В качестве начальных условий для уравнений (8)
потребуем, чтобы электромагнитный импульс в мо-
мент времени t = t0 находился в точке r = r0, а луч
проходил через точки r = r0 и r = rf . Тогда из
соотношений (11) получим условия:

x0(z0) = x0(zf ) = q, y0(z0) = y0(zf ) = 0, T0(z0) = t0.
(12)

В нулевом, максвелловском приближении уравне-
ния (8) дают

d2T0(z)
dz2 =

d2x0(z)
dz2 =

d2y0(z)
dz2 = 0,

c2
(

dT0(z)
dz

)2

−
(

dx0(z)
dz

)2

−
(

dy0(z)
dz

)2

= 1.

Из этих уравнений с учетом условий (12) следует,
что

T0(z) = t0 +
z− z0

c
, x0(z) = q, y0(z) = 0. (13)

В постмаксвелловском приближении два линейно
независимых уравнения (8) и первый интеграл с уче-
том выражений (9)–(11) и (13) принимают вид

d2X(z)
dz2 =

12
ρ8

{
15(qdx + zdz)2q3

ρ4 −

− (qdx + zdz)q
ρ2 (21qdx + 10zdz)−

− d2q + 5qd2
x + 3zdxdz

}
, (14)

d2Y (z)
dz2 =

12dy

ρ8

{
5qdx + 3zdz −

5(qdx + zdz)
ρ2 q2

}
,

dT (z)
dz

− 18(qdx + zdz)2q2

ρ10 +
12(qdx + zdz)qdx

ρ8 −

−
2(d2

x + d2
y)

ρ6 = 0,

где ρ =
√

z2 + q2.
Интегрируя первые два уравнения системы (14),

найдем функции X(z) и Y (z) , входящие в выраже-
ния (11):

X(z) =

=
3

64q6

{
52qdzdx − 5z(41d2

x + 16d2
y + 15d2

z)
}

arctg
z
q
+

+
1

64q4ρ2

[
5q(41d2

x + 16d2
y + 15d2

z) + 156zdxdz
]
+

+
9q2

4ρ8

[
q(d2

z − d2
x)− 2zdxdz

]
+

+
1

8ρ6

[
20zdzdx + q(15d2

x − 23d2
z)
]
+

+
1

32q2ρ4

[
q(41d2

x + 16d2
y + 15d2

z) + 52zdxdz
]
, (15)

Y (z) =
3dy(qdz + 25zdx)

32q6 arctg
z
q

+
dy(3zdz − 25qdx)

32q4ρ2 +

+
5dy(qdx + zdz)

4ρ6 +
dy(zdz − 5qdx)

16q2ρ4 .

Из последнего уравнения системы (14) следует,
что

T (z) =
9q2

4ρ8

[
zd2

x − 2qdxdz − zd2
z
]
+

+
1

8ρ6

[
3zd2

z + 16qdxdz + 5zd2
x
]
+

+
[

3
64q5

arctg
z
q

+
3z

64q4ρ2 +
z

32q2ρ4

]
×

×
[
41d2

x + 16d2
y + 15d2

z
]
. (16)

Неравноправный вклад компонент dx,dy и dz
в выражения (15), (16) связан с выбранной ориен-
тацией осей декартовой системы координат, в ко-
торой электрический диполь, источник и приемник
электромагнитного излучения находятся в плоско-
сти XOZ, а распространение излучения происходит
в основном вдоль оси z.

Подставляя выражения (15) и (16) в соотно-
шения (11), получаем уравнения лучей, по кото-
рым, согласно постмаксвелловской электродинами-
ке, распространяются электромагнитные волны в по-
ле электрического диполя, а также закон движения
электромагнитных импульсов по этим лучам.

3. Исследование воздействия поля
электрического диполя на законы

распространения электромагнитной волны

Рассмотрим, к каким эффектам приводит нели-
нейно-электродинамическое воздействие поля элек-
трического диполя на электромагнитную волну.
Из-за нелинейно-электродинамического двулучепре-
ломления при η1 ̸= η2 каждый электромагнит-
ный импульс, испускаемый излучателем в точке
r0 = {q, 0, z0} , расщепляется на два импульса, один
из которых переносится первой нормальной волной,



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 27

а другой — второй нормальной волной, имеющей ор-
тогональную поляризацию. Эти импульсы движутся
к приемнику по разным лучам, затрачивая на этот
путь разное время.

Найдем, во-первых, величину угла искривле-
ния лучей, обусловленную нелинейностью электро-
динамики в вакууме. Для этого введем вектор
N = dr/dz, касательный к лучу в произвольной
точке z. Обозначим этот вектор в точке z = z0

через N0, а в точке z = zf — через Nf .
Учитывая, что в постмаксвелловском прибли-

жении |N0| = 1, |Nf | = 1, углы искривления луча
в плоскостях XOZ и YOZ можно определить,
исследуя выражение для векторного произведения
[N0 Nf ].

Используя соотношения (15), найдем векторное
произведение [N0 Nf ] в постмаксвелловском прибли-
жении:

[N0 Nf ] = [Ny
0 −Ny

f ]ex + [Nx
f −Nx

0 ]ey. (17)

Наибольший интерес выражение (17) представляет
в случае, когда электрический диполь находится
на равном расстоянии от излучателя и приемника
электромагнитных волн (zf = −z0). В этом случае
синус угла искривления луча в плоскости XOZ
равен

sin(δXOZ) = Nx
0 −Nx

f =

= η1,2ξ

{
36q3(d2

x − d2
z)z0

ρ10
0

+
3q(23d2

z − 15d2
x)z0

2ρ8
0

−

− (41d2
x + 16d2

y + 15d2
z)×

×
[

z0

4qρ6
0

+
5z0

16q3ρ4
0

+
15z0

32q5ρ2
0

+
15

32q6 arctg
z0

q

]}
, (18)

где для сокращения записи введено обозначение

ρ0 =
√

z2
0 + q2.

Синус угла искривления луча в плоскости YOZ
находится аналогично:

sin(δYOZ) = Ny
0 −Ny

f =

= η1,2ξ

{
5z0

2qρ6
0

− 15qz0

ρ8
0

+
25z0

8q3ρ4
0

+
75z0

16q5ρ2
0

+

+
75

16q6 arctg
z0

q

}
dxdy. (19)

Если zf значительно превышает характерный
размер области, где напряженность поля электриче-
ского диполя совпадает по величине с индукцией
Bq, то в выражениях (18) и (19) можно считать, что
z0 →−∞, zf →∞. В результате получим

sin(δXOZ) = −15πη1,2ξ

64q6 (41d2
x + 16d2

y + 15d2
z),

sin(δYOZ) = −75πη1,2ξ

32q6 dxdy.
(20)

Из этих выражений следует, что максимальное
по величине значение угла искривления в плоско-
сти XOZ достигается, когда электрический диполь

ориентирован вдоль оси x, в то время как sin(δYOZ)
будет максимальным, если dz = 0, а dx = dy.

Вычислим теперь время распространения элек-
тромагнитных импульсов, переносимых первой
и второй нормальными волнами, от излучателя до
приемника электромагнитных волн. Используя вы-
ражение (16), будем иметь

t1,2(zf ) = t0 +
zf − z0

c
+

η1,2ξ

c
[
T (zf )−T (z0)

]
.

Время запаздывания импульса, поляризованного
в плоскости, в которой находится электрический
дипольный момент, относительно ортогонально по-
ляризованного импульса при z0 = −zf будет равно

∆t = t1(zf )− t2(zf ) =

= (η1 − η2)ξ
{

9q2z0

2ρ8
0

(d2
z − d2

x)−
(5d2

x + 3d2
z)z0

4ρ6
0

−

−
[
41d2

x + 16d2
y + 15d2

z
]
×

×
[

3
32q5

arctg
z0

q
+

3z0

32q4ρ2
0

+
z0

16q2ρ4
0

]}
.

При z0 →−∞ , и zf →∞ это выражение дает

∆t =
3π(η1 − η2)ξ

64cq5

(
41d2

x + 16d2
y + 15d2

z
)
.

Несложный анализ показывает, что величина ∆t
достигает максимума, если электрический диполь
ориентирован вдоль оси x, а минимального значе-
ния — при его ориентации вдоль оси z.

Заключение

Проведенный расчет показал, что согласно урав-
нениям нелинейной электродинамики вакуума поле
электрического диполя, так же, как и поле магнит-
ного диполя, искривляет лучи, вдоль которых рас-
пространяются электромагнитные импульсы, и ве-
личина угла этого искривления зависит не только
от ориентации электрического дипольного момента
относительно направления распространения элек-
тромагнитной волны, но и от поляризации волны
(при η1 ̸= η2 ). Как следует из выражениий (20),
в плоскости, проходящей через точки, где нахо-
дятся электрический диполь, источник и приемник
электромагнитного излучения, величина sin(δXOZ)
знакоопределенна при любой ориентации вектора d,
в то время как знак синуса угла искривления
в плоскости YOZ зависит от знака произведения
dxdy. Скорости распространения электромагнитных
импульсов при η1 ̸= η2 зависят от поляризации элек-
тромагнитной волны. Если из источника электро-
магнитного излучения испустить короткий импульс,
то в общем случае он будет распространяться в поле
электрического диполя в виде двух нормальных
волн, имеющих взаимно перпендикулярную поля-
ризацию. В приемник электромагнитного излуче-
ния эти импульсы прибудут по различным лучам
и в разные моменты времени. Метрический тензор
эффективного пространства-времени (9), по геоде-
зическим которого распространяется электромагнит-
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ная волна в поле электрического диполя, отлича-
ется от метрического тензора (10), создаваемого
полем магнитного диполя. Это связано с не инвари-
антностью лагранжиана (1) относительно взаимной
замены B↔ E : максвелловская часть при такой
замене изменяет знак, а постмаксвелловская — не
изменяет. Поэтому электрическое поле при одина-
ковой топографии с магнитным полем оказывает
на эйконал электромагнитной волны отличающееся
нелинейно-электродинамическое воздействие.
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