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В статье представлен математический формализм субъективного моделирования, осно-
ванный на моделировании неопределённости, отражающей недостоверность субъективной
информации, и нечёткости, характерной для её содержания (см. п. 2.1). Модель субъективных
суждений о значениях неизвестного параметра x ∈ X модели M(x) объекта исследования (ОИ)
модельер-исследователь (МИ) задает как пространствоa (X,𝒫(X),Pl̃︀x,Bel̃︀x) с мерами прав-
доподобия Pl̃︀x и доверия Bel̃︀x , где ̃︀x — неопределенный элемент (НОЭ) со значениями
в X , моделирующий неопределённые высказывания МИ о неизвестном x ∈ X, меры Pl̃︀x
и Bel̃︀x моделируют модальности субъективных суждений МИ об истинности каждого x ∈ X :
значение Pl̃︀x(̃︀x = x) определяет, насколько, по его мнению, относительно правдоподобно
равенство ̃︀x = x , а значение Bel̃︀x(̃︀x ̸= x) определяет, насколько следует относительно
доверять неравенству ̃︀x ̸= x (см. п. 1.3). Рассмотрены варианты мер правдоподобия Pl ,
доверия Bel и pl-, bel-интегралов, наследующих некоторые черты вероятностей, психофизики
и учитывающих интересы коллективов МИ.

Показано, что математический формализм субъективного моделирования, в отличие от
«стандартного» математического моделирования, позволяет МИ моделировать как точные
формализованные знания, так и неформализованные, недостоверные, начиная с «абсолютного
незнания» вплоть до «точного знания» модели ОИ, вычислять относительные правдоподобия
и доверия истинности любых характеристик ОИ, обусловленных его субъективной моделью
M(̃︀x) , а если МИ доступны данные наблюдений за ОИ, то позволяет ему оценить адекватность
субъективной модели цели исследования, корректировать субъективную модель, комбинируя
свои субъективные представления и данные наблюдений, проверив их согласованность,
наконец, эмпирически восстанавливать модель ОИ.

Ключевые слова: правдоподобие, доверие, неопределенность.
УДК: 517.977.14. PACS: 07.05.Kf.

a Пространство (X,𝒫(X),Pl̃︀x,Bel̃︀x) формально эквивалентно нечеткому пространству (X,𝒫(X),P , N) с мерами
возможности P и необходимости N , см. замечание 1.1. в [1].

Введение

При построении математической модели объекта
исследования (ОИ) модельеру-исследователю (МИ)
важно использовать все доступные точные форма-
лизованные знания из соответствующей предмет-
ной области. Однако гораздо сложнее, но не ме-
нее важно, МИ использовать в модели обширные
неформализованные знания, научный опыт и интуи-
цию, поскольку, как известно, именно такие знания
и интуиция нередко оказываются источником новых
изобретений и открытий.

В статье речь пойдет о типичной ситуации,
в которой МИ строит математическую модель ОИ.
Формализованная ее часть готова, но остаются
неопределенными некоторые ее параметры, возмож-
ные значения некоторых МИ может охарактеризо-

вать интервально, причем часть из них — достаточно
точно, еще часть — лишь вербально, а о возможных
значениях остальных не знает ничего. В статье рас-
смотрен математический формализм субъективного
моделирования, позволяющий МИ в такой ситуа-
ции полностью «достроить» модель и эмпирически
проверить ее адекватность цели исследования, уточ-
нить и т. п., если ему доступны данные наблюдений
за ОИ.

В разд. 1 рассмотрены математические осно-
вы субъективного моделирования. В п. 1.1, 1.2
рассмотрена сформулированная МИ субъективная
модель (X,𝒫(X) , Pl̃︀x,Bel̃︀x) «неопределенности» мо-
дели M(x) ОИ, заданной с точностью до неиз-
вестного x ∈ X . Неопределенный элемент (НОЭ)̃︀x со значениями в X моделирует неопределенные
высказывания (НВ) МИ о значениях x ∈ X и об их
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истинности относительными значениями мер прав-
доподобия Pl̃︀x(̃︀x = x) и доверия Bel̃︀x(̃︀x ̸= x) .

В п. 1.3 рассмотрены условия, определяющие
меры Pl и Bel и шкалы L = ([0, 1],6 , + , × )
и ̂︀L = ([0, 1], ̂︀6,̂︁+ , ̂︁× ) их значений. Основными
являются условия симметрии L и ̂︀L, согласно
которым меры Pl̃︀x(·) и Pl′̃︀x(·) , Bel̃︀x(·) и Bel′̃︀x(·)
эквивалентны, если ∃ 𝛾(·),̂︀𝛾(·) ∈ Γ ∀E ∈ 𝒫(X)
𝛾(Pl̃︀x(E)) = Pl′̃︀x(E) , ̂︀𝛾(Bel̃︀x(E)) = Bel′̃︀x(E), где Γ —
группа непрерывных, строго монотонных функций
𝛾(·) : [0, 1] → [0, 1] , 𝛾(0) = 0, 𝛾(1) = 1, с групповой

операцией «∘», (𝛾 ∘ 𝛾′)(a) def= 𝛾(𝛾′(a)) , a ∈ [0, 1] .
Согласно этому условию группа Γ определя-

ет группу Γ автоморфизмов шкал L и ̂︀L, т. е.
преобразований 𝛾 : L, ̂︀L → L, ̂︀L, согласно которым:
∀ 𝛾(·) ∈ Γ ∀a, b ∈ [0, 1] 𝛾[0, 1] = [0, 1] , 𝛾(a * b) =
= 𝛾(a) * 𝛾(b), где * — символ любой из бинарных
операций + , ̂︀+ , × , ̂︀× ; и выполнены эквивалент-
ности ⇔ : a 6 b ⇔ 𝛾(a) 6 𝛾(b) , a ̂︀6 b ⇔ 𝛾(a) ̂︀6 𝛾(b) .
Отсюда следуют равенства, определяющие бинар-
ные операции a + b = max{a, b} , a × b = min{a, b} ,
a ̂︀+ b = min{a, b} , a ̂︀× b = max{a, b} , a, b ∈ [0, 1] ,
если последние: 1) непрерывны, 2) коммутативны,
3) удовлетворяют следующим условиям на границах
[0, 1]2 : ∀a ∈ [0, 1] a + 0 = a ̂︀× 0 = a × 1 = a ̂︀+ 1 = a ,
a + 1 = a ̂︀× 1 = 1 и a× 0 = a ̂︀+ 0 = 0, и ∀a, b ∈ [0, 1]
a 6 b ⇔ b ̂︀6a .

Группа Γ определяет и группу Γ изоморфизмов
𝛾 : L → 𝛾L, ̂︀𝛾 : ̂︀L → ̂︀𝛾̂︀L, 𝛾,̂︀𝛾 ∈ Γ , где все шкалы 𝛾 L,
𝛾 ∈ Γ , и ̂︀𝛾 ̂︀L, ̂︀𝛾 ∈ Γ , изоморфны как координат-
ные представления шкал L и ̂︀L («координаты»
a,̂︀a ∈ [0, 1] в L, ̂︀L представлены «координатами»
𝛾(a),̂︀𝛾(̂︀a) ∈ [0, 1] в 𝛾L,̂︀𝛾̂︀L), а все меры 𝛾(Pl(·)),
𝛾(·) ∈ Γ, и ̂︀𝛾(Bel(·)), ̂︀𝛾(·) ∈ Γ, эквивалентны мерам
Pl(·) и Bel(·) соответственно.

В п. 1.4 рассмотрены функции и многозначные
отображения НОЭ ̃︀x , позволяющие вычислять рас-
пределения относительных правдоподобий и доверий
любых следствий субъективной модели M(̃︀x) ОИ,
интересующих МИ, а в п. 1.5 показано, что МИ
может предложить модель M(̃︀x) в любом случае,
в частности если он не знает ничего о модели ОИ
или доподлинно знает все.

В п. 1.6 рассмотрены pl- и bel-интегралы относи-
тельно мер Pl и Bel , в п. 1.7 определены и исследо-
ваны понятия субъективной независимости, в п. 1.8
рассмотрены условные субъективные распределения
и меры.

В п. 1.9 рассмотрены альтернативные вариан-
ты мер правдоподобия, доверия и соответствующих
интегралов: в п. 1.9.1 — меры, значения которых,
отличные от 0 и 1, допускают содержательное
толкование коллективом МИ, в п. 1.9.2 — меры,
которые наследуют некоторые черты вероятности
и психофизики.

В разд. 2 рассмотрены эмпирические основы
субъективного моделирования: в п. 2.1 — эмпи-

рическое восстановление модели неопределенного
нечеткого объекта (НО.НЧ.О.) и эмпирическое по-
строение нечеткого неопределенного элемента как
эмпирической оценки неизвестного параметра моде-
ли НО.НЧ.О. В п. 2.2 предложено решение пробле-
мы согласованности субъективных и эмпирических
данных и их комбинирования. В п. 2.3 определена
мера правдоподобия согласия субъективной модели
НОЭ ̃︀x с данными наблюдений за НО.НЧ.О.

В работе «Математические методы субъектив-
ного моделирования. 2. Приложения» [36] рас-
смотрены: субъективное моделирование вероят-
ностной случайности, проблема информативно-
сти/неопределенности субъективных суждений МИ
как информативности/неопределенности энтропий
субъективных распределений НОЭ ̃︀x , моделирую-
щего суждения МИ, получены и исследованы опти-
мальные субъективные правила идентификации со-
стояний НО.НЧ.О., основанные на данных наблю-
дений за объектом, рассмотрены методы экспертного
построения моделей нечеткого и неопределенного
нечеткого элементов. Другие приложения см. в [40].

Замечани е. Поскольку меры правдоподобия Pl ,
доверия Bel и pl-, bel-интегралы формально эк-
вивалентны рассмотренным в [1] мерам возмож-
ности P , необходимости N и соответственно p-,
n-интегралам, все результаты, относящиеся к мерам
P , N и p-,n-интегралам, полученные в [1, 38],
использованы в настоящей статье и в [36].

1. Математические основы

1.1. Меры правдоподобия Pl и доверия Bel .
Неопределенный элемент ̃︀x

Рассмотрим пространство (X,𝒫(X),Pl̃︀x,Bel̃︀x) ,
в котором 𝒫(X) — класс всех подмножеств X,
меры Pl̃︀x(·) : 𝒫(X) → L и Bel̃︀x(·) : 𝒫(X) → ̂︀L, где
L = ([0, 1],6,+,×) = ([0, 1],6,max,min) и ̂︀L =
= (̂︀[̂︀0,̂︀1̂︀], ̂︀6, ̂︀+, ̂︀×) = ([0, 1],>,min,max) суть шкалы
их значений (см. [1, п. 1.3]), а меры заданы МИ
следующими равенствами ∀E ∈ 𝒫(X) :

Pl̃︀x(E) def= Pl̃︀x(̃︀x ∈ E) = +
x∈E

t̃︀x(x) = sup
x∈E

t̃︀x(x),

E ̸= ∅, Pl̃︀x(∅) def= 0, Pl̃︀x(X) def= 1,

Bel̃︀x(E) def= Bel̃︀x(̃︀x ∈ E) = ̂︀+
x∈X∖E

̂︀t̃︀x(x) = inf
x∈X∖E

̂︀t̃︀x(x),

E ̸= X, Bel̃︀x(X) def= 1, Bel̃︀x(∅) def= 0, (1)

в которых E =
⋃︀

x∈E
{x} =

⋂︀
x∈X∖E

(X ∖ {x}) ,

t̃︀x(x) def= Pl̃︀x(̃︀x = x), x ∈ X, +
x∈X

t̃︀x(x) = Pl̃︀x(X) def= 1,

̂︀t̃︀x(x) def= Bel̃︀x(̃︀x ̸= x), x ∈ X, ̂︀+
x∈X
̂︀t̃︀x(x) = Bel̃︀x(∅) def= 0.

(2)
Согласно (2) функции t̃︀x(·) : X → L и ̂︀t̃︀x(·) : X → ̂︀L
определены мерами Pl̃︀x и Bel̃︀x и называются рас-



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 5

пределениями правдоподобий и доверий значений
неопределенного элемента (НОЭ) ̃︀x . С другой сторо-
ны, НОЭ ̃︀x , будучи заданным МИ распределениями
(2), определяет равенствами (1) меры Pl̃︀x и Bel̃︀x
и поэтому называется каноническим для простран-
ства (X,𝒫(X),Pl̃︀x,Bel̃︀x) , а последнее называется его
моделью.

1.2. Неопределенный элемент как неопределенная
высказывательная переменная

В рассматриваемом контексте НОЭ ̃︀x моделирует
субъективные суждения МИ как его неопределен-
ные высказывания (НВ) о значениях x ∈ X и их
модальности, характеризующие его субъективные
представления об их истинности. Такая интерпре-
тация НОЭ ̃︀x основана на теоретико-множествен-
ном представлении логики высказываний, согласно
которому в (X,𝒫(X),Pl̃︀x , Bel̃︀x) : X — множество
элементарных высказываний (эл. в.), 𝒫(X) — класс
всех высказываний, в котором любое высказывание
a взаимно однозначно представлено множеством
A∈ 𝒫(X) тех эл. в. x ∈ X , каждое из которых вле-
чет a : a ↔ A=

⋃︀
x∈X, x→a

{x} , где ↔ и → суть взаим-

но однозначное соответствие и логическая имплика-
ция. Каждое эл. в. x представлено в X множеством
{x} , x ↔ {x} , и выделено условием, согласно кото-
рому любое эл. в. x ∈ X не следует ни из какого
высказывания, кроме x и всегда ложного 0 .

Если a ↔ A, b ↔ B , то a& b ↔ A∩B , a∨b ↔ A∪
∪ B , ¬a ↔ X ∖ A, a → b ≡ (¬a) ∨ b ↔ (X ∖ A) ∪ B ,
1↔ X , 0↔∅ .

Интерпретация: t̃︀x(x) = Pl̃︀x(̃︀x = x) (Pl̃︀x(̃︀x ∈ A)) —
относительное правдоподобие истинности НВ
(субъективного суждения), согласно которому ̃︀x = x
(̃︀x ∈ A) , где x ↔ {x} (a ↔ A) ; ̂︀t̃︀x(x) = Bel̃︀x(̃︀x ̸= x)
(Bel̃︀x(̃︀x ∈ A)) есть относительное доверие истин-
ности НВ, согласно которому ̃︀x ∈ X ∖ {x} (̃︀x ∈ A) ,
где ¬x ↔ X ∖ {x} (a ↔ A) , x ∈ X .

1.3. Группа Γ автоморфизмов шкал L и ̂︀L и группа

Γ изоморфизмов. Принцип относительности

Сформулируем условия, определяющие меры
правдоподобия Pl , доверия Bel (1) и шкалы L, ̂︀L
их значений:
∙ МИ всегда может предложить модель
(X,𝒫(X),Pl̃︀x,Bel̃︀x) НОЭ1 ̃︀x , выразив в (2), насколь-
ко, по его мнению, относительно правдоподобны
равенства (высказывания) ̃︀x = x , x ∈ X , и насколь-
ко следует относительно доверять неравенствам̃︀x ̸= x (их отрицаниям), x ∈ X. «Относительно»
означает, что в (X,𝒫(X),Pl̃︀x,Bel̃︀x) ;
∙ численные значения мер Pl̃︀x(E) и Bel̃︀x(E) ,
E ∈ 𝒫(X) , в (1), отличные от 0 и 1, не могут
быть содержательно истолкованы. Существенна

лишь их упорядоченность;
∙ меры Pl̃︀x(·) и Pl′̃︀x(·) , Bel̃︀x(·) и Bel′̃︀x(·) эк-
вивалентны, если ∃ 𝛾(·),̂︀𝛾(·) ∈ Γ ∀E ∈ 𝒫(X)
𝛾(Pl̃︀x(E)) = Pl′̃︀x(E) , ̂︀𝛾(Bel̃︀x(E)) = Bel′̃︀x(E), где Γ —
группа непрерывных, строго монотонных функций
𝛾(·) : [0, 1] → [0, 1] , 𝛾(0) = 0, 𝛾(1) = 1, с груп-
повой операцией «∘», определенной равенствами

(𝛾 ∘ 𝛾′)(a) def= 𝛾(𝛾′(a)) , a ∈ [0, 1] . Согласно этим усло-
виям:
○1 группа Γ определяет группу Γ автомор-
физмов 𝛾 : L → L, ̂︀𝛾 : ̂︀L → ̂︀L, 𝛾,̂︀𝛾 ∈ Γ, шкал
L = ([0, 1],6,+,×) , ̂︀L = ([0, 1], ̂︀6, ̂︀+, ̂︀×) значений Pl,
Bel. Это означает, что

∀ 𝛾(·) ∈ Γ ∀a, b ∈ [0, 1]

𝛾[0, 1] = [0, 1], 𝛾(a * b) = 𝛾(a) * 𝛾(b), (3)

где * — символ любой из бинарных операций + ,̂︀+ , × , ̂︀× , и выполнены эквивалентности ⇔
a 6 b ⇔ 𝛾(a) 6 𝛾(b), a ̂︀6 b ⇔ 𝛾(a) ̂︀6 𝛾(b); (4)

в свою очередь равенства, определяющие бинарные
операции в шкалах L и ̂︀L,

a + b = max{a, b}, a× b = min{a, b}, (5)

a ̂︀+ b = min{a, b}, a ̂︀× b = max{a, b}, a, b ∈ [0, 1],

следуют из условий (3), (4), непрерывности и ком-
мутативности операций * : [0, 1]2 → [0, 1] , требо-
ваний ∀a, b ∈ [0, 1] a 6 b ⇔ b ̂︀6a и следующих
свойств 0 и 1: ∀a ∈ [0, 1] a + 0 = a ̂︀× 0 = a × 1 =
= a ̂︀+ 1 = a , a + 1 = a ̂︀× 1 = 1 и a × 0 = a ̂︀+ 0 = 0;
согласно этим условиям L = ([0, 1],6,+,×) ,̂︀L = ([0, 1], ̂︀6, ̂︀+, ̂︀×) = (̂︀[̂︀0,̂︀1̂︀], ̂︀6, ̂︀+, ̂︀×) , где ̂︀0 = 1,̂︀1 = 0, ̂︀6∼> и ̂︀[̂︀0,̂︀1̂︀] = [0, 1] , см. п. 1.3 в [1].
○2 Группа Γ определяет и группу Γ изоморфизмов
𝛾 : L → 𝛾L, ̂︀𝛾 : ̂︀L → ̂︀𝛾̂︀L, где шкалы 𝛾L, 𝛾 ∈ Γ и ̂︀𝛾̂︀L,̂︀𝛾 ∈ Γ , изоморфны.

Это означает, что ∀ 𝛾(·) ∈ Γ ∀a ∈ L, ̂︀L ⇔ 𝛾(a) ∈
∈ 𝛾L, 𝛾̂︀L, а бинарные операции * и отноше-
ния 6, ̂︀6 в шкалах 𝛾L и 𝛾̂︀L определены ра-
венствами (3) и эквивалентностями (4), а имен-
но: a * b ∈ L, ̂︀L → 𝛾(a * b) = 𝛾(a) * 𝛾(b) ∈ 𝛾L, 𝛾̂︀L,
a 6 b ⇔ 𝛾(a) 6 𝛾(b) , â︀6b ⇔ 𝛾(a)̂︀6𝛾(b) , a, b ∈ L, ̂︀L.

Следствием ○2 является принцип относитель-
ности, подобный принципу относительности в физи-
ке, согласно которому шкалы 𝛾 L, 𝛾 ∈ Γ , и ̂︀𝛾 ̂︀L, ̂︀𝛾 ∈ Γ

как координатные представления2 шкал L и ̂︀L,
∙ изоморфны, и МИ могут формулировать субъек-
тивные модели в шкалах 𝛾L, ̂︀𝛾̂︀L, выбрав 𝛾,̂︀𝛾 ∈ Γ .
Заметим, что для любых значений мер Pl(A) ∈ (0, 1),
Bel(B) ∈ (0, 1) МИ могут выбрать преобразования
𝛾(·) и ̂︀𝛾(·) так, чтобы значения эквивалентных
им мер 𝛾(Pl(·)) и ̂︀𝛾(Bel(·)) оказались сколь угодно
близки к нулю или к единице «почти всюду»
в L и ̂︀L;

1 Это условие гарантирует эффективность субъективного моделирования, его безусловную применимость, см. п. 1.5.
2 «Координаты» a,̂︀a ∈ [0, 1] в L,̂︀L заданы «координатами» 𝛾(a),̂︀𝛾(̂︀a) ∈ [0, 1] в 𝛾L,̂︀𝛾̂︀L
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∙ сформулированные в парах шкал L′ , ̂︀L′

и L′′ , ̂︀L′′ модели считаются эквивалентными,
если существует пара шкал L = 𝛾′L′ = 𝛾′′L′′

и ̂︀L = ̂︀𝛾′̂︀L′ = ̂︀𝛾′′̂︀L′′ , 𝛾′, 𝛾′′,̂︀𝛾′,̂︀𝛾′′ ∈ Γ , в которых их
формулировки совпадают;
∙ содержательно истолкованы могут быть толь-
ко те модели, формулировки которых не зависят
от выбора шкал 𝛾L, ̂︀𝛾̂︀L, т. е. одинаковы для всех ис-
следователей. Например, равенства значений прав-
доподобия и доверия нулю или единице не зависят
от выбора шкал 𝛾L и ̂︀𝛾̂︀L, в отличие от равенств
Pl(A) = a или Bel(B) = b , которые при любых
a, b ∈ (0, 1) могут быть нарушены выбором шкал 𝛾L
и ̂︀𝛾̂︀L значений Pl и Bel.

1.4. Правдоподобия и доверия истинности
характеристик ОИ, обусловленных его субъективной

моделью

Любая функция 𝜙(·) : X → Y задает НОЭ̃︀y = 𝜙(̃︀x) со значениями в Y и пространство(︀
Y ,𝒫(Y ) , Pl̃︀y,Bel̃︀y)︀ , в котором ∀A∈𝒫(Y )

Pl̃︀y(A) def= Pl̃︀x(𝜙(̃︀x) ∈ A) = sup
y∈A

t̃︀y(y),

Bel̃︀y(A) def= Bel̃︀x(𝜙(̃︀x) ∈ A) = inf
y∈Y∖A

̂︀t̃︀y(y), (6)

где ∀ y ∈ Y t̃︀y(y)def=Pl̃︀y(̃︀y = y) = Pl̃︀x(𝜙(̃︀x) = y) =

= sup
x∈X

𝜙(x)=y

t̃︀x(x) , ̂︀t̃︀y(y)def=Bel̃︀y(̃︀y ̸= y) = Bel̃︀x(𝜙(̃︀x) ̸= y) =

= inf
x∈X,
𝜙(x)=y

̂︀t̃︀x(x) — правдоподобие и доверие истинности

НВ, согласно которым 𝜙(̃︀x) = y и 𝜙(̃︀x) ̸= y .
Если A :̇ X → 𝒫(Y ) и A . : Y → 𝒫(X) — взаим-

но обратные (многозначные) отображения: ∀ x ∈ X
Ax = {y ∈Y , x ∈ Ay} , ∀ y ∈Y Ay = {x ∈ X, y ∈ Ax} ,
то образ Ã︀x НОЭ ̃︀x есть неопределенное множе-
ство (но. м.), заданное на (X,𝒫(X),Pl̃︀x,Bel̃︀x) со зна-
чениями в 𝒫(Y ) . Индикаторные функции одното-
чечного покрытия Ã︀x суть:

tA
̃︀x
(y) def= Pl̃︀x(y ∈ Ã︀x) ≡ Pl̃︀x(̃︀x ∈ Ay), y ∈Y ,̂︀tÃ︀x

(y) def= Bel̃︀x(y ∈ Ã︀x) ≡ Bel̃︀x(̃︀x ∈ Ay), y ∈Y ; (6*)

tA
̃︀x
(y) и ̂︀tÃ︀x

(y) — правдоподобие и доверие ис-
тинности НВ, согласно которому ̃︀x ∈ Ay или, что
эквивалентно, y ∈ Ã︀x, y ∈Y .

Исходя из своей модели (X,𝒫(X),Pl̃︀x,Bel̃︀x) НОЭ̃︀x , МИ может вычислять относительные правдопо-
добия и доверия истинности любых своих субъек-
тивных суждений о значениях любых характеристик
ОИ как функций НОЭ ̃︀x . Если M(̃︀x) — субъек-
тивная модель ОИ, предложенная МИ вместо се-
мейства M(x) , x ∈ X , то для любой неопределенной

характеристики 𝜙(̃︀x) def= Φ(M(̃︀x)) или Ã︀x = F(M(̃︀x))
ОИ, обусловленной его моделью M(̃︀x) , правдо-
подобие и доверие истинности НВ, согласно ко-

торому: 𝜙(̃︀x) = y , 𝜙(̃︀x) ̸= y или y ∈ Ã︀x, y ∈ Y,
определены в (6), (6* ). При этом пространство
(X,𝒫(X),Pl̃︀x,Bel̃︀x) можно использовать как мате-
матическую основу компьютерного интерфейса,
обеспечивающего «интеллектуальный диалог» МИ
с моделью ОИ, позволяющего МИ вычислять значе-
ния мер правдоподобия и доверия истинности любых
свойств ОИ, обусловленных его субъективной моде-
лью M(̃︀x) .

Замечани е 1.1. Первая публикация по пунктам
1.1–1.4 — [2]. Методы субъективного моделирова-
ния, предложенные в работах [5–9, 11–14, 16, 17,
37], существенно отличаются от опубликованных
в [2]. Альтернативные методы математического мо-
делирования неопределенности и определения мер
правдоподобия и доверия рассмотрены в [13, 17].

1.5. Субъективные модели «абсолютного незнания»
и «точного знания»

МИ всегда может предложить модель
(X,𝒫(X),Pl̃︀x,Bel̃︀x) НОЭ ̃︀x , ибо когда он «ничего
не знает» об ОИ и о его модели или «доподлинно
знает все», ему следует воспользоваться инвариант-
ными относительно выбора шкал 𝛾L и ̂︀𝛾̂︀L, 𝛾,̂︀𝛾 ∈ Γ ,
моделями:
∙ «абсолютного незнания» модели ОИ, задав Pl̃︀x
и Bel̃︀x распределениями:
t̃︀x(x) = 1, x ∈ X , все значения НОЭ ̃︀x равноправ-
доподобны, sup

x∈X
t̃︀x(x) = 1, ̂︀t̃︀x(x) = 0, x ∈ X , любо-

му неравенству ̃︀x ̸= x , x ∈ X , доверять нельзя,
inf
x∈X
̂︀t̃︀x(x) = 0.

В этом случае ∀𝜙(·) : X →Y , в (6) для ̃︀y = 𝜙(̃︀x) :
t̃︀y(y) = 1, ̂︀t̃︀y(y) = 0, y ∈ Y , т. е. «абсолютное
незнание» модели влечет «абсолютное незнание»
любого ее следствия;
∙ «точного знания» модели ОИ, задав Pl̃︀x и Bel̃︀x
распределениями: t̃︀x(x) def= Pl̃︀x(̃︀x = x) =

{︃
1, x = x0,

0, x ̸= x0,
x ∈ X , x0 — единственное правдоподобное значе-

ние ̃︀x , ̂︀t̃︀x(x) def= Bel̃︀x(̃︀x ̸= x) =

{︃
1, x ̸= x0,

0, x = x0,
x ∈ X ,

x0 — единственное значение, при котором нера-
венству ̃︀x ̸= x0 доверять нельзя; при этом в (6)
для любого следствия модели ∀𝜙(·) : X →Y t̃︀y(y) =

=

{︃
1, y = y0,

0, y ̸= y0,
y ∈Y , ̂︀t̃︀y(y) =

{︃
1, y ̸= y0,

0, y = y0,
y ∈Y , где

y0 = 𝜙(x0) , т. е. «точное знание» модели влечет
«точное знание» любого ее следствия.

Замечани е 1.2. В связи с пунктом 1.5 отме-
тим метод субъективного моделирования, извест-
ный как байесовский [5, 12], в котором субъект
задает вероятность Pr̃︀x, значение плотности pr̃︀x(x)
которой интерпретирует как степень его уверен-
ности в истинности равенства ̃︀x = x , x ∈ X .
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Вероятность Pr̃︀x «уточняется» путем байесовского
пересчета, учитывающего данные наблюдений за
моделируемым объектом (подробнее см. в [27]).
Основной недостаток: невозможно моделировать
«абсолютное незнание» модели, ибо любой выбор
Pr̃︀x, например, по принципу недостаточного основа-
ния Лапласа (равномерное распределение), макси-
мальной энтропии [18], распределения Джеффриса
[28] и др., моделирующие в байесовском методе
«априорное незнание», на самом деле есть апри-
орное знание модели, что, естественно, не влечет
«незнания» свойств ОИ, обусловленных его мо-
делью; вероятностная модель «абсолютного незна-
ния» как вероятностное пространство, очевидно, не
существует. Альтернативные модели «абсолютного
незнания» предложены в [6, 7, 11, 13, 14, 16]
(см. замечание 2.6).

1.6. Интегрирование относительно мер
правдоподобия и доверия; pl- и bel-интегралы

Обозначим L(X) (̂︀L(X)) класс функ-
ций g(·) : X → L (̂︀g(·) : X → ̂︀L) с опера-

циями (g1 * g2)(x) def= g1(x) * g2(x) , x ∈ X ,

((̂︀g1 ̂︀* ̂︀g2)(x) def= ̂︀g1(x)̂︀* ̂︀g2(x) , x ∈ X ), где * (̂︀*) —
любая из операций + , × ( ̂︀+ , ̂︀×). Далее L(X)
(̂︀L(X)) суть классы всех функций с бинарными
операциями + , × ( ̂︀+ , ̂︀×), отношениями 6 ( ̂︀6)
и со значениями в L (̂︀L) соответственно.

Опред е л ени е 1.1. Назовем pl- (bel-) интегра-
лом функцию pl(·) : L(X) → L (bel(·) : ̂︀L(X) → ̂︀L),

∙ однородную: ∀a ∈ [0, 1] ∀ g(·) : X → L
pl((a × g)(·)) ≡ pl(a × g(·)) = a × pl(g(·)) , где

в левой части равенства (a × g)(x) def= a × g(x) ,
x ∈ X , (∀a ∈ [0, 1] ∀ ̂︀g(·) : X → ̂︀L bel((̂︀â︀×̂︀g)(·)) ≡
≡ bel(̂︀â︀×̂︀g(·)) = ̂︀â︀×bel(̂︀g(·))), и

∙ вполне аддитивную: ∀ gj(·) : X → L, j ∈ J ,
pl((+

j∈J
gj)(·)) = +

j∈J
pl(gj(·)) (∀ ̂︀gj(·) : X → ̂︀L, j ∈ J ,

bel(( ̂︀+
j∈J
̂︀gj)(·)) = ̂︀+

j∈J
bel(̂︀gj(·))), где J — произвольное

множество индексов.

Определим меры Pl(·) : 𝒫(X) → L и Bel(·) : 𝒫(X) →
→ ̂︀L, согласованные соответственно с pl-
и bel-интегралами, равенствами: ∀E ∈ 𝒫(X)

Pl(E) def= pl(𝜒E(·)) и Bel(E) def= bel(̂︀𝜒E(·)) , где
𝜒E(x) = 1, x ∈ E , 𝜒E(x) = 0, x ∈ X ∖ E , —
индикаторная функция E , ̂︀𝜒E(·) = 𝜃∘𝜒X∖E(·) = 𝜒E(·) ,
𝜃(·) ∈ Θ ; Θ — здесь и далее класс непрерывных
строго монотонных функций 𝜃(·) : [0, 1] → [0, 1] ,
𝜃(0) = 1, 𝜃(1) = 0.

Теор ема 1.1. ∀ pl(·) : L(X) → L ∃ t(·) : X → L
∀ g(·) : X → L

pl(g(·)) = sup
x∈X

min{t(x), g(x)} ≡

≡ +
x∈X

(t(x)× g(x))
def
= plt(g(·)); (7)

∀ bel(·) : ̂︀L(X) → ̂︀L ∃̂︀t(·) : X → ̂︀L ∀ ̂︀g(·) : X → ̂︀L
bel(̂︀g(·)) = inf

x∈X
max{̂︀t(x), ̂︀g(x)} ≡

≡ ̂︀+
x∈X

(̂︀t(x)̂︀×̂︀g(x))
def
= bel̂︀t(̂︀g(·)). (8)

Действительно, для любых функций
g(·) : X → L, ̂︀g(·) : X → ̂︀L имеют место «ин-
тегральные представления» [1, 3]: g(x) =
= sup

y∈X
min{g(y),𝜒{y}(x)} ≡ +

y∈X
(g(y)×𝜒{y}(x)) , ̂︀g(x) =

= inf
y∈X

max{̂︀g(y), ̂︀𝜒X∖{y}(x)} ≡ ̂︀+
y∈X

(̂︀g(y)̂︀×̂︀𝜒X∖{y}(x)) ,

x ∈ X. Поэтому, в силу однородности и полной
аддитивности pl- и bel-интегралов, pl(g(·)) =

= +
y∈X

(g(y)× pl(𝜒{y}(·))) ≡ +
y∈X

(g(y)× t(y)) def= plt(g(·)),

где t(y) = pl(𝜒{y}(·)) = plt(𝜒{y}(·))
def= Plt({y}) ,

y ∈ X ; bel(̂︀g(·)) = ̂︀+
y∈X

(̂︀g(y)̂︀×bel(̂︀𝜒X∖{y}(·))) ≡

≡ ̂︀+
y∈X

(̂︀g(y) ̂︀×̂︀t(y)) def= bel̂︀t(̂︀g(·)), где ̂︀t(y) =

= bel(̂︀𝜒X∖{y}(·)) = bel̂︀t(̂︀𝜒X∖{y}(·))
def= Bel̂︀t(X ∖ {y}) ,

y ∈ X .
Следствия. Из определения 1.1 и теоремы 1.1

следуют:
∙ равенства (1) для мер Pl и Bel :

∀E ∈ 𝒫(X) Pl(E) = plt(𝜒E(·)) def= Plt(E) = +
x∈E

t(x) ,

Bel(E) = bel̂︀t(̂︀𝜒E(·)) def= Bel̂︀t(E) = ̂︀+
x∈X∖E

̂︀t(x) ;

∙ полная аддитивность мер Plt и Bel̂︀t :
Plt(

⋃︀
j∈J

Ej)
def= plt(𝜒⋃︀

j∈J
Ej (·)) ≡ plt((+

j∈J
𝜒Ej )(·)) = +

j∈J
Plt(Ej) ,

Bel̂︀t(⋂︀
j∈J

Ej)
def= bel̂︀t(̂︀𝜒⋂︀

j∈J
Ej (·)) ≡ bel̂︀t(( ̂︀+j∈J

̂︀𝜒Ej )(·)) =

= ̂︀+
j∈J

Bel̂︀t(Ej) , и тот факт, что

∙ plt(g(·)) и bel̂︀t(̂︀g(·)) суть интегралы от функ-
ций g(·) ∈ L(X) и ̂︀g(·) ∈ ̂︀L(X) относительно мер
Plt(E) = +

x∈E
t(x) и Bel̂︀t(E) = ̂︀+

x∈X∖E
̂︀t(x) .

1.7. Субъективная независимость

Переформулируем в терминах мер Pl и Bel опре-
деления независимости в терминах мер возможности
P и необходимости N [1]. Пусть ̃︀y — НОЭ, канони-
ческий для (Y ,𝒫(Y ),PlY ,BelY ) = (Y ,𝒫(Y ),Pl̃︀y,Bel̃︀y) ,
т. е. ∀B ∈ 𝒫(Y ) Pl̃︀y(̃︀y ∈ B) def= PlY (B) , Bel̃︀y(̃︀y ∈ B) def=
BelY (B) , и qi(·) : Y → Xi , i = 1, . . . ,n , — заданные
функции.

Опред е л ени е 1.2.1 НОЭ ̃︀xi = qi(̃︀y) , i = 1, . . . ,n ,
со значениями в Xi , i = 1, . . . ,n , взаимно Pl̃︀y -неза-
висимы, если правдоподобие события: ∀ i ∈ {1, . . . ,n}̃︀xi = xi

1 Определение формально эквивалентно определению независимости нечетких элементов в [1].
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Pl̃︀y(︀(̃︀x1, . . . ,̃︀xn) = (x1, . . . , xn)
)︀
= t̃︀x1,...,̃︀xn(x1, . . . , xn) =

= min
16i6n

t̃︀xi(xi) = ×
16i6n

t̃︀xi(xi), (9)

взаимно Bel̃︀y -независимы, если доверие события:
∃ i ∈ {1, . . . ,n} ̃︀xi ̸= xi

Bel̃︀y(︀(̃︀x1, . . . ,̃︀xn) ̸= (x1, . . . , xn)
)︀
=̂︀t̃︀x1,...,̃︀xn(x1, . . . , xn) =

= max
16i6n

̂︀t̃︀xi(xi) = ̂︀×
16i6n

̂︀t̃︀xi(xi), (10)

где t̃︀xi(xi) = sup{t̃︀x1,...,̃︀xn(x1, . . . , xn) | x1 ∈ X1, . . .
. . . , xi−1 ∈ Xi−1, xi+1 ∈ Xi+1, . . . , xn ∈ Xn} ,̂︀t̃︀xi(xi) = inf{̂︀t̃︀x1,...,̃︀xn(x1, . . . , xn) | x1 ∈ X1, . . . , xi−1 ∈
∈ Xi−1, xi+1 ∈ Xi+1, . . . , xn ∈ Xn} , xi ∈ Xi , i = 1, . . . ,n .

События Bi ∈ 𝒫(Y ) , i = 1, . . . ,n , взаимно PlY -
(BelY -) независимы, если

PlY (
⋂︁

16i6n

Bi) = min
16i6n

PlY (Bi) = ×
16i6n

PlY (Bi) (11)

(︀
BelY (

⋃︁
16i6n

Bi) = max
16i6n

BelY (Bi) = ̂︀×
16i6n

BelY (Bi)
)︀
.

Если меры PlY (·) и BelY (·) дуально согласованы,
т. е. ∃ 𝜃(·) ∈ Θ BelY (A) = 𝜃(PlY (Y ∖ A)) , A ∈ 𝒫(Y ) ,
то PlY - и BelY -независимости эквивалентны, а со-
бытия B1, . . . ,Bn в (11) и НОЭ ̃︀x1, . . . ,̃︀xn в (9),
(10) — взаимно независимы.

Независимость НОЭ и но. м. oпределяется подоб-
но независимости нч. э. и нч. м. в [1]. Заметим, что
∙ если zi(·) : Xi → Zi, i = 1, . . . ,n, — любые функ-
ции, и НОЭ ̃︀xi, i = 1, . . . ,n, взаимно Pl- (Bel-)
независимы, то взаимно Pl- (Bel-) независимы
и НОЭ ̃︀zi = zi(̃︀xi), i = 1, . . . ,n.
∙ но. э. ̃︀x1, . . . ,̃︀xn , заданные на (Y ,𝒫(Y ),PlY ,BelY ) ,
со значениями в (X1,𝒫(X1)) , . . . , (Xn,𝒫(Xn)) вза-
имно Pl- (Bel-) независимы, если и только если
∀Aj ∈ 𝒫(Xj) , j = 1, . . . ,n ,

Pl̃︀y( ⋂︁
16i6n

{̃︀xi ∈ Ai}) = min
16i6n

Pl̃︀y(̃︀xi ∈ Ai)

(︀
Bel̃︀y( ⋃︁

16i6n

{̃︀xi ∈ Ai}) = max
16i6n

Bel̃︀y(̃︀xi ∈ Ai)
)︀
.

(12)

∙ если НОЭ ̃︀x1, . . . ,̃︀xn взаимно Pl̃︀y - (Bel̃︀y -)
независимы, то правдоподобия (доверия) собы-
тий

⋃︀
16i6n

{̃︀xi ∈ Ai} и
⋂︀

16i6n
{̃︀xi ∈ Ai} определяют-

ся правдоподобиями (довериями) событий ̃︀xi ∈ Ai ,
i = 1, . . . ,n .
∙ если события Bi , i = 1, . . . ,n , взаимно PlY -
(BelY -) независимы, то правдоподобия (доверия) со-
бытий

⋃︀
16i6n

Bi и
⋂︀

16i6n
Bi определяются правдопо-

добиями (довериями) событий Bi , i = 1, . . . ,n .
Согласно последним замечаниям естественны

следующие определения субъективной независи-
мости, «интуитивно более понятные», чем данные
в определении 1.2.

Опред е л ени е 1.3. События B1, . . . ,Bn (B′
1, . . .

. . . ,B′
n ) назовeм взаимно субъективно PlY - (BelY -)

независимыми, если существует непрерывная функ-
ция f (·) : [0, 1]n → [0, 1] ( f ′(·) : [0, 1]n → [0, 1]) та-
кая, что

PlY (
⋂︁

16i6n

Bi) = f (PlY (B1), . . . ,PlY (Bn))(︁
BelY (

⋃︁
16i6n

B′
i) = f ′(BelY (B′

1), . . . ,BelY (B′
n))
)︁
. (13)

Проверим, что взаимная и взаимная субъек-
тивная независимости эквивалентны. Достаточно
рассмотреть случай n = 2. Если B1 и B2 (B′

1
и B′

2 ) PlY - (BelY -) независимы, то они и субъ-
ективно независимы, ибо в (13) f (·, ·) = min{·, ·}
( f ′(·, ·) = max{·, ·}). Поскольку события B1 и ∅ , B1

и Y (B′
1 и ∅ , B′

1 и Y ) при любом B1 (B′
1 ) PlY -

(BelY -) независимы, то B1 и ∅ , B1 и Y (B′
1 и ∅ ,

B′
1 и Y ) PlY - (BelY -) независимы и субъективно,

т. е. в (13) 1. f (b1, 0) = 0, f (b1, 1) = b1 ( f ′(b′1, 0) = b′1 ,
f ′(b′1, 1) = 1) . Если же B1 и B2 (B′

1 и B′
2 )

субъективно PlY - (BelY -) независимы, то в (13)
2. f (b1, b2) = f (b2, b1) ( f ′(b′1, b

′
2) = f ′(b′2, b

′
1)), где bi =

= PlY (Bi) (b′i = BelY (B′
i)), i = 1, 2. Наконец, согласно

(13) 3. для любых b1, b2 ∈ [0, 1] (b′1, b
′
2 ∈ [0, 1])

и для любого 𝛾(·) ∈ Γ 𝛾 ∘ f (b1, b2) = f (𝛾(b1), 𝛾(b2))
(𝛾 ∘ f ′(b′1, b

′
2) = f ′(𝛾(b′1), 𝛾(b

′
2))). Согласно 1, 2 и 3,

для любых b1, b2, b′1, b
′
2 ∈ [0, 1] выполнены условия

теоремы 1.1 в [1], следовательно, f (·, ·) = min{·, ·} ,
f ′(·, ·) = max{·, ·} .

Опред е л ени е 1.4. Неопределенные элементы̃︀x1, . . . ,̃︀xn назовем взаимно субъективно Pl̃︀y - (Bel̃︀y -)
независимыми, если существует непрерывная функ-
ция f (·) : [0, 1]n → [0, 1] ( f ′(·) : [0, 1]n → [0, 1]) такая,
что ∀Aj ∈ 𝒫(Xj) , j = 1, . . . ,n , Pl̃︀y( ⋂︀

16i6n
{̃︀xi ∈ Ai}) =

= f (Pl̃︀y(̃︀x1 ∈ A1), . . . ,Pl̃︀y(̃︀xn ∈ An)) (∀A′
j ∈ 𝒫(Xj) ,

j = 1, . . . ,n , Bel̃︀y( ⋃︀
16i6n

{̃︀xi ∈ Ai}) = f ′(Bel̃︀y(̃︀x1 ∈

∈ A′
1), . . . ,Bel̃︀y(̃︀xn ∈ A′

n))).

Разумеется, и в этом случае взаимная и взаим-
ная субъективная независимости эквивалентны.

1.8. Условные субъективные распределения и меры

Обозначим в определении 1.2 (̃︀x1, . . . ,̃︀xk) ∼ ̃︀z1 ,
(̃︀xk+1, . . . ,̃︀xn) ∼ ̃︀z2 , X1 × . . . × Xk ∼ Z1 , Xk+1 × . . . ×
× Xn ∼ Z2 , (x1, . . . , xk) ∼ z1 , (xk+1, . . . , xn) ∼ z2 .

Опред е л ени е 1.5. Вариантом условного
(со значениями в шкале L) распределения прав-
доподобий равенств ̃︀z1 = z1 , z1 ∈ Z1, при усло-
вии ̃︀z2 = z2 назовем любое решение t̃︀z1|̃︀z2(z1|z2)
уравнения

min
{︀
t̃︀z1|̃︀z2(z1 | z2), t̃︀z2(z2)

}︀
= t̃︀z1,̃︀z2(z1, z2), (14)

z1 ∈ Z1, z2 ∈ Z2,
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где

t̃︀z2(z2) = sup{t̃︀z1,̃︀z2(z1, z2) | z1 ∈ Z1}, z2 ∈ Z2. (15)

Вариантом условного (со значениями в шка-
ле ̂︀L) распределения доверий неравенств ̃︀z1 ̸= z1 ,
z1 ∈ Z1 , при условии1 ̃︀z2 = z2 назовeм любое реше-
ние ̂︀t̃︀z1|̃︀z2(z1|z2) уравнения̂︀t̃︀z1,̃︀z2(z1, z2) = max

{︀̂︀t̃︀z1|̃︀z2(z1 | z2),̂︀t̃︀z2(z2)
}︀
, (16)

z1 ∈ Z1, z2 ∈ Z2,

где ̂︀t̃︀z2(z2) = inf{̂︀t̃︀z1,̃︀z2(z1, z2) | z1 ∈ Z1} , z2 ∈ Z2.

Поскольку в (14), (15) t̃︀z2(z2) > t̃︀z1,̃︀z2(z1, z2) ,
z1 ∈ Z1 , z2 ∈ Z2, уравнение (14) разрешимо от-
носительно t̃︀z1|̃︀z2(z1|z2) . Любой вариант условного,
при условии ̃︀z2 = z2 , распределения правдоподобий
значений ̃︀z1 можно определить равенством

t̃︀z1|̃︀z2(z1|z2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
t̃︀z1,̃︀z2(z1, z2),

если t̃︀z1,̃︀z2(z1, z2) < t̃︀z2(z2),

f (t̃︀z1,̃︀z2(z1, z2)),

если t̃︀z1,̃︀z2(z1, z2) = t̃︀z2(z2),

(17)

z1 ∈ Z1, z2 ∈ Z2,

где f (·) : [0, 1] → [0, 1] — произвольная функция
такая, что f (a) > a , a ∈ [0, 1] .

Заметим однако, что при некоторых z2 ∈ Z2 среди
вариантов (17) условного распределения t̃︀z1|̃︀z2(·|z2)
может и не быть распределения условного прав-
доподобия. Действительно, если в (15), например,
при z2 ∈ Z2 точная верхняя грань не достигается,
то t̃︀z1,̃︀z2(z1, z2) < t̃︀z2(z2), z1 ∈ Z1 , и, следовательно,
в (14) (см. (17))

min
{︀
t̃︀z1|̃︀z2(z1|z2), t̃︀z2(z2)

}︀
= t̃︀z1|̃︀z2(z1|z2) = t̃︀z1,̃︀z2(z1, z2).

(18)
Если при этом t̃︀z2(z2) < 1, то согласно (15), (18)
sup
z1∈Z1

t̃︀z1|̃︀z2(z1|z2) = t̃︀z2(z2) < 1, т. е. t̃︀z1|̃︀z2(·|z2) : Z1 → Z2

не есть распределение правдоподобий значений
НОЭ ̃︀z1 .

Подобное замечание касается и вариантов услов-
ного распределения доверий в (16).

Содержательная интерпретация этого факта со-
стоит в том, что в (14) условное распределение
t̃︀z1|̃︀z2(·|z2) : Z1 → L принимает значения в шкале
L, в которой правдоподобие Pl(̃︀z2 = z2) = t̃︀z2(z2) < 1,
т. е. истинность равенства ̃︀z2 = z2 , при выполнении
которого получено распределение НОЭ ̃︀z1 , не аб-
солютна, что субъективно неприемлемо. Пусть
0 < t̃︀z2(z2) < 1. Рассмотрим решения 𝛾z2 ∘ t̃︀z1|̃︀z2(·|z2)
уравнения (14) со значениями в субъективной шка-
ле 𝛾z2L, которую МИ определил так, чтобы в ней
правдоподобие истинности равенства ̃︀z2 = z2 стало
равным единице, задав 𝛾z2(·) как непрерывную,
строго монотонную функцию [0, t̃︀z2(z2)] → [0, 1] ,
𝛾z2(0) = 0, 𝛾z2(t

̃︀z2(z2)) = 1. В субъективной шка-

ле 𝛾z2L уравнение (14) записывается в виде
𝛾z2 ∘t

̃︀z1,̃︀z2(z1, z2) = min
{︀
𝛾z2 ∘t

̃︀z1|̃︀z2(z1|z2), 𝛾z2 ∘t
̃︀z2(z2)

}︀
=

= 𝛾z2 ∘ t̃︀z1|̃︀z2(z1|z2) , z1 ∈ Z1 , согласно которому
при любом z2 ∈ Z2 , при котором t̃︀z2(z2) > 0,
условное субъективное распределение правдопо-
добия 𝛾z2 ∘ t̃︀z1|̃︀z2(z1|z2) = 𝛾z2

∘ t̃︀z1,̃︀z2(z1, z2) , z1 ∈ Z1 ,

для любого решения t̃︀z1|̃︀z2(·|z2) уравнения (14)
есть распределение субъективного правдоподобия
𝛾z2 ∘ Pl̃︀z1|̃︀z2(̃︀z1 = z1 | ̃︀z2 = z2), z1 ∈ Z1, со значениями
в субъективной шкале 𝛾z2L, в данном случае —
условного, при условии ̃︀z2 = z2 .

Опред е л ени е 1.6. Вариантом условного, при
условии ̃︀z2 = z2 , 0 < t̃︀z2(z2) < 1, субъективного рас-
пределения правдоподобий значений ̃︀z1 в субъектив-

ной шкале 𝛾z2
L назовем функцию t̃︀z1|̃︀z2

s (z1|z2) = 𝛾z2
∘

t̃︀z1,̃︀z2(z1, z2) , z1 ∈ Z1 , где 𝛾z2
(·) : [0, t̃︀z2(z2)] → [0, 1] —

любая непрерывная, строго монотонная функция
𝛾z2

(0) = 0, 𝛾z2
(t̃︀z2(z2)) = 1.

Вариантом условного, при условии ̃︀z2 = z2 ,
0 < t̃︀z2(z2) < 1, субъективного распределения дове-
рий значений ̃︀z1 в субъективной шкале ̂︀𝛾z2

̂︀L назовем

функцию ̂︀t̃︀z1|̃︀z2
s (z1|z2) = ̂︀𝛾z2

∘ ̂︀t̃︀z1,̃︀z2(z1, z2) , z1 ∈ Z1 ,

где ̂︀𝛾z2
(·) : [t̃︀z2(z2), 1] → [0, 1] — любая непрерыв-

ная, строго монотонная функция ̂︀𝛾z2
(t̃︀z2(z2)) = 0,̂︀𝛾z2

(1) = 1.

Подобная проблема сопутствует определению
условного правдоподобия Pl(A | B) как решения
уравнения

Pl(A∩B) = min{Pl(A | B),Pl(B)}, (*)

отражающего эквивалентность событий A ∩ B
и (A, если B ) & B , когда 0 < Pl(B) < 1.
В этом случае любая непрерывная, строго моно-
тонная функция 𝛾B(·) : [0,Pl(B)] → [0, 1] , 𝛾B(0) = 0,
𝛾B(Pl(B)) = 1, характеризующая событие B
в субъективной шкале 𝛾BL как достоверное,
определит любой вариант условного правдоподобия
Pls(A | B) = 𝛾B ∘Pl(A∩B) как единственное решение
уравнения 𝛾B∘Pl(A∩B) = min{𝛾B∘Pl(A | B), 𝛾B∘Pl(B)}
(«спроецированного» на субъективную шкалу урав-
нения (*)), характеризующее событие B в субъек-
тивной шкале как достоверное Pls(B | B) = 1.

Заметим, что в случае 0 < Pr(B) < 1 условная
вероятность Pr(A | B) = Pr(A∩B)/Pr(B) определена
в «субъективной» шкале, преобразование в которую
определяет «нормирующий» множитель 1/Pr(B) ,
как решение уравнения Pr(A∩ B) = Pr(A | B)Pr(B) ,
удовлетворяющее условию Pr(B | B) = 1.

Что касается условного доверия Bel(A | B) как
решения уравнения

Bel(A∪ (X ∖B)) = max{Bel(A | B),Bel(X ∖B)}, (**)

1 Неравенство (̃︀z1,̃︀z2) ̸= (z1, z2) , доверие которого слева в (16), верно, когда либо ̃︀z1 ̸= z1 , если ̃︀z2 = z2 , либо ̃︀z2 ̸= z2 .
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отражающего эквивалентность событий A∪ (X ∖ B)
и (A, если B ) ∨ X ∖ B , то в случае
0 < Bel(X ∖ B) < 1 следует определить условное до-
верие Bels(A | B) в субъективной шкале ̂︀𝛾B

̂︀L, задав
любую непрерывную строго монотонную функцию̂︀𝛾B(·) : [Bel(X ∖ B), 1] → [0, 1] , ̂︀𝛾B(Bel(X ∖ B)) = 0,̂︀𝛾B(1) = 1, и определив Bels(A | B) = ̂︀𝛾B ∘ Bel(A ∪
∪ (X ∖ B)) как единственное решение уравнения̂︀𝛾B∘Bel(A∪(X∖B)) = max{̂︀𝛾B∘Bel(A | B),̂︀𝛾B∘Bel(X∖B)}
(«спроецированного» на субъективную шкалу ̂︀𝛾B

̂︀L
уравнения (**)), в котором ̂︀𝛾B ∘ Bel(X ∖ B) = 0, ибо
в субъективной шкале B — достоверное событие
и Bels(B | B) = ̂︀𝛾BBel(B ∪ (X ∖B)) = 1.

Замечани е 1.3. Автору неизвестны публикации,
в которых рассмотрены понятия субъективных шкал
значений мер правдоподобия, доверия, субъективной
независимости и субъективных условных мер прав-
доподобия, доверия.

1.9. Другие варианты мер правдоподобия и доверия

1.9.1. Варианты мер правдоподобия и доверия,
значения которых, отличные от 0 и 1 , могут быть

содержательно интерпретированы

Нетрудно привести примеры субъективных мо-
делей, в которых полезна содержательная, незави-
сящая от координатных представлений шкал, ин-
терпретация некоторых, отличных от 0 и 1,
значений правдоподобия и доверия, например, —
значения 1/2, отвечающего индифферентности
каждого МИ. В таком случае для формулиров-
ки субъективных моделей коллективу МИ сле-
дует договориться использовать вариант тео-
рии, в котором определены шкалы L{1/2} и ̂︀L{1/2}
значений правдоподобия и доверия, группа Γ{1/2}
автоморфизмов которых определена как подгруп-
па группы Γ автоморфизмов шкал L и ̂︀L, по-
рожденная подгруппой Γ{1/2} группы Γ преоб-
разований 𝛾{1/2}(·) : [0, 1] → [0, 1] , оставляющих
неподвижным1 значение 1/2: Γ{1/2} = {𝛾(·) ∈ Γ,
𝛾(1/2) = 1/2} . При этом дуальная L{1/2} шкала̂︀L{1/2} будет связана с L{1/2} дуальным изоморфиз-

мом 𝜃{1/2} : L{1/2} → 𝜃{1/2}L{1/2} = ̂︀L{1/2} , определен-
ным некоторой функцией 𝜃{1/2}(·) ∈ Θ{1/2} = {𝜃 ∈ Θ,
𝜃(1/2) = 1/2} .

Если для содержательной интерпретации коллек-
тивом МИ выделены значения ai , 1−ai , i = 1, . . . ,n ,
где 0 6 a1 < . . . < an 6 1/2 6 1− an < . . . < 1− a1 6 1,
то подгруппа ΓS , где S = {a1, . . . ,an , 1 − an, . . .
. . . , 1 − a1} , группы Γ , определенная функциями
𝛾S(·) ∈ Γ , удовлетворяющими условиям 𝛾S(ai) = ai ,
𝛾S(1 − ai) = 1 − ai , i = 1, . . . ,n , определит подгруп-
пу ΓS ⊂ Γ автоморфизмов шкал LS′ и ̂︀L̂︀S′ , где

S′ = {a1, . . . ,an} , ̂︀S′ = {1−an, . . . , 1−a1} , S′∪̂︀S′ = S ,

а класс ΘS ⊂ Θ функций 𝜃S(·) ∈ Θ , удовлетво-
ряющих условиям 𝜃S(ai) = 1 − ai , 𝜃S(1 − ai) = ai ,
i = 1, . . . ,n , определит класс ΘS дуальных изомор-

физмов 𝜃S : LS′ → 𝜃SLS′
def= ̂︀L̂︀S′ . В этом случае вы-

деленные значения правдоподобий и доверий будут
иметь один и тот же смысл для всех МИ коллектива.

Рассмотрим математический формализм, позво-
ляющий охарактеризовать шкалу LS′ , S′ = {a0 =
= 0 < a1 < . . . < an < 1 = an+1} [3]. Определим
параметрические классы отображений

(·)`a : [0, 1] → [0, 1], (·)aa : [0, 1] → [0, 1], a ∈ S′, :

(u)`a
def= max{a,u} = a + u, (19)

(u)aa
def= min{a,u} = a× u, u ∈ [0, 1],

где параметр a ∈ S′ обозначает неподвижную точку
шкалы LS′ . Заметим, что отображения (19) суть
проекторы, ибо ((·)`a )`a = (·)`a и ((·)aa )aa = (·)aa ,
а равенства

((u)`ai
)`aj

= (u)`ai + aj
, ((u)aai

)aaj
= (u)aai×aj

,

u ∈ [0, 1], i, j = 0, . . . ,n + 1, (20)

означают, что классы отображений (19) являются
полугруппами относительно их композиций (20),
ибо в (20) ai,aj,ai + aj,ai × aj ∈ S′. Более того,
и отображения ((u)`ai )

a
aj = ((u)aaj )

`
ai×aj

, u ∈ [0, 1] ,

и ((u)aai )
`
aj = ((u)`aj )

a
ai + aj

, u ∈ [0, 1], являются про-
екторами, ибо

((((·)`ai
)aaj

)`ai
)aaj

= ((·)`ai
)aaj

, ((((·)aai
)`aj

)aai
)`aj

= ((·)aai
)`aj

.

Если * — символ любой из бинарных операций +
или × , то (u*v)`a = (u)`a *(v)`a , (u*v)aa = (u)aa *(v)aa ,
u, v ∈ [0, 1], поэтому полугруппа отображений (19)
определяет полугруппу автоморфизмов шкалы LS′ .

Наконец, 𝛾 ∘ (·)`a = (𝛾(·))`𝛾(a) , 𝛾 ∘ (·)aa = (𝛾(·))a𝛾(a) ,

𝛾(·) ∈ Γ , 𝜃 ∘ (·)`a = (𝜃(·))a𝜃(a) , 𝜃 ∘ (·)aa = (𝜃(·))`𝜃(a) ,
𝜃(·) ∈Θ.

Для представления pl-интеграла в шкале LS′

заметим, что так как plg(f (·)) = +
x∈X

(g(x)× f (x)) , то

(plg(f (·)))
a
a = plga

a
(f (·)) = plga

a
(faa (·)),

(plg(f (·)))
`
a = plg`

a
(f (·)) = plg`

a
(f`a (·)),

где f`a (x) = (f (x))`a , faa (x) = (f (x))aa , x ∈ X , и соот-
ветственно для ai < ai+1

((plg(f (·)))
`
ai
)aai+1

= pl(g`
ai

)aai+1
(f (·)) = pl(g`

ai
)aai+1

((f`ai
)aai+1

(·))

— представление (проекция) pl-интеграла со зна-
чениями в шкале L(i) = ([ai,ai+1],6,+,×) , где
ai,ai+1 , i = 0, . . . ,n , — неподвижные точки шкалы
LS′ =

⋃︀
06i6n

L(i) , Γ{a0,...,an+1} = Γ{a0,a1} ⊗ . . .⊗ Γ{an,an+1} —

группа ее автоморфизмов.
Заметим, что в этом варианте теории мер прав-

доподобия, доверия МИ из образованного ими

1 Операции + ∼ max , × ∼ min в L{1/2} сохранятся, если дополнительно к указанным в теореме 1.1 в [1] будут
выполнены условия: x × (1/2) = x , x + (1/2) = 1/2, x ∈ [0, 1/2] , (1/2)× x = 1/2, (1/2) + x = x , x ∈ [1/2, 1] .
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коллектива могут содержательно интерпретировать
не только значения 0 = a0 < a1 < . . . < an < an+1 = 1
pl-интеграла и правдоподобия, но и факты вклю-
чения их значений в неподвижные интервалы
[ai,ai+1] , i = 0, . . . ,n .

Для представления bel-интеграла в шкале̂︀L̂︀S′ следует использовать дуальные отображения

(·)
̂︀â︀a = (·)`a , (·)

̂̀︀̂︀a = (·)aa .

1.9.2. Третий вариант теории мер правдоподобия,
доверия

Рассмотрим вариант теории мер правдоподобия
Pl′ и доверия Bel′ , называемый далее третьим (вто-
рой вариант см. в [3, 39]), который наследует неко-
торые черты теории вероятностей и психофизики.
Определим шкалу L′ = ([0, 1],6,+′,×′) значений

Pl′ , задав (как и во втором варианте) a+′ b def= a +

+ b = max{a, b} , a×′ b def= a · b = a ⊗ b , где ⊗ —
символ «обычного» умножения и выполнено условие
дистрибутивности c×′ (a+′ b) = (c×′ a)+′ (c×′ b) ,
a, b, c ∈ [0, 1] . Группа Γ

′
автоморфизмов L′ порож-

дается группой преобразований 𝛾′𝛼(·) : [0, 1] → [0, 1] ,
𝛾′𝛼(a) = a𝛼 , a ∈ [0, 1] , 𝛼 > 0, согласно условиям
∀a, b ∈ [0, 1] ∀𝛼 > 0 𝛾′𝛼(a+′ b) = 𝛾′𝛼(a)+′ 𝛾′𝛼(b) ,
𝛾′𝛼(a×′ b) = 𝛾′𝛼(a)×′ 𝛾′𝛼(b) .

Заметим, что в третьем (и во втором) варианте
шкала L′ имеет Γ′ -инвариант, а именно отноше-
ние логарифмов 𝜋 = log 𝛾′𝛼(Pl′(A))/ log 𝛾′𝛼(Pl′(B)) =
= logPl′(A)/ logPl′(B) не зависит от выбора шка-
лы 𝛾′𝛼L′ , 𝛾′𝛼 ∈ Γ

′
, и может быть содержательно ис-

толковано [39]. Дело в том, что класс преобразова-
ний a → a𝛼 , a ∈ [0, 1] , 𝛼 > 0, содержит класс так на-
зываемых психофизических функций, связывающих
шкалы значений реальных интенсивностей стимулов
со шкалами их оценок испытуемыми [15]. В таком
контексте рассматриваемые далее меры Pl′ и Bel′

можно интерпретировать как оценки исследователя
(в его шкалах L′ и ̂︀L′ ) модальных операторов
правдоподобия и доверия в его субъективной фор-
мулировке модели объекта исследования.

Шкалу ̂︀L′ = ([0,∞], ̂︀6, ̂︀+′
, ̂︀×′

) значений Bel′

определим (в отличие от второго варианта) как
дуально изоморфную L′ , задав семейство дуальных
изоморфизмов 𝜃′𝛽 : L′ → 𝜃′𝛽L

′ = ̂︀L′ , порожденное се-
мейством отображений 𝜃′𝛽(·) : [0, 1] → [0,∞] , 𝛽 > 1,

𝜃′𝛽(u) =

{︃
log𝛽 u−1, 0 < u 6 1,

∞, u = 0,
а бинарные операции

̂︀+′
и ̂︀×′

в ̂︀L′ определим как дуальные операциям
+′ и ×′ в L′ , условиями

𝜃′𝛽(u1 +′ u2) = log𝛽(max{u1,u2})−1 =

= min{log𝛽 u−1
1 , log𝛽 u−1

2 } def= 𝜃′𝛽(u1)̂︀+′
𝜃′𝛽(u2) (21)

𝜃′𝛽(u1 ×′ u2) = log𝛽(u1 ×′ u2)
−1 = log𝛽 u−1

1 ⊕ log𝛽 u−1
2

def=
def= 𝜃′𝛽(u1)̂︀×′

𝜃′𝛽(u2), u1,u2 ∈ [0, 1], 𝛽 > 1,

согласно которым v1
̂︀+′

v2
def= min{v1, v2} , v1

̂︀×′
v2

def=
v1 ⊕ v2 , где ⊕ — символ «обычного» сло-
жения и выполнено условие дистрибутивности:
v̂︀×′

(v1
̂︀+′

v2) = (v̂︀×′
v1)̂︀+′

(v̂︀×′
v2) , v, v1, v2 ∈ [0,∞] .

Группа ̂︀Γ автоморфизмов шкалы ̂︀L′ порождается
группой ̂︀Γ′ преобразований ̂︀𝛾′𝛼(·) : [0,∞] → [0,∞] ,
𝛼 > 0, ̂︀𝛾′𝛼(v) = 𝛼v , v ∈ [0,∞] , при этом
для любых v1, v2 ∈ [0,∞] и любого 𝛼 > 0̂︀𝛾′𝛼(v1̂︀*v2) = ̂︀𝛾′𝛼(v1)̂︀*̂︀𝛾′𝛼(v2) , где ̂︀* — символ любой
из операций ̂︀+′

или ̂︀×′
.

Наконец, pl′ -, bel′ -интегралы в третьем варианте
определим равенствами

pl′(·) : L′(X) → L′, pl′g(f (·)) = +′
x∈X

(g(x)×′ f (x)) =

= max
x∈X

(g(x)⊗ f (x)), (22)

bel′(·): ̂︀L′(X) → ̂︀L′, bel′g′(̂︀f (·)) = 𝜃′𝛽(pl
′
g(𝜃

′−1
𝛽 ∘̂︀f (·))) =

= ̂︀+′

x∈X
(𝜃′𝛽 ∘ g(x)̂︀×′̂︀f (x)) = min

x∈X
(̂︀g(x)⊕̂︀f (x)),

где ̂︀g(·) = 𝜃′𝛽 ∘ g(·) , 𝜃−1
𝛽 (·) : [0,∞] → [0, 1] ,

𝛽 > 1, — семейство обратных отображений,

𝜃′−1
𝛽 (v) =

{︃
𝛽−v, 0 6 v < ∞,

0, v = ∞,
порождающих семей-

ство дуальных изоморфизмов 𝜃′−1
𝛽 : ̂︀L → 𝜃′−1

𝛽
̂︀L′ = L′ .

Меры Pl′ - и Bel′ суть соответственно

Pl′g(A) def= pl′g(𝜒A(·)) = +′
x∈X

(g(x)×′ 𝜒A(x)) = max
x∈A

g(x),

𝜒A(x) =

{︃
1, x ∈ A,

0, x ∈ X ∖A,

Bel′̂︀g(A) def= bel′̂︀g(̂︀𝜒A(·)) = 𝜃′𝛽(pl
′
g(𝜃

′−1
𝛽 ∘ ̂︀𝜒A(·))) =

= ̂︀+′

x∈X
(̂︀g(x)̂︀×′̂︀𝜒A(x)) = min

x∈X∖A
̂︀g(x),

где ̂︀g(·) = 𝜃′𝛽 ∘ g(·) , ̂︀𝜒A(x) = 𝜃′𝛽 ∘ 𝜒X∖A(x) =

=

{︃̂︀0 = ∞, x ∈ A,̂︀1 = 0, x ∈ X ∖A.

Замечани е 1.4. Автору неизвестны публикации,
в которых рассмотрен данный вариант теории мер
правдоподобия и доверия.

2. Эмпирические основы
2.1. Эмпирическое восстановление модели НО.НЧ.О.
Построение нечeткого неопределенного элемента
(НЧ.НОЭ) как эмпирической оценки неизвестного

параметра НО.НЧ.О.

Разумеется, субъективное моделирование может
существенно повышать эффективность научных ис-
следований лишь при условии, что при доступности
данных наблюдений за ОИ может быть проверена
адекватность его субъективной модели цели иссле-
дования, а субъективная модель — скорректирована,
если требуется.

Пусть M(x) = (Y,𝒫(Y ),P𝜂(·; x),N𝜂(·; x)) —
неопределёная (заданная с точностью до значения
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параметра1 x ∈ X ) нечеткая модель НО.НЧ.О.
(см. [1, п. 1.3]), и МИ предложил модель (X,𝒫(X) ,
Pl̃︀x,Bel̃︀x) НОЭ ̃︀x , охарактеризовав свои субъектив-
ные представления об истинности каждого x ∈ X
относительными значениями мер правдоподобия
Pl̃︀x(̃︀x = x) и доверия Bel̃︀x(̃︀x ̸= x) . Это означа-
ет, что МИ предложил субъективную нечет-
кую модель M(̃︀x) = (Y ,𝒫(Y ),P̃︀𝜂,Ñ︀𝜂) НО.НЧ.О.,
в которой но. нч. э. ̃︀𝜂 задан субъективными
мерами возможности ̃︀P(A) = P̃︀𝜂(̃︀𝜂 ∈ A) def= P𝜂(A;̃︀x)

и необходимости ̃︀N(A) = Ñ︀𝜂(̃︀𝜂 ∈ A) def= N𝜂(A;̃︀x) ,
A ∈ 𝒫(Y ) . В данном случае P𝜂(·; x) и N𝜂(·; x)
суть модальные операторы нечеткости, заданные
на 𝒫(Y ) и для каждого x ∈ X определяющие модель
ОИ, а Pl̃︀x(·) и Bel̃︀x(·) суть модальные операторы
неопределенности, заданные МИ на множестве
𝒫(X) всех НВ и представляющие его субъективное
суждение об истинности предложенной им модели
M(̃︀x) . Подобная субъективная модель исследована
в п. 3 в [36], а в данном случае речь пойдет
об эмпирическом оценивании неизвестного x ∈ X .

Если МИ доступны данные наблюдений
за НО.НЧ.О., моделью которого является семейство
M(X) = (Y ,𝒫(Y ),P𝜂(·; x) , N𝜂(·; x)) , x ∈ X , он может
построить эмпирическую (нечеткую) модель
НОЭ ̃︀x , оценивающего значение x ∈ X по схеме,
подобной схеме построения статистической модели
НОЭ [2].
2.1.1. При любом x ∈ X объект может находиться

в одном из двух состояний: x или x′(x) ,
отличном от x

Рассмотрим случай, в котором объект для каж-
дого x ∈ X может находиться в одном из двух
состояний, определeнных либо значением x , либо
(конкурирующим) x′ = x′(x) ̸= x , где отображение
x′(·) : X → X известно МИ. Семейство P𝜂 -критиче-
ских2 для гипотезы H(x) = {x} областей, инвариант-
ное относительно выбора шкалы значений P𝜂, обо-
значим Ψ𝜆(x) = {y ∈ Y, g𝜂(y; x′) > min{𝜆, g𝜂(y; x)}} ,
𝜆 ∈ (0, 1) , см. пункт 5.7 в [1]. При наблюдении
𝜂 = y гипотеза {x} , согласно которой наблюдение
контролировалось моделью M(x) , отвергается, если
y ∈ Ψ𝜆(x) , причем отвергается ошибочно с возмож-
ностью

p−
𝜆 (x) = P𝜂(𝜂 ∈Ψ𝜆(x); x) = sup{g𝜂(y; x) | y ∈Y,

g𝜂(y; x′) > min{𝜆, g𝜂(y; x)}}.
Понятно, что чем больше минимальное по 𝜆 ∈

∈ (0, 1) значение возможности p−
𝜆 (x; y0) ошибочно

отвергнуть гипотезу {x} при наблюдении 𝜂 = y0 ,
тем значительнее наблюдение 𝜂 = y0 свидетель-
ствует о верности гипотезы {x} , согласно ко-
торой наблюдение 𝜂 = y0 контролировалось моде-
лью M(x) .

Поэтому нечeткий неопределенный элемент
(НЧ.НОЭ, неопределeнный элемент с нечeтким
распределением правдоподобий и доверий его зна-
чений) ̃︀x = ̃︀x(𝜂) , эмпирически оценивающий пара-
метр x модели M(x) , контролировавшей резуль-
тат наблюдения 𝜂 = y0 , определим зависящими
от 𝜂 вариантами распределений правдоподобий

t̃︀x(x; 𝜂)
⃒⃒⃒
𝜂=y0

= t̃︀x(x; y0)=Pl̃︀x(̃︀x = x; y0) =

= 𝛾
(︀

inf
𝜆∈(0,1)

p−
𝜆 (x; y0)

)︀
=

= 𝛾
(︁

inf
𝜆∈(0,1)

sup
{︁
g𝜂(y; x) | y ∈Y ,

g𝜂(y; x′) > min{𝜆, g𝜂(y; x)},

g𝜂(y0; x
′) > min{𝜆, g𝜂(y0; x)}

}︁)︁
, (23)

если множество Λ(x; y0) =
{︀
𝜆 ∈ (0, 1), g𝜂(y0; x

′) >
> min{𝜆, g𝜂(y0; x)}

}︀
̸= ∅ , и t̃︀x(x; y0) = 1, если

Λ(x; y0) = ∅ , и доверий

̂︀t̃︀x(x; 𝜂)
⃒⃒⃒
𝜂=y0

=̂︀t̃︀x(x; y0) = Bel̃︀x(̃︀x ̸=x; y0) =

= 𝜃( inf
𝜆∈(0,1)

p−
𝜆 (x; y0)) =

= sup
𝜆∈(0,1)

inf
{︁̂︀g𝜂(y; x) | y ∈Y ,

̂︀g𝜂(y; x′) < max{𝜃(𝜆), ̂︀g𝜂(y; x)},̂︀g𝜂(y0; x′) < max{𝜃(𝜆), ̂︀g𝜂(y0; x)}
}︁
, (23*)

если Λ(x; y0) ̸= ∅ , и ̂︀t̃︀x(x, y0) = 0, если Λ(x; y0) = ∅ .
В (23), (23*) x′ = x′(x) , ̂︀g𝜂(·, ·) = 𝜃∘g𝜂(·, ·) , а 𝛾(·) ∈ Γ
и 𝜃(·) ∈Θ — произвольные функции.

2.1.2. Для каждого x ∈ X объект может находиться
либо в состоянии x либо в любом состоянии,

отличном от x

Если в нечеткой задаче проверки гипотезы
H(x) = {x} альтернативой является множество
X ∖ {x} , то семейством нечетких, оценивающих
x ∈ X , множеств максимального правдоподо-
бия (о. м. м. п.), подобным семейству случайных
о. м. м. п. в [2], является семейство нечeтких мно-
жеств Ψ−1(𝜂,𝜆) , 𝜆 ∈ (0, 1) , значения которых при
𝜂 = y0 суть

Ψ−1(y0;𝜆) = {x ∈ X,

g𝜂(y0; x) > min{𝜆,max
x∈X

g𝜂(y0; x)} =

= min{𝜆, g(y0)}}, 𝜆 ∈ (0, 1), (24)

где g(y0) = max
x∈X

g𝜂(y0; x) = g𝜂(y0, x(y0)) , а x(y0) —

максимально правдоподобное значение парамет-
ра x ∈ X при 𝜂 = y0 . Поскольку ∀ x ∈ X
g(y0) > g𝜂(y0; x) , и, следовательно, максималь-
ное значение 𝜆 ∈ (0, 1) , при котором множество
Ψ−1(y0;𝜆) покрывает x , равно g𝜂(y0; x) , то

1 Например, x = e ∈ (0, 1) = X , т. е. P𝜂 ∈ P(e) , N𝜂 ∈ N(̂︀e) , e = ̂︀e неизвестно, см. п. 1.3 в [1].
2 Для простоты считаем P𝜂 и N𝜂 дуально согласованными, тогда семейства P𝜂 - и N𝜂 -критических областей

совпадают.
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t̃︀x(x; 𝜂)
⃒⃒⃒
𝜂=y0

= t̃︀x(x; y0) = Pl̃︀x(̃︀x = x; y0) =

= 𝛾 ∘ g𝜂(y0; x) = 𝛾 ∘P𝜂(𝜂 = y0; x) (25)

— вариант нечeткого правдоподобия равенства̃︀x = x ∈ X при 𝜂 = y0 ∈Y, а

̂︀t̃︀x(x; 𝜂)
⃒⃒⃒
𝜂=y0

=̂︀t̃︀x(x; y0) = Bel̃︀x(̃︀x ̸= x; y0) =

= 𝜃 ∘ g𝜂(y0; x) = N𝜂(𝜂 ̸= y0; x) (25*)

— вариант нечеткого доверия неравенства̃︀x ̸= x ∈ X при 𝜂 = y0 ∈Y.

Замечани е 2.5. Вообще говоря, Pl̃︀x(X; y0) 6 1
(Bel̃︀x(∅; y0) > 0), но наблюдение 𝜂 = y0 опре-
деляет не только вариант эмпирического прав-
доподобия (доверия), но и изоморфную L (̂︀L)
эмпирическую шкалу 𝛾𝜂L|𝜂=y0 = 𝛾y0L (̂︀𝛾𝜂̂︀L|𝜂=y0 =
= ̂︀𝛾y0

̂︀L), в которой 𝛾y0 ∘ Pl̃︀x(X; y0) = 1 (̂︀𝛾y0 ∘
Bel̃︀x(∅; y0) = 0), где 𝛾y0(·) : [0,Pl̃︀x(X, y0)] → [0, 1]
(̂︀𝛾y0(·) : [Bel̃︀x(∅, y0), 1] → [0, 1]) — непрерывная стро-
го монотонная функция, 𝛾y0(0) = 0, 𝛾y0(Pl̃︀x(X, y0)) =
= 1 (̂︀𝛾y0(Bel̃︀x(∅, y0)) = 0, ̂︀𝛾y0(1) = 1).

Замечани е 2.6. Проблема эмпирического вос-
становления модели НОЭ рассмотрена в субъектив-
ной логике [6, 14, 16], в которой каждому собы-
тию A ∈ 𝒫(X) ∖ {∅,X} приписывается «субъектив-
ный вес» b(A) , отражающий уверенность включения
x ∈ A истинного значения НОЭ ̃︀x при отсутствии
знаний о включении x ∈ A′ в любое подмножество
A′ ⊂ A, A′ ̸= A. Элементарным событиям {x} ∈ 𝒫(X)
сопоставляются их «базовые частоты» a(x) и общий
для всех элементарных событий «вес неопределен-
ности» u как «степень незнания» принадлежности̃︀x какому-либо из подмножества X . Сумма весов
всех событий и ве́са неопределенности u , как
и сумма всех базовых частот, равны единице. Абсо-
лютное незнание характеризуется нулевыми весами
всех событий, единичным весом неопределенности
и равными друг другу базовыми частотами, точное
знание — равными единице субъективным весом
и базовой частоты истинного значения ̃︀x , равными
нулю субъективными весами и базовыми частотами
остальных значений ̃︀x , и нулевым весом неопреде-
ленности.

Основной недостаток: правило комбинирования
суждений [6] и соответственно метод эмпириче-
ского восстановления модели ̃︀x по данным на-
блюдений основаны на соответствии субъективных
весов байесовским вероятностям, которые зави-
сят от субъективного выбора априорной веро-
ятности.

2.2. Согласованность субъективных и эмпирических,
нескольких субъективных и т. п. данных

и их комбинирование

Пусть X = {x1, . . . , xm} , t̃︀x(·) : X → L
и t̃︀x(y0)(·) : X → L суть субъективное и эмпирическое
распределения правдоподобий значений НОЭ ̃︀x , где
t̃︀x(y0)(·) = t̃︀x(·; y0) либо (23), либо (25). Поскольку
распределения представлены в разных шкалах, их
невозможно непосредственно сравнить на предмет
согласованности, так как их значения определены
с точностью до (неизвестных!) преобразований 𝛾(·)
и 𝛾0(·) из Γ , и сравнивать можно лишь упорядо-
ченности их значений. Обозначим t̃︀x(y0)(xi) = t(0)i ,
t̃︀x(xi) = t(1)i , i = 1, . . . ,m , и охарактеризуем их
независимо от шкал их значений, сопоставив
каждому из распределений (m+1)×(m+1) матрицу
m(𝛼) = m(t(𝛼)

· ) , 𝛼 = 0, 1, парных сравнений, матрич-
ные элементы которой определим равенствами

m(𝛼)
k,j = (m(t(𝛼)

· )kj =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, если t(𝛼)

k > t(𝛼)
j ,

0, если t(𝛼)
k = t(𝛼)

j ,

−1, если t(𝛼)
k < t(𝛼)

j ,

(26)

k, j = 1, 2, . . . ,m + 1, t(𝛼)
m+1 = 0, 𝛼 = 0, 1.

Теперь вопрос о согласованности распределений
t(0)· и t(1)· можно решить, сравнив соответствующие
им матрицы m(0) и m(1) (26). Обозначим Mm+1 класс
всех (m + 1) × (m + 1) матриц парных сравнений
и определим на Mm+1 евклидово расстояние

𝜌(a, b) =

(︃
m+1∑︁
k,j=1

(akj − bkj)2
)︃1/2

, (27)

a = {akj}, b = {bkj},

между матрицами a и b , a, b ∈ Mm+1 . Если рас-
стояние 𝜌(m(0),m(1)) между матрицами m(0) и m(1)

достаточно мало по сравнению с их нормами

‖m(𝛼)‖ =
(︀ m+1∑︀

k,j=1
(m(𝛼)

kj )2
)︀1/2

, 𝛼 = 0, 1, то распределе-

ния t(0)· и t(1)· можно считать согласованными,
и максимально согласованное с ними распределение
можно определить, найдя его матрицу m* парных
сравнений как решение следующей задачи∑︁

𝛼=0,1

w2
𝛼𝜌

2(m(𝛼),m*) = min
m∈Mm+1

∑︁
𝛼=0,1

w2
𝛼𝜌

2(m(𝛼),m), (28)

где w2
𝛼 — «вес» распределения1 t(𝛼) , 𝛼 = 0, 1,∑︀

𝛼=0,1
w2
𝛼 = 1. Заметим, что если МИ ничего не зна-

ет о возможных значениях параметра x ∈ X ,
то его субъективное распределение правдоподобий
t(1)i = 1, i = 1, . . . ,m , m(1)

k,j = 0, k, j = 1, . . . ,m
(см. п. 1.5), и задача (28) имеет единственное
решение m* = m(0) , а МИ должен свое субъектив-
ное распределение «скорректировать», заменив его

1 «Вес» позволяет учесть «относительную надежность» субъективного и эмпирического распределений.
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на эмпирическое. Заметим также, что в данном
случае число 𝛼 матриц парных сравнений может
быть любым, конечным.

Поскольку в (28), как нетрудно убедиться,∑︁
𝛼=0,1

w2
𝛼𝜌

2(m(𝛼),m) =
∑︁
𝛼=0,1

w2
𝛼𝜌

2(m(𝛼),m) + 𝜌2(m,m),

(29)
где

m =
∑︁
𝛼=0,1

w2
𝛼m

(𝛼), (30)

то задача (28) эквивалентна задаче отыскания мат-
рицы m* ∈ Mm+1 , ближайшей (в смысле (27))
к матрице m , которая, вообще говоря, не яв-
ляется матрицей парных сравнений, ибо, хотя
mkj = −mjk ∈ [−1, 1] , но, возможно, mkj /∈ {−1, 0, 1} ,
k, j = 1, . . . , m + 1. В данном случае очевидно,
что «естественным претендентом» на решение за-
дачи 𝜌2(m,m) ∼ min

m∈Mm+1

является матрица m* , удо-

влетворяющая условию 𝜌2(m,m*) = min
m∈Mm+1

𝜌2(m,m) ,

в котором Mm+1 = {m, mkj = −mjk, mkj ∈ {−1, 0, 1},
k, j = 1, . . . ,m + 1} . Ее матричные элементы суть

m*kj =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, если mkj > 1/2,

0, если |mkj|6 1/2,

−1, если mkj < −1/2,

(31)

k, j = 1, . . . ,m + 1.

Если m* ̸∈ Mm+1 ⊂ Mm+1 , то есть если m* —
не матрица парных сравнений и, следователь-
но, не может представлять распределение, оп-
тимально учитывающее субъективные и эмпири-
ческие данные, то и матрице m* парных срав-
нений, 𝜌2(m,m*) = min

m∈Mm+1

𝜌2(m,m) , как решению

задачи (28), доверять не следует, ибо включе-
ние m* ∈ Mm+1 ∖ Mm+1 матрицы m* , ближайшей
к матрице m (30), естественно рассматривать как
свидетельство превышения критического уровня
взаимно противоречивых данных в распределениях
t(0)· и t(1)· . Если же m* ∈ Mm+1 , то это свидетель-
ствует и о согласованности распределений t(0)·

и t(1)· , а матрица m* = m* оптимально представ-
ляет субъективное и эмпирическое распределения
правдоподобий, и его можно считать субъективным,
эмпирически скорректированным распределением
правдоподобий значений НОЭ ̃︀x .

Заметим, что если вместо матрицы m* , опреде-
ленной в (31), ввести параметрический класс матриц
m𝛿 , 𝛿 ∈ (0, 1) , положив

m𝛿kj =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, если mkj > 𝛿,

0, если |mkj|6 𝛿,

−1, если mkj < −𝛿,

k, j = 1, . . . ,m,

то можно, выбрав 𝛿 = 𝛿* ∈ (0, 1) , ослабить влияние
противоречивости субъективных и эмпирических
данных так, чтобы m𝛿*∈ Mm+1 .

Подобная задача исследования согласованности
и комбинирования субъективных данных возникает
в ситуации, в которой МИ предложил модель M(̃︀x)
ОИ, а его коллега имеет данные наблюдений за ха-
рактеристиками ОИ, неизвестные значения которых
МИ моделирует НОЭ ̃︀y = 𝜙(̃︀x) , см. п. 1.4. Коллега,
естественно, предлагает МИ свою субъективную
модель НОЭ ̃︀y , согласованную с его данными на-
блюдений. Если t(0)i и t(1)i , i = 1, . . . , dim(Y ) , суть со-
отвественно распределения правдоподобий значений:
НОЭ ̃︀y = 𝜙(̃︀x) , обусловленное моделью M(̃︀x) ОИ,
и НОЭ ̃︀y , предложенное коллегой МИ, то иссле-
дование их согласованности и комбинирование мо-
гут быть выполнены по рассмотренной схеме. Если
существует функция 𝜙−1(·) : Y → X , то исследовать
на согласованность и комбинировать можно распре-
деления правдоподобий: t(1)i = t̃︀x(xi) , i = 1, . . . ,m ,
предложенное МИ, и t(2)i = Pl̃︀y(̃︀y = 𝜙(xi)) , ин-
дуцированное распределением, предложенным его
коллегой. Если же функция 𝜙−1(·) не суще-
ствует, и A· : Y → 𝒫(X) — полный прообраз
𝜙(·) : X → Y , то в качестве варианта распределе-
ния правдоподобий, индуцированного распределени-
ем, предложенным его коллегой, можно использо-
вать t(2)̃︀xi = Pl̃︀y(xi ∈ Ã︀y) = Pl̃︀y(̃︀y ∈ Axi

= {𝜙(xi)}) =

= t̃︀y(𝜙(xi)) , i = 1, . . . ,m , где A· : X → 𝒫(Y ) —
отображение, обратное A· : Y →𝒫(X) . Понятно, что
так определенное распределение t(2)̃︀x(x) = t̃︀y(𝜙(x)) ,
x ∈ X , — не единственное, удовлетворяющее усло-
виям sup

x∈X, y=𝜙(x)
t(2)̃︀x(x) = sup

x∈X, y=𝜙(x)
t̃︀y(𝜙(x)) = t̃︀y(y) ,

y ∈Y , где 𝜙(X) =Y .
Наконец, если некоторое следствие модели M(̃︀x)

субъективно охарактеризовано несколькими иссле-
дователями индикаторными функциями одноточеч-
ного покрытия (см. п. 1.4), то и в этом случае
исследование их согласованности и комбинирование
можно выполнить по этой же схеме.

Замечани е 2.7. Проблема комбинирования субъ-
ективных и эмпирических данных рассмотрена
в теории Демпстера-Шеффера [13], в которой НОЭ̃︀x задается «весовой функцией» m(·) : 𝒫(X) → [0, 1] ,∑︀
A⊂X

m(A) = 1, определяющей Bel̃︀x(A) =
∑︀

A′⊂A
m(A′) ,

Pl̃︀x(A) =
∑︀

A′∩A̸=∅
m(A′) , A ∈ 𝒫(X) . Значение m(A)

интерпретируется как мера уверенности в том, что̃︀x ∈ A при отсутствии уверенности в том, что ̃︀x ∈ A′

для любого A′ ⊂ A, A′ ̸= A, Bel̃︀x(A) интерпретирует-
ся как мера уверенности в том, что x ∈ A (с учетом
всех подмножеств A′ множества A, содержащих ̃︀x ),
Pl̃︀x(A) — мера сомнения в том, что ̃︀x ̸∈ A. «Точ-
ное незнание» моделируется значениями m(A) = 1,
A∈ 𝒫(X)), при этом Pl̃︀x(A) = 1, Bel̃︀x(A) = 0. «Абсо-
лютное знание» моделируется значениями m(A) = 1,
если A = {x} , m(A) = 0, если A = X ∖ {x} , где x —
истинное значение ̃︀x .
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Основные недостатки: правило комбинирования
весовых функций, полученных из разных источ-
ников, приводит к нелогичным результатам [20],
предложенные в [20, 22–24] правила не всегда
применимы. В [25] предложено правило комбини-
рования, «объединяющее» правила, предложенные
в [20, 22–24], но требующее дополнительную ин-
формацию об источниках. Предложенные в [21, 26]
методы эмпирического восстановления модели ̃︀x
зависят от правила комбинирования весовых функ-
ций и наследуют его недостатки.

2.3. Нечеткое правдоподобие истинности но.в.,
согласно которому субъективная модель НОЭ ̃︀x
согласуется с данными наблюдений за НО.НЧ.О.

Судить об адекватности субъективной модели
НО.НЧ.О. цели исследования следует на основе
правдоподобия согласия субъективной модели НОЭ̃︀x с данными наблюдений за НО.НЧ.О. Напомним,
что аналогом случайного семейства оценивающих
множеств максимального правдоподобия [2] в дан-
ном случае является семейство нечетких множеств
максимального правдоподобия

Ψ−1
𝜆 (y) = {x ∈ X, g𝜂(y; x) > min{𝜆,max

x′∈X
g𝜂(y, x′)} =

= min{𝜆, g𝜂(y)}}, 𝜆 ∈ (0, 1), (32)

оценивающих значения параметра x ∈ X распреде-
ления g𝜂(·; x) возможности, контролировавшей на-
блюдение 𝜂 = y ∈ Y, см. (24). Значения 𝜆 ∈ (0, 1)
в (32) и значения возможности p𝜂 ∈ [0, 1] покры-
тия нечетким множеством Ψ−1

𝜆 (𝜂) параметра x ∈ X
возможности P𝜂( · ; x) , контролировавшей результат
𝜂 = y наблюдения, связаны условием p𝜂 = P𝜂(𝜂 ∈ Y,
x ∈ Ψ−1

𝜆 (𝜂); x), подобным условиям в [38, п. 1.7],
в [2, п. 8.2, 9].

Если наблюдается 𝜂 = y ∈Y, то значение Ψ−1
𝜆 (y)

в (32) есть множество тех x ∈ X , при которых
принимается гипотеза H(x) = {x} . Значение

Ψ𝜆(x) = {y ∈Y, g𝜂(y; x) > min{𝜆, g𝜂(y)}} (33)

отображения Ψ𝜆(·) : X → 𝒫(Y ) , обратного
к Ψ−1

𝜆 (·) : Y →𝒫(X) в (32), есть множество резуль-
татов наблюдений 𝜂 = y ∈Y, каждый из которых
влечет принятие гипотезы H(x) = {x} ⊂ X .

Рассмотрим семейство неопределенных мно-
жеств (но. м.) Ψ𝜆(̃︀x) , 𝜆 ∈ (0, 1) , где ̃︀x — НОЭ,
модель которого (X , 𝒫(X),Pl̃︀x,Bel̃︀x) предложе-
на МИ. Поскольку Pl̃︀x(y ∈ Ψ𝜆(̃︀x)) — правдопо-
добие истинности неопределенного высказыва-
ния, согласно которому но. м. Ψ𝜆(̃︀x) покрыва-
ет y , а согласно (33) ∀ x ∈ X Ψ𝜆(x) ⊂ Ψ𝜆′(x) ,
если 𝜆 > 𝜆′ , то чем меньше максимальное
𝜆 = 𝜆(y) = sup{𝜆 | 𝜆 ∈ (0, 1),Pl̃︀x(y ∈ Ψ𝜆(̃︀x)) = 1} , при
котором правдоподобие покрытия y но. м. Ψ𝜆(̃︀x)
равно единице, тем значительнее наблюдение
𝜂 = y свидетельствует против субъективной моде-
ли (X,𝒫(X),Pl̃︀x,Bel̃︀x) НОЭ ̃︀x . Поэтому вариант
нечеткого правдоподобия истинности неопреде-

ленного высказывания, согласно которому субъек-
тивная модель НОЭ ̃︀x согласуется с наблюдени-
ем 𝜂 за НО.НЧ.О., ̃︀x ∼ 𝜂 , определим равенством

Pl̃︀x(̃︀x ∼ 𝜂) def= 1− 𝜆(𝜂) =

= 1− sup{𝜆 | 𝜆 ∈ (0, 1),Pl̃︀x(̃︀x ∈Ψ−1
𝜆 (𝜂)) = 1},

(ср. с правдоподобием истинности НВ в [2]).

Замечани е 2.8. Проблема правдоподобия со-
гласия модели НОЭ ̃︀x характерна для субъек-
тивного моделирования, основанного на нечеткой
модальной логике [7, 11], в которой истинность
высказываний принимает значения в полной ре-
шетке (ℬ,6) , 0 = infℬ , 1 = supℬ , ∀a, b ∈ ℬ
определен элемент a → b , для которого ∀ c ∈ ℬ
c 6 (a → b) ⇔ min{a, c}6 b и который может интер-
претироваться как мера истинности высказывания
«a 6 b». Вводится модальный оператор 2 , для ко-
торого формула 2aA может интепретироваться как
высказывание «мера убедительности факта, выража-
емого формулой A, равна a». Формализм нечеткой
модальной логики позволяет моделировать случай
абсолютного незнания.

Основной недостаток: невозможность эмпириче-
ского восстановления истинности элемантарных
высказываний и отсутствие правила комбиниро-
вания знаний, полученных из разных источников.

Заключение

В статье рассмотрен математический формализм
субъективного моделирования, основанный на тео-
рии мер правдоподобия, доверия и интегрирования
относительно этих мер, существенно расширивший
класс ОИ, в том числе эволюционирующх стохасти-
ческих [2], допускающих субъективное моделиро-
вание и эмпирическое восстановление модели [36],
позволивший устранить проблемы, свойственные из-
вестным методам математического моделирования
субъективных суждений, в частности: 1) для фор-
мулировки модели субъективных суждений МИ до-
статочно упорядочить значения правдоподобий и до-
верий истинности элементарных высказываний (как
и в модальной логике [11]), а не оценивать их
численно, как требуется в методах [5, 12–14]; 2)
модель «абсолютного незнания» модели ОИ, как
и в теории Демпстера–Шеффера [13], в субъектив-
ной логике [14] и в нечеткой модальной логике [11]
не зависит от модели наблюдений и от мощности
множества элементарных высказываний (в отличие
от модели «абсолютного незнания» в байесовском
подходе [5, 12]), но в рассмотренном формализме,
в отличие от известных методов, модель любого
следствия модели «абсолютного незнания» явля-
ется моделью «абсолютного незнания»; 3) модель
любого следствия модели «точного знания» свойств
модели ОИ является моделью «точного знания», как
и для известных методов [5, 12–14].
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В статье предложены новые понятия субъектив-
ных шкал значений мер правдоподобия и доверия
(п. 1.8 и замечание 2.5), новые варианты мер
правдоподобия и доверия (п. 1.9.1 и 1.9.2), позво-
ляющие учитывать коллективные интересы иссле-
дователей и психофизические закономерности, но-
вые методы эмпирического восстановления (разд. 2)
субъективных моделей НО.НЧ.О., обобщающие ме-
тоды [2, 10] и отличающиеся от известных ме-
тодов в байесовском подходе [5, 12], в теории
Демпстера–Шеффера [13], в субъективной логи-
ке [14]; рассмотрены новые методы: исследования
непротиворечивости эмпирических и субъектив-
ных данных и их комбинирования (п. 2.2), опреде-
ления правдоподобия согласия субъективной моде-
ли НО.НЧ.О. с данными наблюдений за НО.НЧ.О.
(п. 2.3).

Автор выражает благодарность Ю.М. Нагорному
и Д.А. Балакину за обсуждение статьи и за помощь
при подготовке электронного варианта статьи.
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Mathematical methods of subjective modeling in scientific research.
I. The mathematical and empirical basis

Yu.P. Pyt’ev

Department of Mathematical Modelling and Informatics, Faculty of Physics, Lomonosov Moscow State
University. Moscow 119991, Russia.
E-mail: yuri.pytyev@physics.msu.ru, yuri.pytyev@gmail.com.

A mathematical formalism for subjective modeling, based on modelling of uncertainty, ref lecting unreliability
of subjective information and fuzziness that is common for its content, is presented in the article.
The model of subjective judgments on values of an unknown uncertain parameter x ∈ X of the model M(x)
of a research object is defined by the researcher–modeler as a spacea (X,𝒫(X),Plx̃,Belx̃) with plausibility Plx̃

and believability Belx̃ measures, where x is an uncertain element taking values in X that models
researcher–modeler’s uncertain propositions about an unknown x ∈ X , measures Plx̃ and Belx̃ model
modalities of a researcher–modeler’s subjective judgments on the validity of each x ∈ X : the value
of Plx̃(x̃ = x) determines how relatively plausible, in his opinion, the equality x̃ = x is, while the value
of Belx̃(x̃ ̸= qx) determines how the inequality x̃ ̸= qx should be relatively believed in see Subsection 1.3.
Versions of plausibility Pl and believability Bel measures and pl- and bel-integrals that inherit some traits
of probabilities, psychophysics and take into account interests of researcher–modeler groups are considered.
It is shown that the mathematical formalism of subjective modeling, unlike “standard” mathematical modeling,
∙ enables a researcher–modeler to model both precise formalized knowledge and non-formalized unreliable
knowledge, from complete ignorance to precise knowledge of the model of a research object, to calculate
relative plausibilities and believabilities of any features of a research object that are specified by its subjective
model M(x̃) , and if the data on observations of a research object is available, then it:
∙ enables him to estimate the adequacy of subjective model to the research objective, to correct it by com-
bining subjective ideas and the observation data after testing their consistency, and, finally, to empiric-ally
recover the model of a research object.

aA space (X,𝒫(X),Plx̃,Belx̃) , is formally equivalent to a fuzzy space (X,𝒫(X),P,N) with possibility P
and necessity N measures, see remark 1.1 in [1].
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