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Исследована модель многоуровневого одиночного одноэлектронного атома с нарушенной
симметрией, оператор дипольного момента которой имеет постоянные диагональные матричные
элементы, не все из которых попарно равны друг другу. Показано, что выражение для
электромагнитного поля излучения в дальней зоне для такого атома не содержит в явном
виде значительных вкладов от диагональных матричных элементов дипольного момента,
так что эти матричные элементы оказывают влияние на процесс флуоресценции лишь через
временную зависимость недиагональных матричных элементов благодаря квантовым нелиней-
ным процессам более высокого порядка. Показано, что двухуровневая квантовая система,
дипольный оператор которой имеет постоянные неравные диагональные матричные элементы,
будучи возбуждаемой монохроматическим лазерным излучением, может непрерывно излучать
на гораздо более низкой частоте, чем частота возбуждающего излучения. Обсуждаются
возможности экспериментального обнаружения и практического использования этого эффекта.
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Введение

Терагерцевое излучение занимает диапазон ча-
стот примерно от 100 ГГц до 10 ТГц, или от 3 мм
до 30 мкм, между микроволновым и инфракрасным
диапазонами. На сегодня методы генерации, уси-
ления и модуляции электромагнитных волн в этом
диапазоне развиты недостаточно, что не позволяет
создавать компактные, хорошо управляемые и энер-
гоэффективные твердотельные устройства, в том
числе генераторы и усилители, которые позволили
бы использовать терагерцевое излучение во многих
потенциально полезных практических приложениях.
По очевидным причинам было бы крайне жела-
тельно использовать при создании таких устройств
наиболее простые физические системы в качестве
их наиболее важных составных частей. В частности,
этому требованию могли бы соответствовать доста-
точно хорошо изученные в квантовой оптике мо-
дельные квантовые системы типа одноэлектронных
атомов с конечным числом энергетических уров-
ней при условии нарушения инверсной симметрии,
вследствие чего оператор дипольного момента таких
квантовых систем обладает неравными постоянными
диагональными матричными элементами.

1. Модель одиночного одноэлектронного атома
с нарушенной симметрией

В общем случае взаимодействие элекромагнитно-
го излучения с одноэлектронным атомом в диполь-

ном приближении описывается гамильтонианом

H = H0(S) + H0(F)− ê︀r · (E(r0) +Eext(t)), (1)

где H0(S) и H0(F) — гамильтонианы атома

H0(S) =
∑︁

i

Ei|i⟩⟨i| =
∑︁

i

Eiσii (2)

с полным набором собственных энергетических со-
стояний |i⟩ и собственными значениями энергии Ei
и квантованного электромагнитного поля

H0(F) =
∑︁
k,λ

h̄νk

(︂
a+

k,λak,λ +
1
2

)︂
, (3)

Eext(t) — внешнее классическое электрическое по-
ле, E(r0) — оператор квантованного электриче-
ского поля в месте расположения атома r0 , со-
стоящий в представлении вторичного квантования
из положительно- и отрицательно-частотных частей:

E(r0) = E(+)(r0) +E(−)(r0), (4)

E(+)(r0) =
∑︁
k,λ

̂︀ε(λ)k ℰkak,λ eikr0 , (5)

E(−)(r0) =
∑︁
k,λ

̂︀ε(λ)k ℰka+
k,λ e−ikr0 , (6)

где

ℰk =
(︂

h̄νk
2ε0V

)︂1/2

, νk = c|k|,
∑︁
k,λ

→
∑︁
λ

(︂
L
2π

)︂3

d3k,

(7)
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ki =
2πni

L
, V = L3, ni = 0± 1,±2, . . . , i = x, y, z.

(8)

Здесь ak,λ и a+
k,λ — бозе-операторы рождения

и уничтожения фотонов с волновым вектором k
и поляризацией λ , удовлетворяющие коммутацион-
ным соотношениям

[ak,λ,a+
k′,λ′] = δk,k′ δλ,λ′ ,

[a+
k,λ,a+

k′,λ′] = 0, [ak,λ,ak′,λ′] = 0.
(9)

Векторы поляризации квантованного поля ̂︀ε(λ)k удо-
влетворяют соотношениям

k ·̂︀ε(λ)k = 0, ε(1)ki ε
(1)
kj + ε(2)ki ε

(2)
kj = δij −

kikj

k2 , i, j = x, y, z.
(10)

Оператор дипольного момента атома ̂︀d = ê︀r можно
представить в виде̂︀d=

∑︁
i,j

dijσij, dij = e⟨i|̂︀r|j⟩,
σij = |i⟩⟨j|, [σij,σkl] = σil δjk − σkj δil .

(11)

Тогда гамильтониан (1) можно представить в виде

H =
∑︁

i

Eiσii +
∑︁
k,λ

h̄νka+
k,λak,λ +

+h̄
∑︁
i,j

∑︁
k,λ

gij
k,λσij

(︀
a+

k,λ e−ikr0 + ak,λ eikr0
)︀
−

−
∑︁
i,j

dijσij ·Eext(t), (12)

где

gij
k,λ = −

dij ·̂︀ε(λ)k ℰk
h̄

. (13)

Обычно предполагается, что диагональные матрич-
ные элементы оператора дипольного момента равны
нулю:

dii = 0, (14)

что оправданно, так как «стандартные» физические
системы, т. е. атомы и молекулы, порождающие
гамильтониан (12), обладают определенной четно-
стью, так что каждое из собственных состояний |i⟩
симметрично или антисимметрично относительно
операции пространственной инверсии в трехмерном
пространстве. Далее мы пренебрегаем предположе-
нием (14) в пользу более общего предположения
о неравенстве друг другу диагональных матричных
элементов dii ̸= djj хотя бы для одной пары индек-
сов i, j , которое следует из нарушения инверсион-
ной пространственной симметрии системы.

2. Поле излучения одиночного
одноэлектронного атома с нарушенной

симметрией в дальней зоне

Гамильтониан (12) порождает следующие уравне-
ния Гейзенберга для медленно меняющихся полевых
операторов

d
dt

̃︀ak,λ(t) = −i
∑︁
i,j

gij
k,λ̃︀σij(t) e−i(ωij−νk)t−ikr0 , (15)

где̃︀ak,λ(t) = ak,λ(t) eiνkt, ̃︀a+
k,λ(t) = a+

k,λ(t) e−iνkt, (16)̃︀σij(t) = σij(t) eiωijt, ωij = (Ei −Ej)/h̄. (17)

Уравнение (15) может быть формально проинтегри-
ровано:

̃︀ak,λ(t) = ̃︀ak,λ(0)− i
∑︁
i,j

gij
k,λ e−i(ωij−νk)t−ikr0 ×

×
t∫
0

dt′ ̃︀σij(t′) ei(ωij−νk)(t−t′). (18)

Тогда положительно-частотная часть оператора
квантованного электрического поля в месте распо-
ложения наблюдателя (детектора) r имеет вид

E(+)(r, t) =
∑︁
k,λ

̂︀ε(λ)k ℰkak,λ(t) eikr =

= E(+)
0 (r, t) +E(+)

int (r, t) =

=
∑︁
k,λ

̂︀ε(λ)k ℰkak,λ(0) e−iνkt+ikr +

+
(︂

i
16π3ε0

)︂∑︁
i,j

e−iωijt
∫

d3k
∑︁
λ

̂︀ε(λ)k

[︁̂︀ε(λ)k · dij

]︁
νk ×

× eik(r−r0)
t∫
0

dt′̃︀σij(t′) ei(ωij−νk)(t−t′). (19)

Используя свойство диадических произведений век-
торов поляризации поля и волновых векторов∑︁

λ

̂︀ε(λ)k ̂︀ε(λ)k = 1− kk
k2 (20)

и переходя к континуальному пределу
∑︀

k,λ →
→

∑︀
λ

(︀ L
2π

)︀3
d3k , можно преобразовать выражение

для слагаемого E(+)
int (r, t) , описывающего вклад из-

лучения атома в квантованное поле, к виду

E(+)
int (r, t) =

(︂
i

16π3ε0

)︂∑︁
i,j

e−iωijt ×

×
∫

d3k
[︂
dij −

k(k · dij)
k2

]︂
νk eik(r−r0) ×

×
t∫
0

dt′̃︀σij(t′) ei(ωij−νk)(t−t′). (21)

Дальнейшие вычисления удобно производить в си-
стеме координат, в которой линия, соединяющая
положение атома с расположением детектора, на-
правлена вдоль оси z , которая параллельна вектору
r− r0 . Тогда векторы k и dij могут быть записаны
в полярных координатах как

k= k(ex sin(θ) cos(φ) + ey sin(θ) sin(φ) + ez cos(θ)),
(22)

dij = Re[dij] + i Im[dij] =

= |Re[dij]|
(︀
ex sin(η(1)

ij ) + ez cos(η(1)
ij )

)︀
+
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+ i| Im[dij]|
(︀
ex cos(φ(2)

ij ) sin(η(2)
ij ) +

+ ey sin(φ(2)
ij ) sin(η(2)

ij ) + ez cos(η(2)
ij )

)︀
. (23)

Здесь принимается во внимание, что dij пред-
ставляет собой в общем случае трехмерный век-
тор с комплекснозначными компонентами. Соответ-
ственно можно считать без ограничения общности,
что его вещественная трехмерная векторная состав-
ляющая Re[dij] расположена в плоскости xz вы-
бранной для расчетов системы координат под углом
η(1)

ij к оси z , а его комплексная трехмерная вектор-
ная составляющая Im[dij] расположена в плоскости
x′z , повернутой на угол φ(2)

ij относительно плоско-

сти xz , под углом η(2)
ij к оси z . Предполагается,

что детектор расположен в области дальнего поля,
поэтому, выполняя интегрирование по угловым пере-
менным в интеграле по k и пренебрегая слагаемыми
порядка O(1/|r− r0|2) , в полной аналогии с вычис-
лениями, проделанными в [1], получим

E(+)
int (r, t) =

c
8π2|r− r0|

×

×
∑︁
i,j

(︂
|Re[dij]| sin(η(1)

ij )ex +

+ i| Im[dij]|
(︁
cos(φ(2)

ij ) sin(η(2)
ij )ex +

+ sin(φ(2)
ij ) sin(η(2)

ij )ey

)︁)︂
e−iωijt ×

×
∞∫
0

dk k2
(︁
eik|r−r0| − e−ik|r−r0|

)︁ t∫
0

dt′ ̃︀σij(t′) ei(ωij−νk)(t−t′).

(24)

Можно показать, как это сделано в [1] по ана-
логии с теорией Вайскопфа–Вигнера для спонтан-
ного излучения атома, что только слагаемые, для
которых i > j , ωij > 0, вносят значительный вклад
в величину для E(+)

int (r, t) . Это соответствует прене-
брежению в гамильтониане взаимодействия (12) ан-
тирезонансными слагаемыми, а также слагаемыми,
описывающими квантовые процессы более высокого
порядка, нежели прямой переход атома из одного
состояния в другое с поглощением или испуска-
нием фотона. В результате, осуществляя замену
k2 → (ωij/c)2 и распространяя предел интегрирова-
ния по k до −∞ , получаем

E(+)
int (r, t) =

1
4πε0c2|r− r0|

×

×
∑︁
i>j

ω2
ij

(︂
|Re[dij]| sin(η(1)

ij )ex +

+ i| Im[dij]|
(︁
cos(φ(2)

ij ) sin(η(2)
ij )ex +

+ sin(φ(2)
ij ) sin(η(2)

ij )ey

)︁)︂
×

×

[︃
e−iωij(t−|r−r0|/c)

t∫
0

dt′̃︀σij(t′) δ
(︂

t − t′ − |r− r0|
c

)︂
−

− e−iωij(t+|r−r0|/c)
t∫
0

dt′̃︀σij(t′) δ
(︂

t − t′ +
|r− r0|

c

)︂]︃
.

(25)

Выражение (25) содержит сумму входящей и рас-
сеянной волн. Благодаря запаздыванию после инте-
грирования по t′ остается только вклад входящей
волны. Тогда, возвращаясь от медленно меняющихся
переменных ̃︀σij(t) к первоначальным переменным
σij(t), мы приходим к окончательному выражению
для положительно-частотной компоненты поля в ме-
сте расположения детектора

E(+)
int (r, t) =

1
4πε0c2|r− r0|

×

×
∑︁
i>j

ω2
ij

(︂
|ℜ[dij]| sin(η(1)

ij )ex +

+ i| Im[dij]|
(︁
cos(φ(2)

ij ) sin(η(2)
ij )ex +

+ sin(φ(2)
ij ) sin(η(2)

ij )ey

)︁)︂
σij

(︂
t − |r− r0|

c

)︂
. (26)

Отметим, что выражение (26) не содержит в явном
виде вкладов от диагональных матричных элементов
дипольного момента, так что они оказывают влия-
ние на процесс флуоресценции благодаря квантовым
нелинейным процессам более высокого порядка.

3. Модель двухуровневого атома
с нарушенной симметрией

Далее мы будем рассматривать двухуровневый
атом с основным состоянием |g⟩ , возбужденным
состоянием |e⟩ , частотой перехода ω0 и элек-
трическим дипольным моментом ̂︀d , которая об-
лучается внешним стационарным линейно поляри-
зованным классическим монохроматическим полем
Eext(t) = E cos(ωf t) с амплитудой E и частотой ωf .
Эта двухуровневая система также взаимодейству-
ет с бозе-термостатом F , представленным модами
квантованного электромагнитного поля и находя-
щимся в состоянии термодинамического равновесия.
Для удобства будем считать, что сдвиг частоты
перехода за счет взаимодействия с термостатом уже
учтен в частоте перехода ω0 . Для этой физической
системы гамильтониан (12) принимает вид

H = H0(S) + H0(F) + HSF + HSE(t), (27)

где

H0(S) = h̄ω0Sz, H0(F) =
∑︁
k,λ

h̄νka+
k,λak,λ,

HSE(t) = −eÊ︀r cos(ωf t),

HSF = h̄
∑︁
i,j

∑︁
k,λ

gij
k,λσij

(︀
a+

k,λ e−ikr0 + ak,λ eikr0
)︀
,

i = e, g, j = e, g,

(28)

и Sz = 1
2 (|e⟩⟨e| − |g⟩⟨g|) — оператор инверсной за-

селенности. Слагаемое HSE(t) описывает взаимо-
действие атома с внешним полем и может быть
записано как
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HSE(t) =
h̄
2
(eiωf t + e−iωf t)×

×
[︀
ΩRS+ +Ω*

RS− −Edee|e⟩⟨e| −Edgg|g⟩⟨g|
]︀
, (29)

где S+ = |e⟩⟨g| и S− = |g⟩⟨e| — повышающие и по-
нижающие атомные операторы,

ΩR = −
Edeg

h̄
(30)

— частота Раби, которая может быть выбрана веще-
ственной и положительной путем соотвествующего
выбора фазовых множителей квантовых состояний
|e⟩ и |g⟩ , и

deg = e⟨e|̂︀r|g⟩, dge = e⟨g|̂︀r|e⟩,
dee = e⟨e|̂︀r|e⟩, dgg = e⟨g|̂︀r|g⟩ (31)

— матричные элементы атомного дипольного опера-
тора. Обычно предполагается, что

dee = dgg = 0, (32)

что оправданно, так как в «стандартные» физиче-
ские системы, т. е. атомы и молекулы, порожда-
ющие гамильтониан (27), обладают инверсионной
симметрией, так что каждое из состояний |g⟩ и |e⟩
симметрично или антисимметрично относительно
отражений в трехмерном пространстве. Далее мы
пренебрегаем предположением (32) в пользу более
общего предположения

dee ̸= dgg, (33)

следующего из нарушения инверсионной симметрии
системы. Тогда гамильтониан взаимодействия (29)
может быть записан в виде

HSE(t) =
h̄
2
(eiωf t + e−iωf t)×

×
[︂
ΩRS+ +Ω*

RS− + δaSz − δs
2

(|e⟩⟨e|+ |g⟩⟨g|)
]︂
, (34)

где δs = E(dgg + dee)/h̄ , а δa = E(dgg − dee)/h̄ есть
параметр нарушения симметрии.

4. Управляющее уравнение
и уравнения движения

Временная эволюция атомной подсистемы S за-
дается приближенным управляющим уравнением
для атомного статистического оператора ρS(t) , ко-
торое имеет вид

∂ρS(t)
∂t

= − i
h̄
[H(S, t), ρS(t)]−

− 1
2
Γ
(︀
S+S−ρS(t) + ρS(t)S+S− − 2S−ρS(t)S+)︀, (35)

где Γ — обычная постоянная радиационного распада
возбужденного состояния атома вследствие взаимо-
действия с бозе-термостатом и

H(S, t) = h̄ω0Sz +
h̄ΩR

2
(eiωf t + e−iωf t)(S− + S+) +

+
h̄ δa
2

(eiωf t + e−iωf t)Sz. (36)

Из уравнения (35) следует замкнутая система оп-
тических уравнений Блоха для средних значений
атомных переменных:

d
⟨̃︀S−(t)

⟩
dt

=

= −
(︂
Γ

2
+ iΔ+ i

δa
2

(eiωf t + e−iωf t)
)︂⟨̃︀S−(t)

⟩
+

+ΩR(ei2ωf t + 1)
⟨̃︀Sz(t)

⟩
, (37)

d
⟨̃︀S+(t)

⟩
dt

=

= −
(︂
Γ

2
− iΔ− i

δa
2

(eiωf t + e−iωf t)
)︂⟨̃︀S+(t)

⟩
+

= ΩR(1 + e−i2ωf t)
⟨̃︀Sz(t)

⟩
, (38)

d
⟨̃︀Sz(t)

⟩
dt

= −Γ

2
− Γ

⟨̃︀Sz(t)
⟩
−

− ΩR

2
(eiωf t + e−iωf t)

(︁⟨̃︀S+(t)
⟩

eiωf t +
⟨̃︀S−(t)

⟩
e−iωf t

)︁
,

(39)
где ̃︀S±(t) = ±iS±(t) e∓iωf t, ̃︀Sz(t) = Sz(t) (40)
и⟨̃︀S±(t)

⟩
= ±i e∓iωf t Sp(S±ρS(t)) = ±i

⟨︀
S±(t) e∓iωf t

⟩︀
,

(41)⟨̃︀Sz(t)
⟩

= Sp(SzρS(t)) = ⟨Sz(t)⟩ (42)

— медленно меняющиеся атомные переменные,
а Δ = ω0 − ωf — рассогласование между частотой
атомного перехода и частотой внешнего возбуждаю-
щего поля.

Система уравнений (37)–(39) может быть иссле-
дована посредством методов, развитых ранее в рабо-

тах [4–6], в которых переменные
⟨̃︀S−(t)

⟩
,
⟨̃︀S+(t)

⟩
и

⟨̃︀Sz(t)
⟩

были представлены в виде разложений
в ряд

Xi(t) =
+∞∑︁

l=−∞

X(l)
i (t) eilωf t, i = 1, 2, 3. (43)

Здесь Xi(t) являются компонетами вектора X(t) =

=
(︁⟨̃︀S−(t)

⟩
,

⟨̃︀S+(t)
⟩
,

⟨̃︀Sz(t)
⟩)︁

и медленно меня-

ющиеся амплитуды X(l)
i (t) удовлетворяют системе

уравнений

d
dt

X(l)
1 (t) = −

(︂
Γ

2
+ iΔ+ ilωf

)︂
X(l)

1 (t)−

− i
δa
2

(︁
X(l−1)

1 (t) + X(l+1)
1 (t)

)︁
+ΩR

(︁
X(l−2)

3 (t) + X(l)
3 (t)

)︁
,

(44)
d
dt

X(l)
2 (t) = −

(︂
Γ

2
− iΔ+ ilωf

)︂
X(l)

2 (t) +

+ i
δa
2

(︁
X(l−1)

2 (t) + X(l+1)
2 (t)

)︁
+ΩR

(︁
X(l+2)

3 (t) + X(l)
3 (t)

)︁
,

(45)
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d
dt

X(l)
3 (t) = −Γ

2
δl,0 − (Γ+ ilωf )X

(l)
3 (t)−

− ΩR

2

(︁
X(l−2)

2 (t) + X(l)
2 (t) + X(l)

1 (t) + X(l+2)
1 (t)

)︁
. (46)

5. Спектр флуоресценции

Как известно из квантовой теории детектирова-
ния электромагнитного излучения [1, 3], стационар-
ный спектр излучения пропорционален следующе-
му образу корреляционной функции положительно-
и отрицательно-частотных частей поля в месте на-
хождения детектора r :

S(r,ω) ∼ Re

∞∫
0

dτ lim
t→∞

⟨︀
e ·E−(r, t) e* ·E+(r, t+τ)

⟩︀
eiωτ ,

(47)

где e — некоторое вполне определенное фикси-
рованное направление поляризации поля, которое
обеспечивается, например, установкой поляризаци-
онного фильтра перед детектором. Но, принимая во
внимание выражение (26) для полевых операторов
E±(r, t) ,

S(r,ω) ∼ Re

∞∫
0

dτ lim
t→∞

⟨̃︀S+(t)̃︀S−(t + τ)
⟩

ei(ω−ωf )τ .

(48)

Соответственно интересующая нас некогерентная
часть стационарного спектра флуоресценции атома,
т. е. та часть, из которой исключен пик, соответству-
ющий упругому рэлеевскому рассеянию на частоте
воздействующего на атом внешнего поля ω = ωf ,
дается выражением [2]

Sin(r,ω) = C(r)Γ Re

∞∫
0

dτ lim
t→∞

[︁⟨̃︀S+(t)̃︀S−(t + τ)
⟩
−

−
⟨̃︀S+(t)

⟩⟨̃︀S−(t + τ)
⟩]︁

ei(ω−ωf )τ , (49)

в котором C(r) некоторая несущественная для дан-
ного исследования константа, характеризующая кон-
кретную экспериментальную процедуру измерения
спектра.

Согласно квантовой регрессионной гипоте-
зе [7–9] корреляционные функции

Y1(t, t + τ) =
⟨̃︀S+(t)̃︀S−(t + τ)

⟩
−
⟨̃︀S+(t)

⟩⟨̃︀S−(t + τ)
⟩
,

Y2(t, t + τ) =
⟨̃︀S+(t)̃︀S+(t + τ)

⟩
−
⟨̃︀S+(t)

⟩⟨̃︀S+(t + τ)
⟩
,

Y3(t, t + τ) =
⟨̃︀S+(t)̃︀Sz(t + τ)

⟩
−
⟨̃︀S+(t)

⟩⟨̃︀Sz(t + τ)
⟩

удовлетворяют почти той же системе уравнений
движения (37)–(39), что и соответствующие средние⟨̃︀S−(τ)

⟩
,
⟨̃︀S+(τ)

⟩
и
⟨̃︀Sz(τ)

⟩
:

dY1(t, t + τ)
dτ

= −
(︂
Γ

2
+ iΔ+

+ i
δa
2

(︁
eiωf (t+τ) + e−iωf (t+τ)

)︁)︂
Y1(t, t + τ) +

+ΩR

(︁
ei 2ωf (t+τ) + 1

)︁
Y3(t, t + τ), (50)

dY2(t, t + τ)
dτ

= −
(︂
Γ

2
− iΔ−

− i
δa
2

(︁
eiωf (t+τ) + e−iωf (t+τ)

)︁)︂
Y2(t, t + τ) +

+ΩR

(︁
1 + e−i 2ωf (t+τ)

)︁
Y3(t, t + τ), (51)

dY3(t, t + τ)
dτ

= −ΓY3(t, t + τ)−

− ΩR

2

(︁
eiωf (t+τ) + e−iωf (t+τ)

)︁
×

×
(︁
Y2(t, t + τ) eiωf (t+τ) +Y1(t, t + τ) e−iωf (t+τ)

)︁
, (52)

с той лишь разницей, что в их правой части
отсутствует неоднородное слагаемое −Γ/2. Следо-
вательно, уместно разложить эти корреляционные
функции в бесконечный ряд тем же способом, что и
компоненты Xi(t), i = 1, 2, 3, т. е.

Yi(t, t + τ) =
+∞∑︁

l=−∞

Y (l)
i (t, τ) eilωf (t+τ), i = 1, 2, 3. (53)

Обозначим через

Y
(l)
i (t, z) =

∞∫
0

e−zτY (l)
i (t, t + τ)dτ (54)

образы Лапласа компонент Y (l)
i (t, τ), i = 1, 2, 3. Эти

образы удовлетворяют системе уравнений

zY
(l)
1 (t, z) +

(︂
Γ

2
+ iΔ+ ilωf

)︂
Y

(l)
1 (t, z) +

+ i
δa
2

(︁
Y

(l−1)
1 (t, z) +Y

(l+1)
1 (t, z)

)︁
−

−ΩR

(︁
Y

(l−2)
3 (t, z) +Y

(l)
3 (t, z)

)︁
=

=
1
2
δl,0 + X(l)

3 (t)−
∞∑︁

r=−∞
X(l−r)

1 (t)X(r)
2 (t), (55)

zY
(l)
2 (t, z) +

(︂
Γ

2
− iΔ+ ilωf

)︂
Y

(l)
2 (t, z)−

− i
δa
2

(︁
Y

(l−1)
2 (t, z) +Y

(l+1)
2 (t, z)

)︁
−

−ΩR

(︁
Y

(l+2)
3 (t, z) +Y

(l)
3 (t, z)

)︁
=

= −
∞∑︁

r=−∞
X(l−r)

2 (t)X(r)
2 (t), (56)

zY
(l)
3 (t, z) + (Γ+ ilωf )Y

(l)
3 (t, z) +

+
ΩR

2

(︁
Y

(l−2)
2 (t, z)+Y

(l)
2 (t, z)+hY

(l)
1 (t, z)+Y

(l+2)
1 (t, z)

)︁
=

= −
∞∑︁

r=−∞

(︂
1
2
δr,0 + X(r)

3 (t)
)︂

X(l−r)
2 (t). (57)

В стационарном состоянии (t → ∞) только ком-

понента Y
(0)
1 (t, z) вносит вклад в Sin(r,ω) . Таким
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образом, некогерентная часть спектра (49) может
быть представлена как

Sin(r,ω) = C(r)ΓRe lim
t→∞

Y
(0)
1 (t, z)

⃒⃒
z=−i(ω−ωf )

. (58)

6. Численные результаты

Как и в работах [4–6], уравнения (44)–(46)
и (55)–(57) решались численно в пределе стацио-
нарного состояния (t →∞) путем ограничения чис-

ла амплитуд X(l)
i (t) и Y

(l)
i (t, z), учитываемых при

вычислениях. Рассматривался случай, когда частота
внешнего поля ωf находится в резонансе с часто-
той атомного перехода ω0 . Для δa = 0 и ΩR > Γ
форма спектра флуоресценции совпадает со спек-
тром, предсказанным в работе [10] и наблюденным
позднее экспериментально несколькими группами
исследователей [11–13]. Это триплет с высоким
пиком, расположенным на частоте ωf , который окру-
жен боковыми более низкими пиками на частотах
ωf ±(Δ2 +Ω2

R)1/2 , где Δ = ω0−ωf — рассогласование
частоты поля и атомного перехода. Этот триплет
показан на рис. 1.

Рис. 1. Триплет Mollow. Γ = 1, ωf = ω0 = 5000,
ΩR = 50, δa = 0 : 2500 : 10000

При δa ̸= 0 еще один пик возникает на частоте
ω = ΩR вместе со низкочастной частью в окрестно-
сти ω = 0. Амплитуды пика и низкочастотной ча-
сти монотонно возрастают с увеличением параметра
нарушения симметрии δa , как показано на рис. 2,
в то время как расположение пика определяется
в основном частотой Раби ΩR и слабо зависит от
значения параметра δa , что видно на рис. 3 и 4.

В реальном эксперименте оба параметра δa и ΩR
могут быть либо изменяемы одновременно путем
изменения амплитуды возбуждающего поля, либо по
отдельности, например путем изменения дополни-
тельно значения параметра нарушения симметрии δa
посредством внешнего электростатического поля.
В нерезонансном случае ωf ̸= ω0 структура триплета
в области высоких частот изменяется и по мере
увеличения рассогласования частот Δ трансфор-

Рис. 2. Спектральные пики в окрестности часто-
ты ω = ΩR для различных значений δa . Γ = 1,

ωf = ω0 = 5000, ΩR = 50, δa = 50 : 50 : 250

Рис. 3. Спектральные пики в окрестности часто-
ты ω = ΩR для различных значений ΩR . Γ = 1,

ωf = ω0 = 5000, ΩR = 10 : 10 : 100, δa = 50

Рис. 4. Смещение спектрального пика к частоте ω= 0,
обусловленное увеличением δa . Γ = 1, ωf = ω0 = 5000,

ΩR = 50, δa = 500 : 500 : 2500

мируется в структуру, состоящую из двух высоких
боковых пиков и более низкого центрального пи-
ка, расположенного на частоте внешнего поля ωf ,
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Рис. 5. Спектр Mollow в нерезонансном случае
ω0 ̸= ωf . Γ = 1, ωf = 4950, ω0 = 5000, ΩR = 50,

δa = 0 : 2500 : 5000

Рис. 6. Низкочастотный спектральный пик в зависи-
мости от расстройки частот внешнего поля и атом-
ного перехода Δ = ω0 − ωf . Γ = 1, Δ = −50 : 10 : 50,

ω0 = 5000, ΩR = 50, δa = 50

как видно на рис. 5. При этом амплитуда всех трех
пиков быстро уменьшается с ростом рассогласования
частот. Как в резонансном, так и в нерезонансном
случае высокочастотный спектр Mollow крайне сла-
бо зависит от величины параметра δa . Амплитуда
низкочастотного пика также быстро убывает с уве-
личением расстройки частот. При этом положение
низкочастотного пика сдвигается вправо вне зави-
симости от знака расстройки частот Δ (рис. 6).
Таким образом, эффект появления низкочастотного
спектрального пика — по сути резонансный эффект.

7. Аналитические результаты

Можно показать аналитически, что отношение
η = δa/ωf является фактически малым параметром,
который и определяет интенсивность вышеописан-
ных эффектов. Рассмотрим упрощенную чисто ди-
намическую модель, в которой отсутствует взаимо-
действие атома с термостатом:

Hs(t) = H0(S)− cos(ωf t)
[︁
Edeg|e⟩⟨g|+Edge|g⟩⟨e|+

+Edee|e⟩⟨e|+Edgg|g⟩⟨g|
]︁
. (59)

Тогда эволюция произвольного вектора состояния
двухуровневого атома |Ψs(t)⟩ описывается уравне-
нием Шрёдингера

ih̄
∂|Ψs(t)⟩
∂t

= Hs(t)|Ψs(t)⟩. (60)

Общее решение этого уравнения имеет вид

|Ψs(t)⟩ = Ce(t)|e⟩+Cg(t)|g⟩, (61)

так что уравнение (60) сводится к системе уравне-
ний для коэффициентов

ih̄
d
dt

Ce(t) =
(︂

h̄ω0

2
−Edee cos(ωf t)

)︂
Ce(t)−

−Edeg cos(ωf t)Cg(t), (62)

ih̄
d
dt

Cg(t) =
(︂
−h̄ω0

2
−Edgg cos(ωf t)

)︂
Cg(t)−

−Edge cos(ωf t)Ce(t). (63)

В новых переменных

̃︀Ce(t) = Ce(t) exp
(︂

i
ω0t
2

− iEdee
sin(ωf t)

h̄ωf

)︂
, (64)

̃︀Cg(t) = Cg(t) exp
(︂
−i
ω0t
2

− iEdgg
sin(ωf t)

h̄ωf

)︂
(65)

система уравнений (62), (63) имеет вид

h̄
d
dt

̃︀Ce(t) = iEdeg e
i δaωf

sin(ωf t) cos(ωf t) eiω0t̃︀Cg(t), (66)

h̄
d
dt

̃︀Cg(t) = iEdge e
−i δaωf

sin(ωf t) cos(ωf t) e−iω0t̃︀Ce(t).

(67)

В правой части этой системы уравнений можно
осуществить разложение в ряд

e
i δaωf

sin(ωf t) =
∞∑︁

k=−∞

Jk

(︂
δa
ωf

)︂
exp(ikωf t), (68)

где Jk(x) — функция Бесселя первого рода. Как
следствие, изменение во времени среднего значения
произвольной переменной ̂︀A имеет вид

⟨Ψs(t)|̂︀A|Ψs(t)⟩ = |̃︀Ce(t)|2⟨e|̂︀A|e⟩+ |̃︀Cg(t)|2⟨g|̂︀A|g⟩+

+ ̃︀C*
e (t)̃︀Cg(t)⟨e|̂︀A|g⟩ e−i(ω0t+η sin(ωf t)) +

+ ̃︀C*
g (t)̃︀Ce(t)⟨e|̂︀A|g⟩ ei(ω0t+η sin(ωf t)). (69)

Из уравнений (66), (67) и (69) видно, что отношение
η = δa/ωf есть искомый параметр, который и опре-
деляет влияние диагональных матричных элемен-
тов дипольного момента на динамику системы без
диссипации. Это обстоятельство объясняет слабое
влияние нарушения симметрии квантовой системы
на высокочастотный спектр Mollow при малых зна-
чениях этого параметра, т. е. именно для тех зна-
чений, каковые только и могут быть, по-видимому,
реализованы на практике.
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Заключение

Хотя с количественной точки зрения описанный
выше эффект генерации терагерцевого излучения не
выглядит впечатляюще в сопоставлении с причиной,
его вызывающей, т. е. с интенсивностью возбуж-
дающего поля, он, тем не менее, мог бы быть
использован в практических целях. По крайней
мере два подхода представляются осуществимыми
в целях наблюдения этого эффекта. Первый из них
заключается в использовании ридберговских атомов,
помещенных во внешнее постоянное электростатиче-
ское поле для того, чтобы нарушить инверсионную
симметрию и тем самым обеспечить выполнение
условия δa ̸= 0. Известно, что ридберговские атомы
имеют очень большой дипольный момент в присут-
ствии внешнего электростатического поля, что дела-
ет их чрезвычайно восприимчивыми к изменениям
характеристик этого поля.

Альтернативный подход предполагает конструи-
рование и изготовление искусственной двухуровне-
вой системы с требуемыми свойствами симметрии на
основе твердотельных полупроводниковых структур,
известных как квантовые точки, которые также
часто называют «искусственные атомы» по причине
схожести их оптических свойств с реальными ато-
мами. Это подход выглядит более многообещающим
с точки зрения последующих практических приме-
нений за пределами лаборатории с точки зрения
микроминиатюризации, низкого энергопотребления,
простоты управления и возможностей интеграции
с различными оптическими и электронными компо-
нентами. В обоих подходах лазеры оптического или
инфракрасного диапазона могут служить источни-

ком внешнего возбуждающего монохроматического
излучения.

Заметим, что использованный в настоящем ис-
следовании подход допускает обобщение на случай
взаимодействия двухуровневой системы с несколь-
кими возбуждающими полями и одновременно со
множеством термостатов различной природы, каж-
дый из которых имеет собственную температуру.
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Fluorescence in a quantum system with violated symmetry
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The model of a single multilevel one-electron atom with violated symmetry such that its transition dipole-
moment operator has constant diagonal matrix elements, among which not all are pairwise equal to each
other, has been studied. It has been shown that the expression for the far electromagnetic field of such
an atom does not contain any appreciable contributions from the diagonal matrix elements of the transition
dipole moment in an explicit form; thus, these matrix elements have an effect on fluorescence via the time
dependence of non-diagonal matrix elements due to quantum non-linear processes of higher orders. It has also
been demonstrated that a two-level quantum system, whose transition dipole operator has constant unequal
diagonal matrix elements, can continuously fluoresce under excitation with monochromatic laser radiation
at a much lower frequency than the frequency of the exciting radiation. The possibility of the experimental
detection and practical application of this effect are discussed.
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