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Получено аналитическое решение стационарного, осесимметричного уравнения движения
для течения, вызванного неоднородным электрическим током, распространяющимся через
электропроводную жидкость. Задача решена в переменных для завихренности и векторного
потенциала скорости в полусферической геометрии с учетом конечного размера электродов.
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Введение

Электровихревое течение возникает в результате
взаимодействия неоднородного электрического тока,
распространяющегося в электропроводной среде,
с собственным магнитным полем. Данный вид за-
дач возникает при моделировании электрометал-
лургических процессов, например электродугового
и электрошлакового переплавов металла или элек-
тросварки.

Задачу о классическом ЭВТ в полусферическом
контейнере можно сформулировать следующим об-
разом. Рассмотрим проводящую среду между двумя
концентрическими полусферическими электродами.
От малого электрода с радиусом a к большому
электроду с радиусом b распространяется электри-
ческий ток I с плотностью J . Ток создает магнитное
поле B , и в объеме жидкости возникает электро-
магнитная сила F = J × B , приводящая жидкость
в движение.

Логично начинать моделирование электровихре-
вого течения с малых чисел Рейнольдса, исполь-
зуя так называемое «стоксово» приближение, тогда
в уравнении Навье–Стокса можно отбросить нели-
нейные члены и ограничиться вязкими, что в неко-
торых случаях позволяет получить аналитическое
решение. Заметим, что успехи в развитии вычис-
лительной техники привели к тому, что на сего-
дняшний день бо́льшая часть задач в гидродинами-
ке решается численными методами, тем не менее
аналитические решения могут быть использованы
для верификации численных расчетов и к тому
же представляют самостоятельный математический
интерес.

Данная задача вызывает интерес исследователей
с 70-х годов прошлого века. Аналитическое решение

с точечным (бесконечно малым) центральным элек-
тродом в стоксовом приближении приведено в [2],
а решение полного уравнения Навье–Стокса выпол-
нено в той работе численно. В [3] численно-ана-
литическими методами получено решение задачи
в обобщенной осесимметричной постановке с плос-
ким малым электродом. В дальнейшем численное
решение уравнений Навье–Стокса (с нелинейными
членами) для электровихревого течения было про-
делано в большом количестве работ разных авторов.
Говоря об исследованиях ЭВТ в целом, следует отме-
тить цикл работ рижских исследователей из латвий-
ского Института физики, выполненных в 1970-е —
1980-е гг., где исследовались ЭВТ во многих ас-
пектах преимущественно теоретически (обобщением
этих исследований стала монография [1]), и работы
ОИВТ РАН, ведущиеся по настоящее время —
преимущественно экспериментальные, для приме-
ра [4–6]. В прикладных аспектах исследования по
этой теме также ведутся в ИМСС УрО РАН [7],
МГТУ им. Г.И. Носова [8]. Из недавних зарубеж-
ных работ можно отметить работы [9, 10] которые
были проведены при участии российских специа-
листов. Мы надеемся, что наша работа восполняет
имеющийся пробел в исследованиях ЭВТ в возмож-
ных аналитических постановках.

1. Постановка задачи

Рассмотрим в сферических координатах двумер-
ную осесимметричную задачу об электровихревом
течении [1, 6, 9]. Найдем выражение для электро-
магнитной силы F = J × B , действующей в жид-
кости. Закон Ома для движущейся среды имеет
вид J = σ(E + V × B), при малом магнитном числе
Рейнольдса Rem = ULσµ0 (для относительно малых
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токов и малых скоростей) справедливо электроди-
намическое приближение, когда влиянием движения
среды на электрический ток можно пренебречь,
и тогда уравнение движения будет иметь следующий
вид:

ρ

(︂
∂V
∂t

+ (V∇)V
)︂

= −∇p + ρν∆V+F. (1)

Для тока I , растекающегося в полусферу от
точечного источника, выражение для единственной
радиальной компоненты плотности тока J в сфери-
ческих координатах выглядит следующим образом:

J(r) =
I

2πr2 .

Магнитное поле найдем из решения уравнения
Максвелла

∇×B= µ0J.

Записав уравнение для компоненты поля

(∇×Bϕ)r =
1

r sin θ

(︂
∂(Bϕ sin θ)

∂θ

)︂
и проинтегрировав, учтя, что на оси магнитное поле
равно нулю, получаем

B(r, θ) = −µ0I (1− cos θ)
2πr sin θ

.

Тогда выражение для электромагнитной силы запи-
шется как

Fθ(r, θ) = −µ0I 2(1− cos θ)
4π2r3 sin θ

.

При малых скоростях, что соответствует малому
току в ЭВТ и малому числу Рейнольдса, в урав-
нении Навье–Стокса можно отбросить нелинейные,
инерционные члены и рассмотреть так называемое
«стоксово» течение, иногда его еще называют «пол-
зущим». Для стационарного ЭВТ уравнение будет
иметь вид

∇p− ρν∆V= F.

От неизвестного давления в двумерной задаче
удобно избавляться, решая задачу в переменных
завихренность — векторный потенциал скорости [9].
Введем векторный потенциал скорости ψ такой, что

∇× ψ =V,

и завихренность ω :

ω = ∇×V.

Дальнейший вывод вполне стандартен, приведем
его из методических соображений. Подставив эти
выражения в уравнение неразрывности (∇ ·V= 0),
получим

∇ ·V= ∇ · (∇× ψ) = 0.

Подставим выражение для векторного потенциала
в выражение для завихренности:

ω = ∇×V= ∇× (∇× ψ). (2)

Поскольку для поля скорости существует вектор-
ный потенциал, то поле потенциала соленоидально

и, значит, ∇ · ψ = 0. Заменив двойной ротор отри-
цательным лапласианом в выражении (2), получим
уравнение, связывающее векторный потенциал и за-
вихренность:

∆ψ = −ω .

Предположим, что левой частью уравнения (1)
можно пренебречь. Применим к правой части урав-
нения операцию ротора, тогда

∇× (∇p) = ∇× (ρν∆V) +∇×F.

Левая часть, очевидно, равна нулю, в правой можно
поменять порядок дифференцирования и тогда полу-
чаем уравнение для завихренности

∆ω= − 1
ρν

∇×F. (3)

Пока мы не вводили предположений о размер-
ности задачи. Если задача осесимметрична, т. е.
∂...
∂ϕ = 0, то в сферических координатах векторный
потенциал скорости и завихренность будут иметь
только одну компоненту:

ψ = ψ(0, 0,ψϕ(r, θ)), ω = ω(0, 0,ωϕ(r, θ)).

Заметим, что при таком способе ввода функция
тока и завихренность по определению являются
векторными величинами, хотя и имеющими одну
компоненту в рассматриваемой постановке, а значит,
к ним следует применять правила преобразования
для векторов, что актуально при использовании кри-
волинейных систем координат — в дифференциаль-
ных операторах появляются добавки, обусловленные
векторностью, и тогда исходное уравнение движе-
ния (1) сводится к решению уравнений Пуассона,
где лапласиан — векторный.

Далее индекс ϕ опустим, т. е. полагаем, что
скалярные величины ω≡ ωϕ и ψ≡ ψϕ .

В скалярном виде в сферических координатах
стационарные уравнения для этих величин выглядят
следующим образом:

1
r2

∂

∂r

(︂
r2 ∂ψ

∂r

)︂
+

1
r2 sin θ

∂

∂θ

(︂
sin θ

∂ψ

∂θ

)︂
− ψ

r2 sin2 θ
= −ω,

1
r2

∂

∂r

(︂
r2 ∂ω

∂r

)︂
+

1
r2 sin θ

∂

∂θ

(︂
sin θ

∂ω

∂θ

)︂
− ω

r2 sin2 θ
=

=
µ0I 2(cos θ− 1)
2π2ρνr4 sin θ

.

Выражения для скорости могут быть найдены из
компонент ротора векторного потенциала:

Vr =
1

r sin θ
∂

∂θ
(sin θψ), Vθ = −1

r
∂(rψ)
∂r

.

С целью обобщения можно привести урав-
нения к безразмерному виду, для этого вве-
дем следующие масштабы (величины с индекса-
ми «0»): линейный размер — радиус большо-
го электрода b , плотность тока J0 = I /b2 , маг-
нитное поле B0 = µ0I /b , электромагнитная сила
F0 = µ0I 2/b3 , cкорость V0 =

√︀
F0b/ρ = I /b

√︀
µ0/ρ ,

давление p0 = ρU 2
0 . Тогда можно получить
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следующие безразмерные параметры: число Рей-

нольдса Re =
√︁

F0b3
⧸︀(︀
ρν2
)︀

= I
⧸︀
ν
√︀
µ0/ρ и так

называемый «параметр электровихревого течения»
S = Re2 = µ0I 2

⧸︀(︀
ρν2
)︀
, и уравнение (1) примет

вид [9]

∂V
∂t

+ (V∇)V= −∇p +
1
Re

∆V− 1− cos θ
4π2r3 sin θ

eθ. (4)

Здесь величины p и V уже безразмерные, eθ —
единичный вектор.

Уравнение (3) запишется как

∆ω= −Re∇×F. (5)

На электродах, т. е. на твердых стенках, должно
быть задано условие прилипания (V = 0), на оси
(при θ = 0) условие симметрии. На поверхности
(при θ= π/2) может быть задано либо прилипание,
либо условие свободной поверхности. В эксперимен-
тах на эвтектическом сплаве In–Ga–Sn на воздухе
образуется пленка окисла и реализуется первый
вариант, а в экспериментах на ртути — второй.

Для уравнений в переменных завихренность —
векторный потенциал легко указать граничные усло-
вия для потенциала: ψ= 0, а для завихренности ка-
кие-либо очевидные физические соображения, поз-
воляющие задать значение на стенке, отсутствуют.
Тем не менее многие авторы для простоты полагают
значение ω на стенке равным нулю, что не является
достаточно обоснованным, но позволяет позволяет
получить аналитическое решение. В численном рас-
чете для завихренности можно использовать гра-
ничные условия Тома, Вудса, Фромма, Пирсона,
Грязнова–Полежаева и др., удовлетворение которым
происходит итеративно.

2. Аналитическое решение

Сначала нас будет интересовать решение урав-
нения

1
r2

∂

∂r

(︂
r2 ∂ω

∂r

)︂
+

1
r2 sin θ

∂

∂θ

(︂
sin θ

∂ω

∂θ

)︂
− ω

r2 sin2 θ
=

= −f (r, θ), (6)

где

f (r, θ) =
A(1− cos θ)

r4 sin θ
, A=

Re
2π2 . (7)

В качестве граничных условий возьмем следующие:

ω|r=a = ω|r=b = ω|θ=π/2 = 0.

Для того чтобы воспользоваться в дальнейшем
собственными функциями задачи Штурма–Лиувил-
ля в сферических координатах, введем вспомога-
тельную функцию:

u(r, θ,ϕ) = ω(r, θ) cosϕ.

Вычислим оператор Лапласа от данной функции:

∆u =
1
r2

∂

∂r

(︂
r2 ∂(ω cosϕ)

∂r

)︂
+

+
1

r2 sin θ
∂

∂θ

(︂
sin θ

∂(ω cosϕ)
∂θ

)︂
+

+
1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2 (ω cosϕ) =

=
{︂

1
r2

∂

∂r

(︂
r2 ∂ω

∂r

)︂
+

1
r2 sin θ

∂

∂θ

(︂
sin θ

∂ω

∂θ

)︂
−

− ω

r2 sin2 θ

}︂
cosϕ.

Таким образом, можно домножить обе части (6) на
cosϕ и получить уравнение для u

∆u = f cosϕ (8)

с граничными условиями

u|r=a = u|r=R = u|θ=π/2 = 0. (9)

Решение мы будем искать в виде разложения по
собственным функциям задачи Штурма–Лиувилля
[11, 12] для полушарового слоя:

unkm(r, θ,ϕ) = RnkY (m)
n (θ,ϕ),

где
Y (m)

n (θ,ϕ) = P(m)
n (cos θ) cosmϕ,

где P(m)
n — присоединенные функции Лежандра

[12, 13]. С учетом вида (8) будут существенны лишь
функции, для которых m = 1:

Y (1)
n (θ,ϕ) = P(1)

n (cos θ) cosϕ.

Кроме того, граничные условия (9) при θ = π/2
позволяют оставить среди слагаемых только четные
n = 2l . Что касается радиальных функций Rnk(r), то
для них справедливо следующее представление [12]:

Rnk(r) = C1

Jn+1/2

(︁
r
√︀
λk

n

)︁
√

r
+C2

Nn+1/2

(︁
r
√︀
λk

n

)︁
√

r
,

где J — функция Бесселя, N — функция Неймана.
Условие обращения в нуль при r = a функции (9)
дает нам соотношение

C2 = −C1gn
(︀
λk

n,a
)︀
,

где

gn =
Jn+1/2

(︁
a
√︀
λk

n

)︁
Nn+1/2

(︁
a
√︀
λk

n

)︁ .

Граничное условие при r = b позволяет получить
трансцендентное уравнение для собственных значе-
ний задачи Штурма–Лиувилля λk

n :

Jn+1/2

(︂
b
√︁
λk

n

)︂
− gn

(︀
λk

n,a
)︀
Nn+1/2

(︂
b
√︁
λk

n

)︂
= 0. (10)

Таким образом, можно представить функцию ω
в виде суммы:

ω=
∞∑︁
l=1

∞∑︁
k=1

Ωlk√
r

(︂
J2l+1/2

(︂
r
√︁
λk

2l

)︂
−

− gn
(︀
λk

n,a
)︀
N2l+1/2

(︂
r
√︁
λk

2l

)︂)︂
P(1)

2l (cos θ).

Представим теперь правую часть уравнения (6)
в виде аналогичного разложения:
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f (r, θ) =
∞∑︁
l=1

∞∑︁
k=1

Flk√
r

(︂
J2l+1/2

(︂
r
√︁
λk

2l

)︂
−

− gn
(︀
λk

n,a
)︀
N2l+1/2

(︂
r
√︁
λk

2l

)︂)︂
P(1)

2l (cos θ).

Для коэффициентов в разложении можно по-
лучить

Flk =

{︃π/2∫
0

b∫
a

f (r, θ)√
r

(︂
J2l+1/2

(︂
r
√︁
λk

2l

)︂
−

−gn(λk
n,a)N2l+1/2

(︂
r
√︁
λk

2l

)︂)︂
P(1)

2l (cos θ)r2 sin θdr dθ

}︃
×

×

{︃π/2∫
0

b∫
a

(︂
J2l+1/2

(︂
r
√︁
λk

2l

)︂
−

− g2l
(︀
λk

2l,a
)︀
N2l+1/2

(︂
r
√︁
λk

2l

)︂)︂2

×

× (P(1)
2l (cos θ))2r sin θdr dθ

}︃−1

.

Интеграл в знаменателе вычисляется так:

Skl =

π/2∫
0

b∫
a

(︂
J2l+1/2

(︂
r
√︁
λk

2l

)︂
−

− g2l
(︀
λk

2l,a
)︀
N2l+1/2

(︂
r
√︁
λk

2l

)︂)︂2

×

×
(︀
P(1)

2l (cos θ)
)︀2r sin θdr dθ=

=

b∫
a

(︂
J2l+1/2

(︂
r
√︁
λk

2l

)︂
−

− g2l
(︀
λk

2l,a
)︀
N2l+1/2

(︂
r
√︁
λk

2l

)︂)︂2

r dr ×

×
π/2∫
0

(P(1)
2l (cos θ))2 sin θdθ=

=
πl(2l + 1)

(4l + 1)λk
2l+1/2

(︃
b2
(︂
J ′2l+1/2

(︁
b
√︁
λk

2l+1/2

)︁
−

− g2l
(︀
λk

2l+1/2,a
)︀
N ′

2l+1/2

(︁
b
√︁
λk

2l+1/2

)︁)︂2

−

− a2
(︂
J ′2l+1/2

(︁
a
√︁
λk

2l+1/2

)︁
−

− g2l
(︀
λk

2l+1/2,a
)︀
N ′

2l+1/2

(︁
a
√︁
λk

2l+1/2

)︁)︂2
)︃

.

С учетом явного вида функции (7) выраже-
ние для соответствующего интеграла несколько
сложнее:

π/2∫
0

b∫
a

f (r, θ)√
r

(︂
J2l+1/2

(︂
r
√︁
λk

2l

)︂
−

−g2l
(︀
λk

2l,a
)︀
N2l+1/2

(︂
r
√︁
λk

2l

)︂)︂
P(1)

2l (cos θ)r2 sin θdr dθ=

= AQlkMl,

где

Qlk =

b∫
a

r−5/2
(︂

J2l+1/2

(︂
r
√︁
λk

2l

)︂
−

− g2l
(︀
λk

2l,a
)︀
N2l+1/2

(︂
r
√︁
λk

2l

)︂)︂
dr,

Ml =

π/2∫
0

P(1)
2l (cos θ) (1− cos θ)dθ=

(−1)lC l
2l

22l .

Можно показать, что первый из интегралов вы-
ражается при помощи гипергеометрической функ-
ции [14]:

Qlk =
2F1
(︀

2l−1
2 , 2l+1

2 , 4l+3
2 ,− 1

4b
2λk

2l

)︀ (︁
b
√︁
λk

2l

)︁2l+1/2

22l+1/2(2l − 1)b3/2Γ(2l + 3/2)
−

−
2F1
(︀

2l−1
2 , 2l+1

2 , 4l+3
2 ,− 1

4a
2λk

2l

)︀ (︁
a
√︁
λk

2l

)︁2l+1/2

22l+1/2(2l − 1)a3/2Γ(2l + 3/2)
−

−22l−1/2g2l
(︀
λk

2l,a
)︀ 2F1

(︀
−(l + 1),− 4l−1

2 ,−l,− 1
4b

2λk
2l

)︀(︁
b
√︁
λk

2l

)︁2l+1/2
(l+1)b3/2Γ(1/2−2l)

+

+22l−1/2g2l
(︀
λk

2l,a
)︀ 2F1

(︀
−(l + 1),− 4l−1

2 ,−l,− 1
4a

2λk
2l

)︀(︁
a
√︁
λk

2l

)︁2l+1/2
(l+1)a3/2Γ(1/2−2l)

.

Если разбить уравнение (6) на компоненты сум-
мы, то мы получим, что

−λk
2lΩlk = −Flk.

Тогда

Ωlk =
Flk

λk
2l

.

Перейдем теперь ко второму уравнению:

1
r2

∂

∂r

(︂
r2 ∂ψ

∂r

)︂
+

1
r2 sin θ

∂

∂θ

(︂
sin θ

∂ψ

∂θ

)︂
− ψ

r2 sin2 θ
= −ω.

(11)

Можно представить решение в виде

ψ=
∞∑︁
l=1

∞∑︁
k=1

Ψlk√
r

(︂
J2l+1/2

(︂
r
√︁
λk

2l

)︂
−

− gn(λk
n,a)N2l+1/2

(︂
r
√︁
λk

2l

)︂)︂
P(1)

2l (cos θ).

Действуя аналогично, для коэффициентов получим
следующее выражение:

Ψlk =
Flk

(λk
2l)

2
.

3. Приближенное решение

Рассмотрим приближенное решение, взяв стар-
ший порядок ( l = 1, k = 1) и полагая, что a ≪ b .
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В таком случае при малых a можно полагать,
что [12]

J2l+1/2

(︂
a
√︁
λk

2l

)︂
∼=

(︁
a
√︁
λ1

2

)︁5/2 √
2

15
√
π

,

N2l+1/2

(︂
a
√︁
λk

2l

)︂
∼=

3
√

2(︁
a
√︁
λ1

2

)︁5/2 √
π

.

Поэтому

g2l
(︀
λ1

2,a
)︀∼= 1

5

(︂
a
√︁
λ1

2

)︂5

.

Если a достаточно мал, то (10) можно приближенно
свести к виду

J5/2(b
√︁
λ1

2)
∼= 0.

Его решению соответствует

b
√︁
λ1

2 = 5.763.

Тогда S11 приблизительно будет равно

S11
∼= −3π

5
b2(J7/2(5.763))2 = −0.1897b2.

Удерживая только слагаемые малости порядка не
выше a1, получим

Q11
∼=

2.158
b3/2

− 4.241
a3/2

(︁a
b

)︁5/2
, M1 = −1/2.

Тогда

F11 = A
(︂

5.688
b7/2

− 11.187a
b9/2

)︂
,

Ω11 = A
(︂

0.1713
b3/2

− 0.3368a
b5/2

)︂
,

Ψ11 = A
(︁
5.158 · 10−3b1/2 − 1.0141 · 10−2 a

b1/2

)︁
.

Для решения получим

ω=
A√
r

(︂
0.5139
b3/2

− 1.0104a
b5/2

)︂
×

×

(︃
J5/2
(︁
5.763

r
b

)︁
− 1271.4

(︁a
b

)︁5
N5/2

(︁
5.763

r
b

)︁)︃
×

× sin θ cos θ,

ψ=
A√
r

(︁
1.547 · 10−2b1/2 − 3.0423 · 10−2 a

b1/2

)︁
×

×

(︃
J5/2
(︁
5.763

r
b

)︁
− 1271.4

(︁a
b

)︁5
N5/2

(︁
5.763

r
b

)︁)︃
×

× sin θ cos θ.

Ему соответствуют такие компоненты скорости:

Vr =
A

r3/2

(︁
1.547 · 10−2b1/2 − 3.0423 · 10−2 a

b1/2

)︁
×

×

(︃
J5/2
(︁
5.763

r
b

)︁
− 1271.4

(︁a
b

)︁5
N5/2

(︁
5.763

r
b

)︁)︃
×

×
(︀
3 cos2 θ− 1

)︀
.

Vθ = − A
r3/2

(︁
7.735 · 10−3b1/2 − 1.5212 · 10−2 a

b1/2

)︁
×

×

(︃
J5/2
(︁
5.763

r
b

)︁
− 1271.4

(︁a
b

)︁5
N5/2

(︁
5.763

r
b

)︁)︃
×

× sin θ cos θ−

− A√
r

(︁
1.547 · 10−2b1/2 − 3.0423 · 10−2 a

b1/2

)︁
×

×

(︃
2.882

b

(︁
J3/2(5.763

r
b
)− J7/2

(︁
5.763

r
b

)︁)︁
+

+
3663.5

b

(︁a
b

)︁5 (︁
N7/2

(︁
5.763

r
b

)︁
−N3/2

(︁
5.763

r
b

)︁)︁)︃
×

× sin θ cos θ.

Особую роль играет скорость на оси вращения
сосуда, представленная на рис. 1. Векторы скорости
движения жидкости представлены на рис. 2.

|
|

V
z

| |z

Рис. 1. Скорость жидкости на оси вращения сосуда
при a = 0.01, b = 1.00
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Рис. 2. Движение жидкости при a = 0.01, b = 1.00
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Заключение

В ходе проведенного исследования получено ана-
литическое решение задачи об ЭВТ в полусфере,
получена старшая мода для решения. Построенная
модель может быть использована как для дальней-
шего теоретического исследования электровихревого
течения в полусферическом сосуде, так и для более
полного понимания проводимых экспериментов.

Стоит отметить ряд ограничений, вытекающих
из использованных модельных предположений. Так,
использование только старшей моды для решения
несколько искажает результат: численный расчет
показывает, что центр вихря расположен несколь-
ко ближе к оси вращения. Затем использованные
граничные условия, хотя и воспроизводят основные
свойства задачи, соответствуют не твердым стенкам,
а свободным границам. Наконец, решение в стоксо-
вом приближении применимо при числе S < 103.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РНФ (грант №17-19-01745).
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Analytical solution of the problem of the electrovortex flow in the hemisphere with finite size
electrodes in the Stokes approximation
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An analytical solution was obtained for a stationary axisymmetric motion equation for a flow caused by an in-
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in the variables for vorticity and velocity vector potential in hemispherical geometry with the finite size
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