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В работе произведена оценка гравитационного воздействия на слаборелятивистский элек-
трон, участвующий в процессе генерации микроволнового излучения. Показано, что такое
воздействие приводит к генерации второй гармоники.
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Введение

В 1967 г. в работе [1] были приведены результаты
эксперимента по изучению гравитационных свойств
электронов. В этих экспериментах измерялось время
пролета свободно движущихся медленных электро-
нов (с энергией Wel = 10−9 эВ) внутри медной
трубки под действием гравитационного поля Земли.
В стенках проводящей трубки из-за действия грави-
тационной силы свободные электроны перераспре-
делялись, создавая однородное электрическое поле
порядка mg/e0 = 5.6 · 10−11 В/м, где m — инертная
масса электрона, g — гравитационное ускорение
макроскопической нейтральной материи и e0 —
абсолютное значение электрического заряда элек-
трона.

В силу непрерывности касательной составляю-
щей вектора E на границах раздела сред такое же
электрическое поле должно существовать и в ваку-
умной области, окруженной медной трубкой. Поэто-
му в эксперименте [1] суммарная сила, действующая
на медленно движущийся электрон, должна быть
равной нулю.

Эксперимент показал, что вертикальная состав-
ляющая суммарной силы, действующей на электрон,
падающий вдоль оси вертикальной медной трубки
диаметром 5 см, меньше 0.09mg.

Однако этот результат, как справедливо отмечено
в работе [2], не позволяет ничего сказать о грави-
тационной массе электрона, так как внутри прово-
дящей дрейфовой трубки гравитационная сила, дей-
ствующая на электрон, полностью компенсируется
электрической силой, вызванной перераспределени-
ем свободных электронов в стенке дрейфовой трубки
под действием того же внешнего гравитационного
поля. Так как такая компенсация происходит при
любом значении отношения гравитационной массы
электрона к его инертной массе (даже при равном
нулю или отрицательном!), то этот эксперимент
оказывается нечувствительным ни к величине гра-
витационной массы электрона, ни к ее знаку.

Поэтому результатом гравитационных экспери-
ментов [1] с электронами является лишь утвер-
ждение [2], что сила гравитации, действующая на
электроны в стенке дрейфовой трубки, такая же,
как и сила гравитации, действующая на свободные
электроны, находящиеся в вакууме на оси дрейфо-
вой трубки.

Этот пример наглядно демонстрирует важность
полной и всесторонней теоретической разработки
экспериментов по изучению гравитационных свойств
элементарных частиц и прежде всего разработки
такого эксперимента, который позволяет проверить
гравитационные свойства электрона и измерить от-
ношение его гравитационной массы к инертной
массе.

Поэтому возникает необходимость провести рас-
четы и выяснить, при каких условиях гравитаци-
онные свойства электронов могут наиболее ярко
проявиться и к каким эффектам приведет влияние
гравитационного поля Земли на электроны в различ-
ных электронных устройствах.

В научной литературе были многочисленные
предложения по проведению и других эксперимен-
тов по изучению гравитационных свойств фото-
нов [3–10], нейтрино [11–13], антипротонов [14]
и ионов [15, 16] во внешних электромагнитных
и гравитационных полях, однако для электронов их
пока нет.

В настоящей работе будет рассмотрена возмож-
ность использования генераторов микроволнового
электромагнитного излучения для изучения грави-
тационных свойств слаборелятивистских электронов
(с энергией Wel ∼ 1 кэВ).

В большинстве таких генераторов основным дей-
ствующим лицом является электрон. Именно потоки
электронов, двигаясь во внешних электромагнитных
полях, создают это излучение. Конструктивно это
могут быть клистроны, магнетроны, лампы бегущей
волны и другие вакуумные электронные устройства.
Так как эти устройства находятся в гравитационном
поле Земли, то на электроны должна действовать
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сила притяжения к Земле Fg = mgg, где mg —
гравитационная масса электрона, g — ускорение
свободного падения.

Согласно принципу эквивалентности Эйнштей-
на [17] гравитационная масса любого матери-
ального объекта совпадает с его инертной мас-
сой mik . Так как для электрона mik = mg , то
Fg = 0.9 ·10−24 г ·см/с2 . Эта сила по земным меркам
очень мала, однако при определенных условиях она
может оказать влияние на спектральные характери-
стики микроволнового излучения.

Целью настоящей работы является оценка из-
менения спектра излучения слаборелятивистского
электрона под действием гравитационного взаимо-
действия.

Постановка задачи

Предположим, что в лаборатории, расположенной
на поверхности Земли, покоится генератор мик-
роволнового излучения, например квазиоптический
гиротрон. Поместим начало декартовой системы ко-
ординат в центр Земли.

Ориентируем оси этой системы координат так,
чтобы ось Ox проходила через точку на поверхности
Земли, в которой расположен генератор микроволно-
вого излучения, а ось Oz была параллельна векто-
ру B0 , создаваемому соленоидом этого генератора.
Ось Oy направляем так, чтобы система координат
была правая. Будем считать, что создаваемое со-
леноидом магнитное поле B0 является постоянным
и однородным в той области, где слаборелятивист-
ский электрон движется в направлении, перпендику-
лярном магнитному полю. Радиус-вектор электрона
в этой системе координат будем обозначать через
R= {x, y, z} .

Уравнения движения электрона с массой m0 и за-
рядом e = −e0 = −1.6 · 10−10 ед. СГСЭ во внешнем
электромагнитном и гравитационном полях в четы-
рехмерной записи [18] имеют вид

m0c
{︂

dui

ds
+ Γi

knu
kun

}︂
= ℱ i, (1)

где c — скорость света, ds =
√︀

gikdxidxk — интер-
вал, ui = dxi/ds — четырехвектор скорости, Γi

kn —
символы Кристоффеля второго рода, ℱ i — четы-
рехвектор силы, действующий на частицу, gik —
метрический тензор с ковариантными (нижними)
индексами.

Существует и обратный ему метрический тензор
с контравариантными (верхними) индексами gik ,
определяемый из системы уравнений

gikgik =

{︃
1, если n = k,

0, если n ̸= k.

Мы будем использовать правило суммирования
Эйнштейна: по двум индексам, обозначенным одной
и той же буквой, если один из них расположен
вверху, а другой — внизу, предполагается сумми-

рование по всей совокупности значений, которые
может принимать эта буква. У нас буквы латинского
алфавита (i, j, k,n, . . .) могут принимать значения
(0, 1, 2, 3) , а греческого алфавита — (1, 2, 3) .

Символы Кристоффеля второго рода получа-
ем [18] дифференцированием метрического тензора:

Γi
kn =

1
2
gip

[︂
∂gpk

∂xm +
∂gpn

∂xk − ∂gkn

∂xp

]︂
. (2)

Четырехмерная сила, действующая в электромаг-
нитном поле на частицу с зарядом e, имеет вид

F i =
e
c
F i∙
∙ku

k, (3)

где Fik = −Fki — тензор электромагнитного поля.
Согласно [18] компоненты этого тензора связа-

ны с векторами E и B соотношениями Eα = F0α ,
Bαβ = Fαβ .

Поэтому тензор Fik можно представить в виде
матрицы, элементами которой являются компоненты
этих векторов:

Fik =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠. (4)

Однако в такой постановке уравнения движения (1)
имеют чрезвычайно громоздкий вид.

В случае слаборелятивистского движения элек-
трона эти уравнения можно разложить по степеням
малого параметра, равного отношению величины
гравитационной силы к величине магнитной части
силы Лоренца.

В качестве гравитационного поля мы будем рас-
сматривать гравитационное поле Земли на ее по-
верхности, которое будем считать сферически сим-
метричным (приведенные квадрупольный момент
и высшие мультипольные моменты Земли, как из-
вестно [19], не превышают 10−3 и в нашей задаче
могут не учитываться).

Безразмерный гравитационный потенциал Земли
U ∼ 10−9 , поэтому при R ∼ R⊕ его можно записать
в виде U = GM/(c2R) , где G — гравитационная
постоянная, M — масса Земли.

Метрический тензор псевдориманова простран-
ства-времени для нашей задачи запишем в постнью-
тоновском [20] виде

g00 = 1− 2U , gαβ = −δαβ[1 + 2γU ], (5)

где γ — постньютоновский параметр, который в об-
щей теории относительности Эйнштейна равен еди-
нице, δαβ — символ Кронекера. Остальные компо-
ненты метрического тензора gik равны нулю.

Закон движения слаборелятивистского
электрона в электромагнитном

и гравитационном полях

В рассматриваемой задаче на слаборелятивист-
ский электрон действуют постоянное и однород-
ное магнитное поле B0 = {0, 0,B0} , гравитационное
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поле Fg и электрическое поле Eg , создаваемое
в вакуумной области перераспределением электро-
нов в проводящей оболочке, окружающей квазиоп-
тический гиротрон.

Так как поля, излучаемые этой лампой, пропор-
циональны d2r/dt2 , то для определения влияния
гравитационного поля Земли на спектр излучения
нам необходимо найти решение уравнения (1).

Для этого нам надо в первую очередь определить
напряженность электрического поля, создаваемого
перераспределением свободных электронов в метал-
лической оболочке под действием гравитационного
поля. Рассмотрим какой-либо электрон оболочки.
В установившемся режиме он находится в покое
в некоторой точке R = {x, y, z} . Так как для поко-
ящейся частицы четырехвектор скорости [18] имеет
вид ui = {u0 = 1

⧸︀√
g00, 0, 0, 0} = {1

⧸︀√
1− 2U , 0, 0, 0} ,

то из уравнений (1) найдем компоненты тензора
электромагнитного поля, соответствующие компо-
нентам вектора напряженности электрического поля
внутри металлической оболочки:

Fα∙
∙0 = −m0

e0

GMXα

R3(1 + 2γU )
√

1− 2U
. (6)

В силу непрерывности касательной составляю-
щей вектора Eg на границах раздела сред такое же
электрическое поле должно существовать и во всех
точках вакуумной области, окруженной металличе-
ской трубкой.

Рассмотрим теперь электрон, движущийся в ва-
куумной области под действием постоянного и одно-
родного магнитного поля B0 = {0, 0,B0} , гравитаци-
онного поля Fg и электрического поля Eg.

Комбинируя временную (i = 0) и пространствен-
ные (i = α) компоненты четырехмерного уравне-
ния (1), учитывая соотношения (2)–(6), приведем
его к привычному трехмерному виду:

a=
d2r
dt2

= − e0[vB0]
m0c(1 + 2γU )

√︀
1− 2U − β2(1 + 2γU ) +

+

{︃
GM(vR)v

c2R3

[︂
2

(1− 2U )
−

√︀
1− 2U − β2(1 + 2γU )

(1− 2U )3/2
+

+
2γ

(1 + 2γU )

]︂
+

+
GMR

R3(1 + 2γU )

[︃√︀
1− 2U − β2(1 + 2γU )

(1− 2U )1/2
− 1− γβ2

]︃}︃
,

(7)

где β = v/c , g=
{︀
g = GM/R2

⊕, 0, 0
}︀
.

Выражение, стоящее в фигурных скобках в пра-
вой части уравнения (7), представляет поправку
первого порядка малости по отношению к остальным
слагаемым правой части. Поэтому решение этих
уравнений будем искать также в виде разложе-
ния [21] по этому малому параметру:

R=R⊕ +R0 +R1,

где R⊕ — радиус-вектор центра вакуумной полости;
R0 — часть вектора R ; вызываемая движением
электрона в магнитном поле; R1 — часть вектора R ,
возникающая из-за действия на электрон гравитаци-
онной силы и поля Eg .

Не ограничивая общности, будем считать, что
в начальный момент времени t = 0 электрон нахо-
дился в окрестности точки R⊕ = {R⊕, 0, 0} и ско-
рость электрона в этот момент времени была равна
v(0)(0) = {v0 cosΨ, v0 sinΨ, 0} . Тогда в качестве на-
чальных условий для уравнения (7) запишем соот-
ношения

R(0)(0) = {X0,Y0, 0}, R(1)(0) = {0, 0, 0},
v(1)(0) = {0, 0, 0},

(8)

причем X2
0 +Y 2

0 ≪ R2
⊕ .

По порядку величины справедливы оценки
|R0|/R⊕ ∼ 10−7 , |R(1)| ≪ |R(0)| . Поэтому v = v(0) +
+ v(1) и с требуемой точностью можно записать:

U =U⊕

[︂
1−

(R(0)R⊕)
R2
⊕

]︂
=U⊕ +

(gR(0))
c2 ,

v2 = v2
(0) + 2(v(0)v(1)).

Подставляя эти соотношения в уравнение (7)
и разлагая его в ряд по малому параметру, в невоз-
мущенном приближении получим

a(0) =
d2R(0)

dt2
=

−
e0[v(0)B0]

m0c(1 + 2γU⊕)

√︁
1− 2U⊕ − β2

(0)(1 + 2γU⊕), (9)

где U⊕ = −GM/(c2R⊕) — гравитационный потен-
циал в центре вакуумной области, v(0) = dR(0)/dt ,
β(0) = v(0)/c .

В силу начальных условий (8) решение уравне-
ния (9) имеет вид

X(0)(t) =
v0

ω
sin(ωt +Ψ) + X0 −

v0

ω
sinΨ,

Y(0)(t) = −v0

ω
cos(ωt +Ψ) + X0 +

v0

ω
cosΨ,

(10)

где ω=
e0B0

√︁
1−2U⊕−β2

(0)(1+2γU⊕)

m0c(1+2γU⊕) = const .
В следующем приближении уравнение (7) дает

a(1) =
d2R(1)

dt2
=

= −
e0[v(1)B0]

m0c(1 + 2γU⊕)

√︁
1− 2U⊕ − β2

(0)(1 + 2γU⊕)−

−

{︃
(v0g)v0

c2

[︃
2

1− 2U⊕
−

√︁
1− 2U⊕ − β2

(0)(1 + 2γU⊕)

(1− 2U )3/2
+

+
2γ

(1 + 2γU⊕)

]︃
+

g
(1 + 2γU⊕)

×

×

⎡⎣
√︁

1− 2U⊕ − β2
(0)(1 + 2γU⊕)√︀

(1− 2U⊕)
− 1− γβ2

(0)

⎤⎦}︃+
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+
e0[v(0)B0]

m0c
√︁

1− 2U⊕ − β2
(0)(1 + 2γU⊕)

×

×
{︂

(gR0)
c2

1 + γβ2
(0)

(1 + 2γU⊕)
+

(v(0)v(1))
c2 +

+
2γ(gR(0))

c2(1 + 2γU⊕)2
[︀
1− 2U⊕ − β2

(0)(1 + 2γU⊕)
]︀}︂

.

Вводя обозначения

A1 = β2
0

[︃
2

1− 2U⊕
−

√︁
1− 2U⊕ − β2

(0)(1 + 2γU⊕)

(1− 2U )3/2
+

2γ
(1 + 2γU⊕)

]︃
,

A2 =
1

(1 + 2γU⊕)
×

×

[︃√︁
1− 2U⊕ − β2

(0)(1 + 2γU⊕)√︀
(1− 2U⊕)

− 1− γβ2
(0)

]︃
,

A3 =
e0β0B0

m0c2
√︁

1− 2U⊕ − β2
(0)(1 + 2γU⊕)

×

×
{︂ 1 + γβ2

(0)

(1+2γU⊕)
+

2γ
(1+2γU⊕)2

[︀
1−2U⊕−β2

(0)(1+2γU⊕)
]︀}︂

,

A4 =
e0β

2
0B0

m0c
√︁

1− 2U⊕ − β2
(0)(1 + 2γU⊕)

,

спроецируем это уравнение на оси Ox и Oy :

Ẍ(1) + ωẎ(1) = gA1 cos2(ωt +Ψ) + gA2 −

− gA3

[︁v0

ω
sin(ωt +Ψ) + X0 −

v0

ω
sinΨ

]︁
sin(ωt +Ψ) +

+ A4[Ẋ(1) cos(ωt +Ψ) + Ẏ(1) sin(ωt +Ψ)] sin(ωt +Ψ),
(11)

Ÿ(1) − ωẊ(1) = gA1 cos(ωt +Ψ) sin(ωt +Ψ) +

+ gA3

[︁v0

ω
sin(ωt +Ψ) + X0 −

v0

ω
sinΨ

]︁
cos(ωt +Ψ)−

−A4[Ẋ(1) cos(ωt +Ψ) + Ẏ(1) sin(ωt +Ψ)] cos(ωt +Ψ),

где точка обозначает производную по времени.
Умножая первое уравнение системы (11) на

cos(ωt + Ψ) , а второе на sin(ωt + Ψ) и складывая
их, получим

d
dt

[Ẋ(1) cos(ωt +Ψ) + Ẏ(1) sin(ωt +Ψ)] =

= g(A1 + A2) cos(ωt +Ψ).

Отсюда следует, что

Ẋ(1) cos(ωt +Ψ) + Ẏ(1) sin(ωt +Ψ) =

= C0 +
g(A1 + A2)

ω
sin(ωt +Ψ), (12)

где C0 — константа интегрирования.
Умножим теперь первое уравнение системы (11)

на − sin(ωt + Ψ) , а второе на cos(ωt + Ψ) и сло-

жим их. Учитывая соотношение (12), в результате
получим

d
dt

[−Ẋ(1) sin(ωt +Ψ) + Ẏ(1) cos(ωt +Ψ)] =

= −gA2 sin(ωt +Ψ) +

+ gA3

[︁v0

ω
sin(ωt +Ψ) + X0 −

v0

ω
sinΨ

]︁
−

−A4C0 −
gA4(A1 + A2)

ω
sin(ωt +Ψ).

Поэтому

− Ẋ(1) sin(ωt +Ψ) + Ẏ(1) cos(ωt +Ψ) =

= C1 +
g
ω2 [A2ω−A3v0 + A4(A1 + A2)] cos(ωt +Ψ) +

+
[︁
gA3(X0 −

v0

ω
sinΨ)−A4C0

]︁
t, (13)

где C1 — константа интегрирования.
Из начальных условий (7) следует, что

C0 = −g(A1 + A2)
ω

sinΨ,

C1 = − g
ω2 [A2ω−A3v0 + A4(A1 + A2)] cosΨ.

Разрешая соотношения (12) и (13) относительно Ẋ(1)

и Ẏ(1) , найдем

Ẋ(1) =
g

2ω2 [A1ω+ A3v0 −A4(A1 + A2)] sin 2(ωt +Ψ)−

−
[︁
gA3(X0 −

v0

ω
sinΨ)−A4C0

]︁
t sin(ωt +Ψ) +

+C0 cos(ωt +Ψ)−C1 sin(ωt +Ψ),

Ẏ(1) =
g

2ω2 [A4(A1 + A2)−A1ω−A3v0] cos 2(ωt +Ψ) +

+C0 sin(ωt +Ψ) +C1 cos(ωt +Ψ) +

+
g

2ω2 [(A1 + 2A2)ω−A3v0 + A4(A1 + A2)] +

+
[︁
gA3(X0 −

v0

ω
sinΨ)−A4C0

]︁
t cos(ωt +Ψ).

Интегрируя эти выражения еще раз, получим

X(1) = C2 −

− g
4ω3 [A1ω+ A3v0 −A4(A1 + A2)] cos 2(ωt +Ψ) +

+
1
ω2

[︁
gA3(X0 −

v0

ω
sinΨ)−A4C0

]︁
×

× [ωt cos(ωt +Ψ)− sin(ωt +Ψ)] +

+
1
ω

[C0 sin(ωt +Ψ) +C1 cos(ωt +Ψ)] , (14)

Y(1) =
g

4ω3 [A4(A1 + A2)−A1ω−A3v0] sin 2(ωt +Ψ) +

+
1
ω

[C1 sin(ωt +Ψ)−C0 cos(ωt +Ψ)] +

+
g

2ω2 [(A1 + 2A2)ω−A3v0 + A4(A1 + A2)] t +

+
1
ω2

[︁
gA3(X0 −

v0

ω
sinΨ)−A4C0

]︁
×

× [ωt sin(ωt +Ψ) + cos(ωt +Ψ)] .

Соотношения (10) и (14) дают закон движения
слаборелятивистского электрона в первых двух при-
ближениях теории возмущений. Следует, однако,
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отметить, что уравнение (9) справедливо только при
выполнении условия v(1) ≪ v0 . Поэтому и его реше-
ние (14) можно использовать, если и только если
|Ẋ(1)| ≪ v0 , |Ẏ(1)| ≪ v0 . Эти условия ограничивают
применимость выражений (10) и (14) временны́м
промежутком 0 6 t ≪ v0/|gA3(X0−v0 sinΨ/ω)−A4C0| .

Заключение

Из выражений (10) и (14) следует, что в рассмат-
риваемых условиях электрон участвует в несколь-
ких парциальных движениях. В асимптотически
главном приближении он движется по окружно-
сти радиуса v0/ω с частотой ω. В приближе-
нии малого сигнала он дрейфует со скоростью
g[(A1 + 2A2)ω − A3v0 + A4(A1 + A2)]/(2ω2) в на-
правлении, перпендикулярном векторам B0 и g ,
движется с частотой ω по окружности, радиус
которой растет линейно со временем, а также
совершает движение по окружности радиусом
|g[A4(A1 + A2) − A1ω− A3v0]|/(4ω3) с удвоенной ча-
стотой.

Таким образом, в излучении электрона будет при-
сутствовать вторая гармоника, амплитуда которой
пропорциональна gβ2

0 , и эта гармоника является
прямым проявлением влияния гравитационного поля
на закон движения электрона.
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