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В рамках резистивной модели изучено влияние внутренней емкости контакта Джозефсона
на параметрическое усиление внешнего высокочастотного излучения контактами Джозефсона.
Выяснено влияние параметра Маккамбера на параметрическое усиление. Показана возмож-
ность возникновения дополнительных областей усиления вблизи субгармонических ступенек
Шапиро для контактов с внутренней емкостью.
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Введение

Хорошо известно, что, если ток через джозеф-
соновский контакт превышает некоторое критиче-
ское значение, обусловленное свойствами самого
контакта, на контакте возникает разность потенци-
алов V и контакт начинает излучать высокочастот-
ное электромагнитное излучение с джозефсоновской
частотой ωJ = 2eV/h̄ (нестационарный эффект Джо-
зефсона [1]). Однако возможно создать условия, при
которых собственная джозефсоновская генерация
выступает в качестве поля накачки, а сигнал наблю-
дается и на частоте, не совпадающей с собственной
джозефсоновской частотой. Такое параметрическое
усиление может обладать тем преимуществом, что
позволяет сдвинуть генерируемый сигнал в другой
частотный диапазон, в частности в область терагер-
цевых частот.

Как правило, для анализа подобных явлений
вблизи критической температуры используется до-
статочно простая резистивная модель [2, 3], в рам-
ках которой джозефсоновский контакт может быть
представлен в виде параллельно соединенных иде-
ального джозефсоновского контакта, через который
течет только бездиссипативный ток куперовских
пар, и резистивного элемента с активным сопро-
тивлением, через который течет диссипативный ток
одиночных электронов проводимости (нормальный
ток). Для учета внутренней емкости контакта в ре-
зистивной модели в эквивалентную схему перехо-
да добавляют также конденсатор. Для некоторых
типов джозефсоновских контактов (например, для

точечных контактов) емкостью контактов можно
пренебречь.

В рамках резистивной модели и с помощью
теории возмущений в [4–8], а также с использо-
ванием численных методов [9] было показано, что
во внешнем переменном поле действительная часть
импеданса контакта может принимать отрицатель-
ные значения при частотах джозефсоновской гене-
рации, близких к частоте внешнего излучения, при-
чем частота внешнего сигнала должна быть больше
частоты собственной джозефсоновской генерации.
Однако в работе [6] показано, что при достаточно
большой внутренней емкости контакта действитель-
ная часть импеданса может принимать отрицатель-
ные значения, напротив, при частотах внешнего
сигнала, меньших частоты джозефсоновской гене-
рации. В [4, 5] в слабосигнальном приближении
было показано, что аномальное поведение импеданса
контакта Джозефсона обусловлено поведением ин-
дуктивности контакта. Аномальное поведение импе-
данса и связанное с ним параметрическое усиление
экспериментально наблюдалось в [10] и [11]. Благо-
даря параметрическому взаимодействию джозефсо-
новского и внешнего ВЧ-излучения на контакте, ча-
стоту усиливаемого сигнала можно сдвинуть, в том
числе и в терагерцевый диапазон. Целью настоящей
работы является рассмотрение влияния внутренней
емкости контактов Джозефсона на параметрическое
усиление внешнего высокочастотного излучения.

Отметим, что мощность параметрического
(неджозефсоновского) излучения одиночным джо-
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зефсоновским контактом очень мала (порядка
нескольких нановатт). В связи с этим большой
интерес представляют массивы синхронизирован-
ных контактов Джозефсона, способных излучать
когерентно. Мощность параметрического излучения,
полученная с помощью больших массивов джозеф-
соновских контактов, может достигать нескольких
микроватт [12, 13]. В связи с этим в настоящей
работе мы проанализировали и особенности пара-
метрического усиления высокочастотного излучения
массивами контактов Джозефсона с учетом их
внутренней емкости.

1. Одиночный контакт Джозефсона

Рассмотрим контакт Джозефсона с конечной
внутренней емкостью в режиме заданного тока
(который часто реализуется в реальной эксперимен-
тальной ситуации), в рамках резистивной модели,
при температуре, близкой к критической темпера-
туре контакта (T ≈ Tc ) [2]. Эквивалентная схема
контакта изображена на рис. 1, а.
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Рис. 1. а — Эквивалентная схема контакта Джозеф-
сона с учетом внутренней емкости, б — одномерный

массив контактов Джозефсона в резонаторе

Если приложить к контакту дополнительное сла-
бое высокочастотное поле частотой ωpr , то через
контакт будет течь дополнительный переменный ток
такой же частоты. В этом случае в рамках резистив-
ной модели можно записать уравнение для разности
фаз ϕ контактирующих сверхпроводников:

βc
d2ϕ

dτ2 +
dϕ
dτ

+ sin(ϕ) = idc + ipr cos(Ωprτ), (1)

где τ = ωct , ωc = 2e
h̄ Vc — характерная частота кон-

такта; Vc = IcRJ — характерное напряжение; Ic —
критический ток; idc = Idc

Ic
— нормированный посто-

янный ток; ipr = Ipr
Ic

— амплитуда переменного тока
в единицах Ic ; Ωpr = ωpr

ωc
— частота переменного

тока; βc = 2e
h̄ R2

J IcCJ — параметр Маккамбера, учи-
тывающий внутреннюю емкость контакта CJ [3].

Хорошо видно, что данное уравнение имеет вид
уравнения движения маятника под действием вы-
нуждающей силы и при наличии в системе трения.
Проводя электромеханическую аналогию, можно
сказать, что параметр Маккамбера играет в системе
роль массы. Отметим, что учет емкости системы,
т. е. ее инертных свойств, приводит к гистерезису
ее вольт-амперной характеристики.

Решив уравнение (1) численно методом Рун-
ге–Кутты четвертого порядка, найдем среднюю по-
глощенную мощность контакта на частоте внешнего
пробного сигнала по формуле

P
IprVc

=
⟨︀
ϕ̇ cos(Ωprτ)

⟩︀
τ
. (2)

Величина P пропорциональна действительной
части импеданса контакта с точностью до постоян-
ного множителя [9]. Графики зависимости средней
поглощенной мощности от постоянного тока при
различных значениях параметра Маккамбера пред-
ставлены на рис. 2.
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Рис. 2. Графики зависимости средней поглощенной
мощности от постоянного тока для значений пара-
метра Маккамбера βc = 0, 2, 3 и при ωpr = 0.4ωc ,

Ipr = 0.3Ic

Область значений P < 0 соответствует усилению
пробного сигнала. Из рис. 2 видно, что зависи-
мость максимума мощности усиливаемого сигнала
от параметра Маккамбера является нелинейной,
в частности усиление возрастает с ростом параметра
Маккамбера до достижения параметром некоторого
значения βc 6 1, а при дальнейшем увеличении
параметра Маккамбера усиление уменьшается и при
больших значениях параметра Маккамбера погло-
щенная мощность выходит в область P > 0.

Рассмотрим теперь влияние емкости контакта на
структуру ступенек Шапиро. Известно, что действие
внешнего высокочастотного излучения на контакт
Джозефсона приводит к появлению ступенек тока
на ВАХ контакта (ступеньки Шапиро) [14]. Учет ем-
кости перехода может также привести к появлению
на ВАХ, помимо ступенек Шапиро при 2eV

h̄ = mω1 ,
субгармонических ступенек (или субступенек) при
2eV
h̄ = m

n ω1 , где m,n = 1, 2, 3, . . . [15, 16]. Причи-
ной данного эффекта является многочастичное тун-
нелирование одиночных электронов проводимости
через переход в результате многофотонного погло-
щения ими внешнего высокочастотного излучения
при neV > ∆1 + ∆2 − mh̄ω1 , где ∆1,2 — полу-
ширина энергетической щели в первом и втором
сверхпроводнике соответственно [17–22]. На рис. 3
представлены ВАХ и график поглощенной мощности
контакта для частоты ωpr > ωc .
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Рис. 3. а — ВАХ (ΩJ = ωJ/ωc = V/Vc ), б — график
зависимости средней поглощенной мощности от посто-

янного тока при βc = 0.5, ωpr = 1.2ωc , Ipr = 0.3Ic
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Рис. 4. График зависимости средней поглощенной
мощности от параметра Маккамбера и постоянного

тока при ωpr = 1.2ωc , Ipr = 0.3Ic

Из рисунка видно, что область усиления (P < 0)
возникает не только вблизи первой ступеньки Ша-
пиро (ωJ = ωpr ), но и вблизи субгармонических
ступенек ωJ = ωpr

2 и ωJ = ωpr

3 . При дальнейшем уве-
личении параметра Маккамбера области усиления
вблизи субступенек уменьшаются, как и основная
область усиления (вблизи первой ступеньки Шапи-
ро), как видно из рис. 4.

2. Массив контактов Джозефсона в резонаторе

Существуют различные способы соединения джо-
зефсоновских контактов в массив и различные ме-
ханизмы и модели их синхронизации [23–26]. На-
ми рассмотрен одномерный массив N последова-
тельно соединенных одинаковых контактов Джо-
зефсона в резонаторе и внешнем ВЧ-поле. Резо-
натор представлен как LC -контур. Эквивалентная
схема изучаемой системы приведена на рис. 1, б.
В безразмерных единицах получим следующую си-
стему N + 1 уравнений:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

βcϕ̈k + ϕ̇k + sin(ϕk) + βq̇ = idc + ipr cos(Ωprτ),

k = 1, 2, . . . ,N ;

q̈ +Ω2
0q = Ω2

0

N∑︀
k=1

ϕ̇k,

(3)
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Рис. 5. а — ВАХ (ΩJ = ωJ/ωc =V/Vc ), б — график за-
висимости средней поглощенной мощности от постоян-
ного тока для одномерного массива из N = 10 одина-
ковых контактов Джозефсона при βc = 1, ωpr = 1.2ωc ,

Ipr = 0.3Ic , ω0 = 2.4ωc

где q = Q
RJ IcC

, Q — заряд на обкладках конденсатора;

Ω0 = 1√
lβ

; l = L
Lc

, L — индуктивность резонатора;

Lc = h̄
2eIc

; β = 2e
h̄ R2

J IcC — параметр, характеризую-
щий емкость резонатора C ; ϕ̇ и ϕ̈ , q̈ — первая
и вторые производные по τ = ωct соответственно.

Численный анализ показал, что контакты в мас-
сиве могут синхронизироваться таким образом,
что усиление, получаемое на каждом контак-
те массива, складывается с усилением других
контактов лишь при небольших емкостях резо-
натора, т. е. при β≪ 1, даже если изначаль-
но контакты в массиве были не синхронизирова-
ны, т. е. ϕ1(0) ̸= ϕ2(0) + 2πn ̸= . . . ̸= ϕN (0) + 2πn ,
n = 0, 1, 2 . . . . Также численный анализ показал, что
средняя поглощенная мощность внешнего сигнала
на частоте ωpr может принимать отрицательные
значения при частоте резонатора, кратной частоте
усиливаемого переменного тока, т. е. при ω0 = mωpr ,
где m = 2, 3, . . . (при m = 1 усиление на частоте
пробного сигнала отсутствует).

Численно решив систему уравнений (3) методом
Рунге–Кутты 4-го порядка, среднюю поглощенную
мощность для массива контактов можно вычислить
по формуле (2). В начальный момент времени кон-
такты считались несинхронизированными, т. е. на-
чальные условия в системе (3) задавались произ-
вольно. ВАХ и графики зависимости средней погло-
щенной мощности от постоянного тока для массива
из N = 10 контактов представлены на рис. 5.

Контакты Джозефсона с конечной внутренней
емкостью синхронизируются в массиве как при
малых, так и при достаточно больших значениях
параметра Маккамбера (βc > 1). При βc 6 1 кон-
такты в массиве могут излучать когерентно также
вблизи субгармонических ступенек ВАХ, что видно
на рис. 5.

Заключение

В настоящей работе теоретически изучено влия-
ние внутренней емкости контакта Джозефсона
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на параметрическое усиление внешнего высокоча-
стотного электромагнитного излучения как одиноч-
ным контактом, так и одномерным массивом оди-
наковых контактов. В рамках резистивной модели
показано, что для контактов с конечной внутренней
емкостью могут возникать дополнительные области
усиления вблизи субгармонических ступенек ВАХ.
Эти дополнительные области в случае массива (при
условии синхронизации контактов в нем) увеличива-
ются так же с ростом числа контактов в массиве, как
и основная область усиления вблизи первой ступень-
ки Шапиро. Также численный анализ и сравнение
графиков средней поглощенной мощности, постро-
енных при разных значениях параметра Маккамбе-
ра, показали, что зависимость величины областей
усиления от параметра Маккамбера должна иметь
максимум при βc 6 1, а при дальнейшем увеличении
параметра βc > 1 области усиления уменьшаются.

Результаты настоящей статьи были получены
в рамках выполнения государственного задания
Минобрнауки России (№ 3.6321.2017/8.9).
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