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В работе получены уравнения для вычисления параметров фазового перехода в системах
частиц с неотрицательно определенным потенциалом взаимодействия. В основу положено
параметризованное распределение Гиббса. Оно учитывает особенности неотрицательно опре-
деленного потенциала взаимодействия и приводит к соответствующей цепочке уравнений
Боголюбова. При данном подходе получается удобный способ нахождения свободной энергии
системы. Исследованы фазовый переход в системе твердых сфер и зависимость давления
фазового перехода от температуры для аргона при больших давлениях на основе развитого
метода.
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Введение

Значительный прогресс в построении статисти-
ческой теории жидкости, отмеченный в последние
годы, позволил поставить вопрос о создании ста-
тистической теории фазовых переходов при экстре-
мальных давлениях, т. е. в сверхкритической обла-
сти [1–18]. Для этих целей необходима информация
о свойствах достаточно реалистической базовой мо-
дели, которая здесь применима.

Непосредственное использование для этих це-
лей системы твердых сфер является весьма грубым
приближением. Выбор другой, более реалистической
модели трудно подобрать таким образом, чтобы она
одинаково хорошо подходила для произвольных ве-
ществ и решала проблему описания плотных жид-
костей. Поэтому в настоящей работе предлагается
разработанная общая схема решения данной пробле-
мы для достаточно широкого класса потенциалов,
интересных для решения данной задачи.

Вместе с тем нет причин отказываться от весь-
ма точных результатов, полученных для системы
твердых сфер [19–36]. Их целесообразно использо-
вать как основное приближение для неотрицательно
определенных потенциалов. В результате имеется
реальная возможность построения статистической
термодинамики как однородной [37–45], так и упо-
рядоченной [46–57] фаз с весьма высокой степенью
точности. А это является залогом успеха построения
количественной теории фазовых переходов [58–63].

При построении статистической термодинамики
систем с неотрицательно определенным потенциа-
лом взаимодействия мы исходим, с одной сторо-

ны, из потребностей статистической теории жид-
костей Викса–Чандлера–Андерсона, а с другой —
из необходимости описания также фазового пере-
хода однородная — упорядоченная фазы. Поэтому
мы будем ориентироваться на потенциалы мягких
сфер [37], потенциал типа Баркера–Хендерсона, по-
тенциал Викса–Чандлера–Андерсона, а также на
обобщенный потенциал, эффективно учитывающий
дальний порядок в однородной фазе при больших
плотностях. Все эти потенциалы, кроме первого,
при низких температурах дают результаты, соответ-
ствующие результатам для системы твердых сфер.
Для систем с такими потенциалами приближение
твердых сфер является вполне естественным. Что
касается системы мягких сфер, то для получения
точных результатов здесь необходимо ввести допол-
нительные ограничения [36].

В работе [20] получено весьма точное уравнение
состояния однородной системы твердых сфер на
основе использования метода Эйлера ускоренной
сходимости для ряда свободной энергии по степеням
плотности. Что касается упорядоченной фазы, то
здесь статистическая термодинамика строится на
основе метода корреляционного разложения по связ-
ным кластерам [49]. В результате имеется полное
теоретическое описание всей фазовой диаграммы
для системы твердых сфер, включая метастабиль-
ные области с точностью современного машинного
эксперимента [20].

Потенциал твердых сфер является частным слу-
чаем неотрицательно определенного потенциала вза-
имодействия между частицами. Это во многом упро-
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щает построение статистической термодинамики для
потенциалов такого типа, когда система твердых
сфер используется как основное приближение.

Что касается учета притягивающей части по-
тенциала, то ее можно осуществить для сверх-
критической области в рамках стандартной высо-
котемпературной теории возмущений [36] либо на
основе использования одного из вариантов теории
возмущений корреляционного типа для функций
распределения [49].

При низких температурах учет притягивающей
части потенциала в настоящее время осуществляет-
ся достаточно эффективными способами. В резуль-
тате предлагаемый подход допускает естественное
обобщение на потенциалы произвольного типа.

1. Статистическая термодинамика систем
с неотрицательно определенным потенциалом

взаимодействия

Рассмотрим систему из N одинаковых одноатом-
ных молекул, находящихся в макроскопическом объ-
еме V , потенциал взаимодействия между которыми
Φ(qi, qj) обладает свойством

Φ(qi, qj) > 0, (1)

где i и j — номера частиц (i, j = 1,N , i ̸= j). В этом
случае говорят, что он является неотрицательно
определенным потенциалом. Положение каждой мо-
лекулы определяется заданием трех декартовых ко-
ординат qαi (α= 1, 2, 3) вектора qi.

Для потенциалов данного типа функция Майера

f (qi, qj) = exp
[︂
−1
θ
Φ(qi, qj)

]︂
− 1, (2)

согласно (1), является ограниченной функцией:

− 1 6 f (qi, qj) 6 0. (3)

Здесь θ = kT , T — абсолютная температура, k —
постоянная Больцмана. Таким образом, ряды теории
возмущений с использованием функций (2) при
наличии условия (3) существенно легче представить
в виде быстро сходящихся рядов, чем в общем
случае.

Если Φ0(qi, qj) — потенциал взаимодействия для
базовой системы, то

Φ(qi, qj) = Φ0(qi, qj) +∆Φ(qi, qj), (4)

где
∆Φ(qi, qj) = Φ(qi, qj)−Φ0(qi, qj). (5)

Теперь потенциальная энергия рассматриваемой си-
стемы

U =
1
2

∑︁
16i ̸=j6N

Φ(qi, qj) (6)

с учетом (4) и (5) может быть записана в виде

U =U0 +∆U , (7)

где

U0 =
1
2

∑︁
16i ̸=j6N

Φ0(qi, qj), (8)

∆U =
1
2

∑︁
16i ̸=j6N

∆Φ(qi, qj). (9)

То есть мы разделяем потенциальную энергию (6)
на сумму потенциальных энергий (7) базовой систе-
мы (8) и дополнительную часть (9), которая вносит
относительно небольшой вклад в конфигурационный
интеграл системы.

Осуществим λ-преобразование для конфигураци-
онного интеграла вида

Q(λ) =
∫

exp
[︂
−1
θ
U0

]︂ ∏︁
16i ̸=j6N

(1 + λf (qi, qj)dq1 · · ·dqN .

(10)

Здесь и далее

f (qi, qj) = exp
[︂
−1
θ
∆Φ(qi, qj)

]︂
− 1.

Тогда

Q(0) = Q0 =
∫

exp
[︂
−1
θ
U0

]︂
dq1 · · ·dqN (11)

— конфигурационный интеграл базовой системы,

Q(1) = Q =
∫

exp
[︂
−1
θ
U
]︂
dq1 · · ·dqN (12)

— конфигурационный интеграл рассматриваемой си-
стемы.

Введем теперь параметризованные s -частичные
функции распределения Боголюбова согласно соот-
ношениям

Fs(λ, q1, . . . , qs) =
V s

Q(λ)

∫
exp

[︂
−1
θ
U0

]︂
×

×
∏︁

16i ̸=j6N

(1 + λf (qi, qj))dqs+1 · · ·dqN . (13)

Введенные данным способом параметризованные
функции (10)–(13) позволяют получить удобное для
построения теории возмущений выражение для сво-
бодной энергии системы

F = F0 − θ
N(N − 1)

2V 2

1∫
0

dλ
∫

f (q1, q2)
1 + λf (q1, q2)

×

× F2(λ, q1, q2)dq1 dq2. (14)

Здесь F0 — свободная энергия базовой системы.
Таким образом, для получения выражения сво-

бодной энергии системы (14) необходимо знать сво-
бодную энергию F0 базовой системы и двухчастич-
ную параметризованную функцию распределения
F2(λ, q1, q2). Для определения последней функции
рассмотрим параметризованное конфигурационное
распределение

D = D(λ, q1, . . . , qs) =

=
exp

[︀
− 1
θU0

]︀∏︀
16i ̸=j6N (1 + λf (qi, qj))

Q(λ)
. (15)

Для λ = 0 оно переходит в конфигурационное рас-
пределение Гиббса базовой системы, а при λ = 1 —
рассматриваемой системы. Для (15) используем
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стандартную процедуру нахождения цепочки урав-
нений Боголюбова и в результате в статистическом
пределе получаем

∂Fs

∂qα1
+

1
θ

∂(U0s +U1s)
∂qα1

Fs +

+
1
vθ

∫
∂(Φ0(q1, qs+1) +Φ1(λ, q1, qs+1))

∂qα1
×

× Fs+1(λ, q1, . . . , qs+1)dqs+1 = 0, s = 1, 2, 3, . . . ,
(16)

где

U0s =
1
2

∑︁
16i ̸=j6s

Φ0(qi, qj), (17)

U1s =
1
2

∑︁
16i ̸=j6s

Φ1(λ, qi, qj), (18)

Φ1(λ, qi, qj) = −θ ln
[︀
1 + λf (λ, qi, qj)

]︀
, (19)

v =V/N — объем, приходящийся на одну частицу.
Выражение (17) определяет потенциальную энергию
s независимых частиц базовой системы, а (18)
дает дополнительную потенциальную энергию этой
системы за счет параметризации, приводящей к по-
явлению эффективного потенциала (19).

Функции Fs должны удовлетворять условиям
ослабления корреляций

Fs(λ, q1, . . . , qs)−
∏︁

16i6s

F1(λ, qi) → 0, (20)

когда все |qi − qj| →∞ . Они должны также удовле-
творять условиям нормировки

lim
V→∞

1
V

∫
V

F1(λ, q)dq = 1, (21)

lim
V→∞

1
V

∫
V

Fs+1(λ, q1, . . . , qs+1)dqs+1 = Fs(λ, q1, . . . , qs).

(22)

При решении системы уравнений (16) при усло-
виях (20), (21) используем предположение о малости
корреляционных интегралов по сравнению с осталь-
ными членами уравнений [49]. Для однородной фа-
зы данное приближение соответствует разложению
по степеням плотности, а для упорядоченной —
обобщению приближения самосогласованного поля.
В итоге имеем способ получения решения цепочки
уравнений (16) для однородной и упорядоченной
систем. Это позволяет описать всю фазовую диа-
грамму системы с неотрицательно определенным
потенциалом взаимодействия, включая фазовый пе-
реход однородная — упорядоченная фазы.

Определив свободную энергию системы соглас-
но (14), мы полностью решили задачу построения
статистической термодинамики систем с неотрица-
тельно определенным потенциалом взаимодействия.

2. Фазовый переход

Применим разработанный выше метод для иссле-
дования фазового перехода в системе твердых сфер.

В этом случае естественно использовать в качестве
базовой модели решение уравнения самосогласован-
ного поля для данной системы.

Для однородной фазы уравнение самосогласован-
ного поля дает значение для одночастичной функции
распределения, равное константе. В данном случае
в качестве основного приближения мы выбираем
приближение идеального газа, для которого U0 ≡ 0.
Если получать решение для двухчастичной функ-
ции распределения методом разложения по степеням
плотности, то выражение (14) переходит в разложе-
ние для свободной энергии по степеням плотности.

Далее, следуя методу ускоренной сходимости ра-
дов теории возмущений, изложенному в [20], нахо-
дим весьма точное выражение для однородной фазы
системы твердых сфер.

Уравнение самосогласованного поля имеет также
периодическое решение, которое мы используем как
основное приближение. Основная особенность дан-
ного решения заключается в том, что при v → v0

(v0 = σ3
⧸︀√

2 — объем в расчете на одну частицу
при плотной упаковке, σ — диаметр твердых сфер)
основная асимптотика для свободной энергии имеет
вид

F →−3θN ln
[︁
1− v0

v

]︁
. (23)

Это дает главную асимптотику для давления

pv0

θ
→ 3

1− v0
v

. (24)

При v → v0 асимптотики (23) и (24) дают главный
вклад и в термодинамический потенциал F , и в вы-
ражение для давления p соответственно.

Для упорядоченной фазы аналитическое выра-
жение для термодинамических функций можно по-
лучить, осуществив разложение рядов теории воз-
мущений по степеням 1− v0/v. Обычно ограничи-
ваются несколькими членами ряда для описания
уравнения состояния в стабильной области. Что же
касается метастабильной области, то число членов
ряда здесь необходимо значительно увеличить. Мы
будем использовать численные результаты с учетом
корреляций до второго порядка включительно.

Для описания фазового перехода необходимо пе-
рейти от свободной энергии F(θ,V ) к потенциалу
Гиббса G(θ, p). Проще всего это сделать, задав
G(θ, p) параметрически:

G(θ,V ) = F(θ,V )−V
∂F(θ,V )
∂V

,

p(θ,V ) = −∂F(θ,V )
∂V

.
(25)

Фазовый переход определится как пересечение по-
тенциалов Гиббса G(θ, p) для однородной и упоря-
доченной фаз, найденных из (25) для однородной
и упорядоченной фаз.

Уравнение состояния системы твердых сфер, со-
держащее фазовый переход, изображено на рис. 1.
Рассчитанные значения параметров фазового пере-
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хода — давление фазового перехода pv0/θ = 8.322,
приведенная плотность начала кристаллизации
v0/v = 0.667, приведенная плотность начала плавле-
ния v0/v = 0.737.

Представленная на рис. 1 кривая полностью
соответствует данным машинного эксперимента в
пределах его точности.

Рис. 1. Уравнение состояния системы твердых сфер

В качестве второго примера использования пред-
лагаемого подхода рассмотрим систему частиц с
потенциалом взаимодействия вида

Φ(r) =

⎧⎨⎩4ε
[︁(︀

σ
r

)︀12 −
(︀
σ
a

)︀12 −
(︀
σ
r

)︀6
+
(︀
σ
a

)︀6
]︁
, r 6 a,

0, r > a.
(26)

При a = σ он переходит в потенциал Баркера–Хен-
дерсона, а при a = 21/6σ — в потенциал Вик-
са–Чандлера–Андерсона [64].

Для решения задачи с потенциалом (26) в ка-
честве основного приближения, или базовой систе-
мы, выбираем систему твердых сфер. Что касается
определения эффективного диаметра твердых сфер,
то берем его в приближении Викса–Чандлера–Ан-
дерсона [64]. Параметр a в модели Викса–Чанд-
лера–Андерсона выбирается из условия, чтобы в
данной точке сила взаимодействия двух частиц рав-
нялась нулю, что соответствует положению равнове-
сия для кристаллической структуры в приближении
ближайших соседей.

В настоящей работе параметр a выбирается как
точка равновесия для кристаллической структуры
с учетом всех координационных сфер. То есть уже
в основном приближении мы учитываем коллек-
тивные эффекты. Это позволяет получить весь-
ма точную модель, описывающую фазовый переход
при высоких температурах и давлении. Для про-
верки эффективности полученных результатов на
рис. 2 приведено сопоставление экспериментальных
данных зависимости давления фазового перехода
от температуры для аргона при высоком давле-
нии (изображены точками [65]) и теоретических
расчетов. Непосредственно видно хорошее согласие
теории и эксперимента.

Рис. 2. Зависимость давления фазового перехода
от температуры для аргона при высоком давлении.
Точками обозначены данные эксперимента, сплошная

линия — результаты теоретических расчетов

Так как в последнем случае мы изучаем область
высоких температур, то учет притягивающей части
потенциала осуществлен в рамках стандартной тер-
модинамической теории возмущений.

Заключение

В работе предложен метод исследования фазово-
го перехода упорядоченная — однородная фазы для
систем частиц с неотрицательно определенным по-
тенциалом взаимодействия. Для этого используется
выражение для свободной энергии системы, которое
вычисляется на основе информации о базовой си-
стеме и двухчастичной параметризованной функции
Боголюбова.

Для вычисления двухчастичной функции распре-
деления осуществлен переход от параметризованно-
го конфигурационного распределения Гиббса к це-
почке уравнений. Предлагаемый подход позволяет
найти функции распределения как решение данной
цепочки в рамках теории возмущений. Во многих
случаях это более простая задача, чем непосред-
ственное вычисление конфигурационного интеграла.

При расчете фазовой диаграммы системы твер-
дых сфер в качестве основного приближения ис-
пользуется решение уравнения самосогласованного
поля. Для однородной фазы задача в этом случае
сводится к вычислениям рядов по степеням плотно-
сти. В упорядоченной фазе необходимо периодиче-
ское решение уравнения самосогласованного поля.
Для определения двухчастичной параметризованной
функции распределения используется разложение
цепочки уравнений по корреляционным интегралам.

Системы с более сложными неотрицательно опре-
деленными потенциалами взаимодействия исследу-
ются уже на основе использования системы твердых
сфер как базовой. Это значительно улучшает сво-
димость рядов теории возмущений при определении
двухчастичной функции распределения, а значит,
и свободной энергии системы,
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В качестве конкретного примера применения
разработанного метода используется неотрицатель-
но определенный потенциал общего вида, который
включает в себя как частные случаи потенциал
Баркера–Хендерсона и Викса–Чандлера–Андерсона.
Кроме того, он эффективно учитывает в общем
случае коллективные эффекты в системах многих
частиц.

Развитый в работе подход применим и для неот-
рицательно определенных потенциалов общего вида
при учете квантовых эффектов. Для систем, находя-
щихся во внешних полях, и для смесей различных
частиц предложенный метод допускает очевидное
обобщение.
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Phase transition in particle systems with a nonnegatively defined interaction potential

P.N. Nikolaev

Department of Quantum Statistics and Field Theory, Faculty of Physics, Lomonosov Moscow State
University. Moscow 119991, Russia.
E-mail: nikolaev@phys.msu.ru.

We have obtained equations for calculating the parameters of phase transitions in particle systems with
a nonnegatively defined interaction potential. The parametrized Gibbs distribution is part of the basis of our
derivation. It takes the features of a nonnegatively defined interaction potential into account and leads
to the corresponding Bogolyubov chain of equations. Using this approach, we obtain a convenient method
for finding the free energy of the system. On the basis of this method, we have studied the phase transition
in a system of hard spheres and the dependence of the phase-transition temperature on the temperature
of argon at high pressures.
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