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В работе рассматривается задача дифракции электромагнитных волн на протяженных
проводящих телах постоянного сечения, граница которых имеет непрерывную кривизну.
В качестве рассеивателей рассмотрены гофрированные цилиндры. Обнаружено резонансное
снижение радиационной заметности таких тел.
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Введение

В работе рассматривается задача дифракции на
протяженных проводящих телах. Эта тема сама по
себе не является новой [1–5], однако эта задача
не перестает быть актуальной [6–9]. С развитием
вычислительных средств удается решать все более
и более сложные задачи из рассматриваемого клас-
са [10, 11]. Появились принципиально новые воз-
можности, позволяющие исследовать реальные, а не
только модельные задачи строгими методами без
каких-либо упрощающих предположений. Следует
отметить, что широко используемые приближенные
методы могут давать решения, качество которых
трудно оценить, а их надежность при применении
к прикладным задачам со сложной нерегулярной
геометрией требует серьезных дополнительных ис-
следований в каждом конкретном случае.

В настоящей работе установлен эффект резо-
нансного волнового обтекания рассеивателя на при-
мере гофрированного цилиндра [12–19]. Эффект
заключается в отсутствии отраженного поля при
определенных значениях частоты и глубины гофра.
Диаграмма рассеяния, соответствующая длинным
волнам, для которой характерно отражение поля
в основном назад, в сторону падения волны, и малое
рассеяние в область тени, зеркально обращается.
Основной вклад в диаграмму рассеяния осуществ-
ляет поле, рассеянное вперед, с незначительным
отражением назад. При уменьшении глубины гофра
эффект пропадает.

1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу дифракции на проводящем
бесконечно протяженном теле постоянного сече-
ния. Будем считать, что сечение тела представляет
собой область, ограниченную замкнутой кривой,

обладающей непрерывной кривизной. На рис. 1
приведен пример сечения такого тела. Обозначим
область вне сечения тела за Ω , а его границу
за Γ . Введем декартову систему координат, ось Oz
которой параллельна образующей тела. Обозначим
n= (nx,ny, 0) — внешнюю нормаль к границе тела.

Рис. 1. Пример рассеивателя с гладкой границей

Также будем считать, что тело обладает высокой
проводимостью, в частности может являться идеаль-
ным проводником.



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 33

В общем случае задача дифракции электромаг-
нитных волн на проводниках описывается системой
уравнений Максвелла (1), материальными уравнени-
ями (2) и дополнительными условиями (3) [1–4]:

rotH=
∂D
∂t

+ j,

rotE=
−∂B
∂t

,

D= 4πp,
B= 0,

(1)

где E и H — векторы напряженностей электри-
ческого и магнитного полей, D и B — векторы
индукции электрического и магнитного полей, j —
плотность сторонних токов, p — объемная плот-
ность зарядов;

B= µH,

D= εE,

j= σE,

(2)

где µ — магнитная проницаемость, ε — комплексная
диэлектрическая проницаемость, а σ — проводи-
мость материала;

µ1 (H1,n)− µ2 (H2,n) = 0,

ε1 (E1,n)− ε2 (E2,n) = pпов,

µ1 [H1,n]− µ2 [H2,n] = jпов,

ε1 [E1,n]− ε2 [E2,n] = 0,

B= O
(︂

1
r

)︂
, H= O

(︂
1
r

)︂
,

D= O
(︂

1
r

)︂
, E= O

(︂
1
r

)︂
,

(3)

где jпов — поверхностная плотность токов, pпов —
поверхностная плотность зарядов, индекс 1 соответ-
ствует величинам вне тела, а 2 — внутри тела.

В качестве падающего поля будем рассматривать
монохроматическую плоскую волну:(︃
H0

E0

)︃
=

(︃
H0

E0

)︃
e−iωt =

(︃
h0

e0

)︃
e(γ ,r)−iωt, |γ | = k =

ω

c
,

(4)
где k — волновое число свободного пространства,
c — скорость света в вакууме, ω — круговая ча-
стота падающего излучения, h0 и e0 — постоянные
векторы. Кроме того, будем считать, что сторонние
токи и заряды отсутствуют:

j= 0, p = 0. (5)

Ограничимся рассмотрением стационарной задачи,
т. е. будем искать распределение комплексных ам-
плитуд электромагнитных полей установившихся ко-
лебаний:

B(M, t) = B(M)e−iωt,

H(M, t) =H(M)e−iωt,

D(M, t) =D(M)e−iωt,

E(M, t) = E(M)e−iωt.

(6)

Уравнения Максвелла вне рассеивателя примут
вид [1–4]

rotH= −iωε0E,

rotE= iωµ0H.
(7)

Здесь опущены дивергентные уравнения, являю-
щиеся следствиями вихревых уравнений [2, 3].

При достаточно больших величинах проводимо-
сти, как, например, в металлах, электромагнитное
поле быстро убывает внутри рассеивателя, поэтому
приближенно можно считать, что поле внутри про-
водника отсутствует, а на границе проводника поста-
вить граничное условие Щукина–Леонтовича [1–3]

[n,E] = −W [n, [n,H]], (8)

где W = (1 − i)
√︀

µω
8πσ — импеданс металла, µ —

магнитная проницаемость металла, σ — его прово-
димость. Кроме того, на бесконечности необходимо
поставить условия, исключающие волны (кроме па-
дающей плоской волны), приходящие из бесконеч-
ности — условия излучения.

Как показано в [1–4], задача может быть сведена
к двум двумерным задачам (9) и (10), решения
которых называют ТЕ- и ТМ-волнами:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∆Ez +
(︀
k2 − γ2

z
)︀
Ez = 0,

∂Ez

∂n
− i

(ωµ0)
W

Ez = 0,

lim
r→+∞

√
r
(︂
∂(Ez−E0z)

∂n
− i
√︁(︀

k2−γ2
z
)︀
(Ez−E0z)

)︂
= 0,

Hz = 0,

Ex =
iγz(︀

k2 − γ2
z
)︀ ∂Ez

∂x
,

Ey =
iγz(︀

k2 − γ2
z
)︀ ∂Ez

∂y
,

Hx =
−iωε0(︀
k2 − γ2

z
)︀ ∂Ez

∂y
,

Hy =
iωε0(︀

k2 − γ2
z
)︀ ∂Ez

∂x
,

(9)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∆Hz +
(︀
k2 − γ2

z
)︀
Hz = 0,

∂Hz

∂n
− iωε0WHz = 0,

lim
r→+∞

√
r
(︂
∂(Hz−H0z)

∂n
− i
√︁(︀

k2−γ2
z
)︀
(Hz−H0z)

)︂
= 0,

Ez = 0,

Ex =
iωµ0(︀

k2 − γ2
z
)︀ ∂Hz

∂y
,

Ey =
−iωµ0(︀
k2 − γ2

z
)︀ ∂Hz

∂x
,

Hx =
iyz(︀

k2 − γ2
z
)︀ ∂Hz

∂x
,

Hy =
iyz(︀

k2 − γ2
z
)︀ ∂Hz

∂y
,

(10)
где De — двумерный оператор Лапласа. Далее
для удобства положим γz = 0. Таким образом, что-
бы получить решение исходной задачи, необходимо
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решить две краевые задачи для скалярных полей Ez
и Hz в двумерной области, внешней по отношению
к сечению рассеивателя. Обозначив неизвестную
функцию u , коэффициент в краевом условии 3-го
рода α , а соответствующую компоненту поля пада-
ющей волны u0 , краевые задачи можно переписать
в едином виде [1]:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

u + k2u = 0, M = (x, y) ∈Ω,
∂u
∂n

− iαu = 0, M = (x, y) ∈ Γ,

lim
r→+∞

√
r
(︂
∂(u− u0)

∂n
− ik(u− u0)

)︂
= 0.

(11)

2. Сведение к интегральным уравнениям
и построение численного решения

Как показано, например, в [1], при помощи тре-
тьей формулы Грина и свойств потенциалов двой-
ного и простого слоев задача (11) сводится к инте-
гральному уравнению Фредгольма 2-го рода:

1
2
u(M) +

1
2π

∫
Γ

[︂
∂g(M,P)
∂nP

− iαg(M,P)
]︂
u(P)dlP =

= u0(M), (12)

где g(M,P) = iπ
2 H (1)

0 (krMP) — функция Грина сво-
бодного пространства. Существуют частные случаи,
в которых решение этого уравнения можно выписать
аналитически, например в случае идеально прово-
дящего (α= 0) кругового цилиндра радиуса a [4].
Зададим u0 = e−ikx , тогда решением уравнения будет
ряд [4]

u(M) = u(r,φ) =

=
+∞∑︁

m=−∞

[︃
Jm(kr)− J ′m(ka)

H (1)
m

′
(ka)

H (1)
m (kr)

]︃
eim(φ−π/2). (13)

В случае более общей границы приближенное
решение уравнения (12) можно построить численно.
Следуя [1], воспользуемся для этого методом Крыло-
ва–Боголюбова. Будем считать, что граница задана
параметрически при помощи функций

x = 𝒳 (ξ), y = 𝒴(ξ), ξ ∈ [0; 2π]. (14)

Зададим сетку на границе Γ , равномерную по ξ :

ξm = m∆ξ, m = 0, 1, 2, . . . ,N−1. (15)

Кроме того, введем полуцелые узлы

ξm+0.5 = (m + 0.5)∆ξ, m = 0, 1, 2, . . . ,N−1. (16)

Неизвестную функцию u(M) будем считать посто-
янной на каждом из отрезков [Pm,Pm+1] . Обозначим
Um+0.5 = u(Pm+0.5) , тогда уравнение можно пере-
писать в виде системы линейных алгебраических

уравнений(︃
1
2
Um+0.5 +

N−1∑︁
j=0

Uj+0.5

2π
×

×
∫

PjPj+1

[︂
∂g (Pm+0.5,P)

∂nP
− iαg(Pm+0.5,P)

]︂
dlP

)︃
= u0(Pm+0.5).

(17)

Вводя обозначения

Amj =
1
2

+
i
4

ξj+1∫
ξj

[︃
∂H (1)

0 (krPm+0.5,P)
∂nP

− iαH (1)
0 (krPm+0.5,P)

]︃
×

×
√︁

(𝒳 ′(ξ))2 + (𝒴 ′(ξ))2 dξ, (18)

Fm = u0(Pm+0.5),

перепишем систему линейных алгебраических урав-
нений в матричном виде

AU = F . (19)

Заметим, что в случае m = j подынтеграль-
ная функция обладает логарифмической особенно-
стью [1]. Рассмотрим более детально вид элемен-
тов матрицы системы (19). Для приближенного
вычисления интегралов, входящих в определение
элементов матрицы системы, удобно пользоваться
методом средних, обладающим вторым порядком
точности. В итоге получим для элементов матрицы
системы (19) выражения

Amj =
1
2
+

i
4

[︃
∂H (1)

0 (krPm+0.5,Pj+0.5
)

∂nP
− iαH (1)

0 (krPm+0.5,Pj+0.5
)

]︃
×

×
(︀
𝒳 ′(ξj+0.5)

)︀2
+
(︀
𝒴 ′(ξj+0.5)

)︀2
(ξj+1 − ξj) при m ̸= j,

(20)

Amm =
1
2

+
(︂
κm+0.5

4π
+
α

4

(︂
2i
π

+ ζ+ ln
k
2

)︂)︂
×

×
√︁(︀

𝒳 ′(ξj+0.5)
)︀2

+
(︀
𝒴 ′(ξj+0.5)

)︀2
(ξj+1 − ξj) +

+
iα
2π

(︃√︁(︀
𝒳 ′(ξj+0.25)

)︀2
+
(︀
𝒴 ′(ξj+0.25)

)︀2
(ξj+0.5 − ξj)×

× ln
(︂√︁(︀

𝒳 ′(ξj+0.25)
)︀2

+
(︀
𝒴 ′(ξj+0.25)

)︀2
(ξj+0.5 − ξj)

)︂
+

+
√︁(︀

𝒳 ′(ξj+0.75)
)︀2

+
(︀
𝒴 ′(ξj+0.75)

)︀2
(ξj+1 − ξj+0.5)×

× ln
(︂√︁(︀

𝒳 ′(ξj+0.75)
)︀2

+
(︀
𝒴 ′(ξj+0.75)

)︀2
(ξj+1 − ξj+0.5)

)︂)︃
,

(21)

где κm+0.5 — кривизна контура Γ в точке Pm+0.5 ,
ζ ≈ 0.5772156649 — постоянная Эйлера.

Матрица A системы (19) обладает диагональ-
ным преобладанием, поэтому решение этой системы
можно осуществлять самой простой версией метода
Гаусса [20].

Построенное на границе Γ решение при помощи
третьей формулы Грина без труда продолжается
в область Ω [1–5].
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Рис. 2. Результаты сравнения численного решения с точным решением в виде ряда

3. Тестирование программы

Как отмечалось выше, рассмотренная задача ди-
фракции имеет точное решение (13) в случае иде-
ально проводящего (α= 0) кругового цилиндра ра-
диуса a [4]. Этим решением можно воспользоваться
для тестирования программы, позволяющей строить
численное решение задачи дифракции на протя-
женных проводящих телах. Известно, что члены
ряда в (13), соответствующие рассеянному полю,
при m > ka очень быстро убывают [4]. Поэтому
при сравнении будем использовать конечную сумму
этого ряда, выбирая m > ka . Следует, однако, отме-
тить, что вычисление бесселевых функций высоких
порядков само по себе является сложной задачей.
В данной работе предполагается, что стандартная
библиотека языка C++ позволяет вычислять эти
функции с приемлемой погрешностью хотя бы для
порядков, не превышающих 2500. Далее для удоб-
ства положим a = 1. В качестве нормы для оценки
погрешностей выберем сеточную C -норму

‖u‖ = max
m∈{0,1,2,...,N−1}

u(𝒳 (ξm+0.5),𝒴(ξm+0.5)). (22)

Рис. 3. Сравнение решений, полученных методом ко-
нечных элементов и интегральных уравнений

Рис. 4. Сравнение диаграмм рассеяния на круге, полу-
ченных методами конечных элементов и интегральных

уравнений, при k = 3

Рис. 5. Сравнение диаграмм рассеяния на цилиндре
эллиптического сечения, полученных методами конеч-
ных элементов и интегральных уравнений, при k = 3
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Результаты сравнения решения в виде ряда (0)
и численного решения, полученного при помощи
программы, представлены на рис. 2.

Усложним тест. Теперь проверим, насколько хо-
рошо реализованная программа работает при ис-
пользовании условий третьего рода, которые при-
меняются при моделировании задач дифракции
на физических проводниках. В качестве тестового

граничного условия будем использовать условие

∂u
∂n

+ (2 + 3i)u = 0, M = (x, y) ∈ Γ. (23)

Конечно, это условие искусственное, но в силу своей
простоты оно удобно для тестирования программы.
На этот раз будем сравнивать численные решения,
полученные разными программами:

Рис. 6. Диаграммы направленности модулированного цилиндра



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 37

1) программным комплексом, позволяющим стро-
ить приближенные решения двумерных задач ди-
фракции методом конечных элементов [11];

2) реализованной программой.
В качестве рассеивателя по-прежнему будем рас-

сматривать бесконечный круговой цилиндр с сечени-
ем в виде круга единичного радиуса. Сравнения по-

лученных решений представлено на рис. 3. Нетрудно
заметить, что полученные решения очень хорошо
совпадают.

Следующим тестом является сравнение получае-
мых диаграмм рассеяния при рассмотрении дифрак-
ции на идеально проводящем цилиндре кругово-
го сечения при помощи метода конечных элемен-

Рис. 7. Диаграммы направленности модулированного цилиндра
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тов [11] и реализованной программы. Результаты
сравнения представлены на рис. 4. Полученные диа-
граммы показали очень хорошее совпадение.

Следующий тест — сравнение получаемых диа-
грамм рассеяния при рассмотрении дифракции

на идеально проводящем цилиндре эллиптическо-
го сечения при помощи метода конечных элемен-
тов [11] и реализованной программы. Результаты
сравнения представлены на рис. 5. Из рисунка
видно, что диаграммы неплохо согласуются.

Рис. 8. Сравнение диаграмм рассеяния на возмущенном круговом цилиндре при уменьшении амплитуды
возмущения
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4. Результаты: дифракция на гофрированном
цилиндре

Рассмотрим задачу дифракции на цилиндре, гра-
ница которого модулирована синусоидой. Парамет-
рически граница задается функциями{︃

x = (1 + dR cos(Nξ)) cos ξ,

y = (1 + dR cos(Nξ)) sin ξ,
ξ ∈ [0, 2π], (24)

где N — число вершин на границе (локальных мак-
симумов расстояния от начала координат до точки
границы), dR — амплитуда возмущения границы.
Будем выбирать сетку таким образом, чтобы на
каждый период возмущения границы приходилось
20 элементов сетки. Выберем длину волны, равную
1000 м, dR = 0.1 м, а N будем менять от 0 до 1000.
Дальнейшее увеличение числа вершин уже требует
наличие объема оперативной памяти, превышающе-
го объем современного среднестатистического пер-
сонального компьютера.

Полученные результаты представлены на рис. 6
и 7. Видно, что при увеличении числа вершин вплоть
до 130 диаграммы меняются слабо и в целом похожи
на диаграммы невозмущенного цилиндра. Однако
при N > 130 изменения нарастают и при N = 188
диаграмма приобретает качественные изменения по
сравнению с диаграммой кругового цилиндра. Рас-
сеянное поле назад практически отсутствует: поле
рассеивается вперед или обтекает цилиндр. Обра-
щает на себя внимание тот факт, что при опреде-
ленной частоте диаграмма рассеяния приближается
к равномерной круговой и описывается монотонной
функцией без характерных слепых зон.

Нетрудно заметить, что при дальнейшем увеличе-
нии числа вершин диаграмма рассеяния возмущен-
ного цилиндра опять становится схожей с диаграм-
мой рассеяния кругового цилиндра. А впоследствии,
при еще большем количестве вершин, эти качествен-
ные изменения диаграмм рассеяния повторяются.

Проверим, как будут себя вести диаграммы рас-
сеяния при уменьшении амплитуды возмущения.
Будем менять dR в пределах от 0.104 до 0.01. Соот-
ветствующие результаты представлены на рис. 8.
Из рисунка видно, что при уменьшении амплитуды
возмущения диаграммы рассеяния приближаются
к диаграмме рассеяния кругового цилиндра, что
косвенно подтверждает правильность вычислений.

Заключение

В работе была рассмотрена реализация метода
интегральных уравнений для решения задач дифрак-
ции электромагнитных волн на протяженных про-
водящих телах постоянного сечения, граница кото-
рого имеет непрерывную кривизну. Было проведено

тестирование реализованной программы и продемон-
стрирована возможность решать задачи дифракции
на телах с достаточно сложной границей на персо-
нальном компьютере методом интегральных уравне-
ний. Реализованная программа позволяет охватить
широкий спектр частот и рассеивателей, не прибегая
к асимптотическим методам.

Качественно новым результатом является
необычное поведение диаграммы направленности
при дифракции поля на возмущенном цилиндре. При
определенных параметрах возмущений поле рассе-
ивается вперед или обтекает цилиндр, что может
быть связано с распространением поверхностных
волн вдоль возмущенной поверхности.

Список литературы

1. Галишникова Т.Н., Ильинский А.С. Численные мето-
ды в задачах дифракции. М.: Изд-во МГУ, 1987.

2. Ильинский А.С., Кравцов В.В., Свешников А.Г.
Математические модели электродинамики. М.: Выс-
шая школа, 1991.

3. Свешников А.Г., Могилевский И.Е. Избранные мате-
матические задачи теории дифракции. М.: Физ. фа-
культет МГУ, 2012.

4. Хёнл К., Мауэ А., Вестпфаль К. Теория дифракции.
М.: Мир, 1964.

5. Колтон Д., Кресс Р. Методы интегральных уравне-
ний в теории рассеяния. М.: Мир, 1987.
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