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С.В. Павлов
Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова, физический факультет,

кафедра общей физики и физики конденсированного состояния.
Россия, 119991, Москва, Ленинские горы, д. 1, стр. 2.

E-mail: swcusp@mail.ru

Статья поступила 10.05.2017, подписана в печать 05.02.2018.

Проведена классификация феноменологических моделей фазовых переходов для
двух однокомпонентных взаимодействующих параметров порядка методами эквива-
риантной теории катастроф. Построение моделей проводится не простым разложением
термодинамического потенциала в ряд по степеням параметров порядка, а на основе
числа управляющих параметров, зависящих от термодинамических параметров, варьи-
руемых в эксперименте (температура, давление, химпотенциалы примесей и т. д.).
Модели с группой симметрии параметров порядка L = C2v классифицируется по
числу управляющих параметров от 2 до 5. Получена также бесконечная серия
феноменологических моделей с биквадратным взаимодействием параметров порядка.
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Введение

Задача построения феноменологических моделей
фазовых переходов (ФП) в рамках современной
теории естественным образом распадается на две
задачи — угловую и радиальную [1]. В угловую
задачу входит нахождение различных характеристик
системы, определяемых только трансформационны-
ми свойствами параметра порядка (ПП) и не за-
висящих от конкретного вида термодинамического
потенциала: определение всех возможных низкосим-
метричных фаз, перечисление числа доменов в каж-
дой фазе и т. д. Геометрически точное и окончатель-
ное решение угловой задачи в феноменологической
теории ФП позволило получить введение целого
ряда таких понятий, как пространство компонент
ПП, называемое ε-пространством, группа различ-
ных матриц представления (L-группа), по которой
преобразуются компоненты ПП. Важным для даль-
нейшего рассмотрения является целый рациональ-
ный базис инвариантов (ЦРБИ) — минимальное ко-
личество инвариантных комбинаций компонент ПП,
от которых зависит термодинамический потенциал

Jk = Jk(η1, . . . , ηn), k = 1, 2, . . . ,m,

где ηi — компоненты ПП, n — размерность пред-
ставления, m — число инвариантов в базисе [1, 2].

Решением радиальной задачи является нахожде-
ние величины равновесного значения ПП, для чего
необходимо знать конкретный вид термодинамиче-
ского потенциала. Но это можно сделать, только
используя модельные предположения.

Существуют два метода построения феноменоло-
гических моделей ФП. Первый основан на разло-
жении термодинамического потенциала в степенной
ряд по ПП вплоть до слагаемых 2n-й степени

(n > 1). Второй метод использует для построения
теорию катастроф (теорию особенностей дифферен-
цируемых отображений [3–5]), рассматривая точку
ФП как вырожденную критическую точку функ-
ции термодинамического потенциала Φ, в которой
dΦ = d2Φ = 0. Этот метод имеет целый ряд преиму-
ществ, главными из которых являются следующие.
Во-первых, теория катастроф гарантирует построе-
ние структурно устойчивых моделей. Во-вторых, ис-
ходными данными служат только знание симметрии
ПП, т. е. базисных инвариантов, от которых зависит
термодинамический потенциал, и число параметров,
варьируемых в эксперименте. В теории катастроф
это управляющие параметры, являющиеся, по суще-
ству, феноменологическими коэффициентами. Более
того, теория катастроф разделяет феноменологиче-
ские коэффициенты на зависящие от внешних усло-
вий и на не зависящие от них. Последние называют-
ся модулями и определяют топологически различные
области фазовой диаграммы моделей. В-третьих, по-
становка задачи для данной L-группы, т. е. группы
симметрии ПП, позволяет проводить классифика-
цию феноменологических моделей по числу пара-
метров, варьируемых в эксперименте (температу-
ры, давления, химпотенциалов примесей и т. д.),
т. е. фактически по числу управляющих параметров.
Начало такой классификации для двух эффективно
однокомпонентных ПП положено в [6]. В работе [7]
проведена классификация моделей с двухкомпонент-
ным ПП для групп L = Cnv (n = 3, 4, 6) с числом
управляющих параметров от 1 до 6.

1. Построение феноменологических моделей
фазовых переходов методами теории катастроф

Алгоритм построения феноменологических моде-
лей методами теории катастроф с использованием
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эквивариантных векторных полей подробно изложен
в работах [8, 9], поэтому затронем только ключевые
моменты.

Представим термодинамический потенциал
в окрестности точки ФП, которая является вырож-
денной критической точкой [10–12], в формальный
ряд по степеням ПП:

Φ(η) =
∞∑︁
k=1

ak(α1, . . . ,αm)ηk, (1)

где η = (η1, . . . , ηn) — ПП, αi — внеш-
ние термодинамические управляющие параметры,
k = (k1, . . . , kn) , ki = deg ηi .

Подходящей гладкой заменой переменных

η = ξ+V(ξ) (2)

можно удалить члены ряда, не влияющие на тополо-
гию фазовой диаграммы. При этом ряд (2) должен
обеспечивать взаимно однозначную замену перемен-

ных, что выполняется при условии det
(︁
∂η
∂ξ

)︁
̸= 0.

Это можно сделать, считая, что ∂V
∂ξ

⃒⃒⃒
ξ=0

= 0 для

малых ξ, причем функция V(ξ) также представима
в виде формального ряда с неопределенными пока
коэффициентами. Подставляя (2) в (1), разложим Φ
в ряд по V(ξ) и учтем только линейный член:

Φ(ξ+V(ξ)) = Φ(ξ) +
∂Φ

∂ξ
V(ξ). (3)

Если рассмотреть в (3) слагаемые степени k, то
можно подобрать такие коэффициенты ряда V(ξ),
которые обратят в нуль все слагаемые этой сте-
пени. При этом появятся новые слагаемые, которые
перенормируют оставшиеся коэффициенты ряда Φ.
Повторяя процедуру для степени k + 1 и выше,
получаем итерационный процесс устранения всех
степеней выше k.

Однако такой процесс при всей его прозрач-
ности трудоемок и не учитывает симметрии ПП.
В конструктивном методе первые члены разложе-
ния подбором параметров αi на основании теоремы
о неявной функции [3, 4] обращаются в нуль. Остав-
шиеся члены ряда (1) разбиваются на однородные

или квазиоднородные части F = f0 + f1 + f2 + . . .
и на квазиоднородную часть наименьшей степени
действуют эквивариантные векторные поля

Vk =
∑︁

i

∇iJk
∂

∂ηi
, ∇iJk =

∂Jk
∂ηi

.

В результате находятся члены ряда, принадлежа-
щие градиентному идеалу Vkf0 ∈ I∇f0 . Если при этом
не получается конечная локальная алгебра, то про-
цедура повторяется для полей Vk1, которые опре-
деляются как линейные комбинации операторов Vk,
причем Vk1f0 = 0 и Vk1f1 ∈ I∇f1 . Такой итерационный
процесс дает в результате конечную локальную ал-
гебру, которая вместе с мономами низших степеней
и определяет топологию фазовой диаграммы для
данного ЦРБИ и числа управляющих параметров.

В данной работе рассмотрена классификация мо-
делей с двумя взаимодействующими однокомпонент-
ными ПП ξ и η, не сопряженными по симметрии,
т. е. для группы L = C2v с ЦРБИ из двух инвариан-
тов J1 = ξ2, J2 = η2. Число управляющих параметров
варьируется от c = 2 до c = 5, за исключением бес-
конечной серии с числом управляющих параметров
c = p + q − 2 (при этом p > 1 и q > 1 — наибольшие
показатели степеней слагаемых J1 и J2 в феномено-
логических моделях). Эта серия приведена в нижней
строке классификационной таблицы.

В первом столбце таблицы указано число управ-
ляющих параметров c , во втором — термодинами-
ческий потенциал в безразмерной математической
форме, соответствующий данному числу управляю-
щих параметров, причем bi — модули. В третьем
столбце приведено число невырожденных крити-
ческих точек µ , на которые распадается вырож-
денная критическая точка. Наконец, в последнем
столбце приведены ссылки на источники, в кото-
рых исследованы фазовые диаграммы данных мо-
делей. Так, в работах [1, 2, 13, 14] исследованы
фазовые диаграммы моделей из бесконечной серии
с (p, q) = (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), а также
применительно к ФП в перовскитоподобных оксидах
марганца [15], бетаин фосфатах [16], арсенидах
марганца [17] и в некоторых соединениях, испы-
тывающих ФП металл–диэлектрик [18]. В [19, 20]

Феноменологические модели с L = C2v

c Φ µ Литература

2 a1J1 + a2J2 + J2
1 + b1J1J2 + J2

2 4 [1, 13]

3 a1J1 + a2J2 + a3J2
1 + J3

1 + b1J1J2 + J2
2 5 [1, 13]

4 a1J1 + a2J2 + a3J2
1 + a4J1J2 + J3

1 + b1J2
1 J2 + J2

2 6 [21]

5 a1J1 + a2J2 + a3J2
1 + a4J3

1 + a5J1J2 + b1J2
1 J2 + J2

2 + J4
1 + b2J3

1 J2 8 [19]

5 a1J1 + a2J2 + a3J2
1 + a4J1J2 + a5J2

2 + J3
1 + b1J2

1 J2 + b2J1J2
2 + b3J2

1 J2
2 + J3

2 9 [22]

p + q − 2 Φ1(J1) +Φ2(J2) + Jp
1 + bJ1J2 + Jq

2 , p + q [1, 13, 14, 22]

Φ1(J1) =
p−1∑︀
k=1

akJk
1 , Φ2(J2) =

q−1∑︀
k=1

bkJk
2 , p > 2, q > 2
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одна из моделей с числом управляющих параметров
c = 5 рассмотрена применительно к несобственным
ФП в одноосных сверхпроводниках. В работе [21]
модель с c = 4 используется для описания квази-
собственного сегнетоэлектрического ФП в минерале
лавсоните. Феноменологическая модель из беско-
нечной серии с (p, q) = (2, 4) применена в [22]
для описания фазовых T–x -диаграмм твердых рас-
творов изоморфных соединений (CH3NH3 )5Bi2Br11

(MAPBB) и (CH3NH3 )5Bi2Cl11 (MAPCB).

2. Фазовые диаграммы моделей

Из анализа уравнений состояния моделей, пред-
ставленных в таблице, следует, что все они описы-
вают четыре различные по симметрии фазы: I. η= 0,
ξ = 0. II. η ̸= 0, ξ = 0. III. η = 0, ξ ̸= 0. VI. η ̸= 0,
ξ ̸= 0.

Рассмотрим модель с двумя управляющими па-
раметрами. Термодинамический потенциал в безраз-
мерной математической форме имеет вид

Φ = a1J1 + a2J2 + J2
1 + b1J1J2 + J2

2 ,

или в пространстве ПП

Φ = a1η
2 + a2ξ

2 + ξ4 + b1ξ
2η2 + η4. (4)

Здесь a1 и a2 — варьируемые параметры, b1 —
модуль.

Равновесные значения ξ и η определяются из
условия dΦ = 0. Тогда

∂Φ

∂η
= 2a1η+ 2b1ξ

2η+ 4η3 = 0,

∂Φ

∂ξ
= 2a2ξ+ 4ξ3 + 2b1ξη

2 = 0.
(5)

Условия устойчивости термодинамического потен-
циала

∂2Φ

∂ξ2
> 0,

∂2Φ

∂η2 > 0,
∂2Φ

∂ξ2
∂2Φ

∂η2 −
(︂
∂2Φ

∂ξ∂η

)︂2

> 0. (6)

Совместное решение (5) и (6) определяет су-
ществование у системы, описываемой моделью (4),
четырех устойчивых фаз:

I. η= 0, ξ= 0 (a1 > 0, a2 > 0);

II. η2 = −a1

2
, ξ= 0 (a1 < 0, 2a1 > b1a2);

III. η= 0, ξ2 = −a2

2
(a2 < 0, 2a2 > b1a1);

IV. η2 =
b1a2 − 2a1

4− b2
1

, ξ2 =
b1a1 − 2a2

4− b2
1(︀

b1a2 > 2a1, b1a1 > 2a2, b2
1 < 4

)︀
.

Фазовая диаграмма модели (4) изображена на
рис. 1. Фаза I имеет границу a1 = 0 и a2 = 0,
фаза II — a1 = 0 и 2a1 = b1a2, фаза III— a1=0
и 2a2 = b1a1 , фаза IV лежит между прямыми
2a1 = b1a2 и 2a2 = b1a1. Модель описывает только
ФП второго рода. При этом на модуль накладыва-
ется условие b2

1 < 4 (рис. 1, a). При b2
1 = 4 модель

неустойчива, а при b2
1 > 4 модель не описывает

фазу IV и топология фазовой диаграммы, как видно
из рис. 1, б, отличается от топологии фазовой диа-
граммы с b2

1 < 4. Это является характерным приме-
ром того, что модули в феноменологических моделях
играют особую роль по сравнению с управляющими
параметрами.

В модели с тремя управляющими параметрами

Φ = a1J1 + a2J2 + a3J2
1 + J3

1 + b1J1J2 + J2
2 (7)

появляются границы ФП первого рода (рис. 2).
И здесь, как и в предыдущем случае, в зависимости
от значения модуля топология фазовых диаграмм

Рис. 1. Фазовая диаграмма модели (4): а — b2
1 < 4, б — b2

1 > 4. Штриховые линии — границы фазовых
переходов второго рода, сплошные — границы фазовых переходов первого рода, штрихпунктирные — границы

равновесия фаз
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Рис. 2. Фазовая диаграмма модели (7): а — b1 > 0, б — b1 < 0. Штриховые линии — границы фазовых
переходов второго рода, сплошные — границы фазовых переходов первого рода, штрихпунктирные — границы

равновесия фаз

различна: при b1 < 0 возникает граница фаз I–IV
(рис. 2, б). Подробное исследование моделей с дву-
мя взаимодействующими ПП проведено в работах
Ю.М. Гуфана и др. [1, 13]. Отметим лишь то, что
линии изоморфных ФП на фазовых диаграммах мо-
делей появляются только при p = 4 или q = 4 [14].

Заключение

Применение для построения феноменологических
моделей ФП методов теории катастроф с использо-
ванием эквивариантных векторных полей позволяет
проводить классификацию моделей по числу управ-
ляющих параметров для данной симметрии ПП.
На основе такого применения построены и класси-
фицированы все феноменологические модели с дву-
мя однокомпонентными взаимодействующими ПП
и с числом управляющих параметров c 6 5, а также
бесконечная серия моделей с биквадратной связью
между ПП. В перспективе дальнейших исследова-
ний возможно проведение подобной классификации
для других L-групп и исследование фазовых диа-
грамм моделей с целью прослеживания эволюции
особых точек (мультикритических точек, концевых
точек изоморфных ФП и т. п.).
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Classification of the phenomenological models of phase transitions with two interacting order
parameters using the catastrophe theory: L = C2v

S.V. Pavlov

Department of General Physics and Condensed Matter Physics, Faculty of Physics, Lomonosov Moscow
State University. Moscow 119991, Russia.
E-mail: swcusp@mail.ru.

The phenomenological models of phase transitions for two one-component interacting order parameters
have been classified using the methods of the equivariant catastrophe theory. The models have been
constructed based on the number of control parameters, which depend on the thermodynamic parameters
varied in experiments (temperature, pressure, chemical potentials of impurities, etc.), rather than by simple
expansion of the thermodynamic potential in series of order-parameter powers. The models with the
order-parameter symmetry group L = C2v are classified in terms of the number of control parameters from
two to five. An infinite series of the phenomenological models with biquadratic interaction of the order
parameters was also obtained.
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