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С учетом последних экспериментальных данных анализируется смешивание нейтрино в стандарт-
ной, кобимаксимальной и экспоненциальной параметризациях матрицы смешивания. Находится
логарифм матрицы смешивания и точные значения каждого элемента экспоненциальной и ко-
бимаксимальной параметризации для нейтрино; последняя позволяет факторизовать вращение
в действительном пространстве и вклад СР-нарушения в виде вращения в чисто мнимом
пространстве. В экспоненциальной форме кобимаксимальной матрицы смешивания исследуется
угол между осями вращения кварков и нейтрино и проверяется дополнительность их смешивания.
С помощью инварианта Ярлског исследуется зависимость степени СР-нарушения для нейтрино
от параметров матрицы смешивания в различных параметризациях. С использованием экспонен-
циальной параметризации матрицы смешивания исследуется представление последней в качестве
элемента группы SU(3) с параметрами ϕ и θ, и их зависимости от степени СР-нарушения.
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ВВЕДЕНИЕ

В рамках Стандартной модели [1–3] изначально
предполагалось, что нейтрино является безмассовой
частицей с левой киральностью. После предсказа-
ния нейтринных осцилляций [4, 5], и их открытия
(например, [6, 7] и др.) стало ясно, что нейтрино
обладает массой, которая на много порядков меньше
масс других элементарных частиц. Для описания
нейтрино с малой массой можно добавить в лагран-
жиан Стандартной модели правые нейтрино, которые
являются скалярами относительно группы SU(3) ×
× SU(2) × U(1) и имеют массу порядка 1016 ГэВ,
что не позволяет их наблюдать в современных экс-
периментах. Такой механизм генерации малой массы
наблюдаемых нейтрино называется качельным меха-
низмом [8]. Получающееся массовое слагаемое для
нейтрино обусловливает нарушение СР-инвариант-
ности действия в Стандартной модели и нарушение
закона сохранения лептонных чисел для каждо-
го поколения. Недиагональность массовой матрицы

приводит к смешиванию нейтрино, т. е. существует
такое унитарное преобразование нейтринных по-
лей, после которого массовая матрица становится
диагональной. Вклад тяжелых нейтрино в смеши-
вание несуществен т. к. соответствующие матричные
элементы крайне малы. Преобразованные поля бу-
дут собственными массовыми состояниями нейтрино
с определенной массой ν1, ν2, ν3. Пренебрегая малым
вкладом тяжелых нейтрино, получаем наблюдаемые
флейворные состояния легких нейтрино νe, νµ, ντ
в виде линейной комбинации массовых состояний
ν1, ν2, ν3; переход от ν1,2,3 к νe,µ,τ описывается
унитарной матрицей смешивания U Понтекорво–
Маки–Накагавы–Саката (PMNS) [9]:

|να〉 =
∑
i=1,2,3

U∗αi |νi〉, Uαi ≡ 〈να|νi〉,

α = e,µ, τ , i = 1, 2, 3.
(1)

Наиболее распространенной является стандартная
форма матрицы для трехфлейворного смешивания:

U =

1 0 0
0 c23 s23
0 −s23 c23

 c13 0 s13e
−iδCP

0 1 0
−s13eiδCP 0 c13

 c12 s12 0
−s12 c12 0
0 0 1

 =

=

 c12c13 s12c13 s13e
−iδCP

−s12c23 − c12s23s13eiδCP c12c23 − s12s23s13eiδCP s23c13
s12s23 − c12c23s13eiδCP −c12s23 − s12c23s13eiδCP c23c13

 = Ust, (2)

где cij = cos θij , sij = sin θij , i= 1, 2, 3, θij — углы
смешивания, δCP — СР-нарушающая фаза. На основе
экспериментальных данных с учетом СР-наруше-
ния [10] получаем для элементов матрицы смеши-
вания следующие численные значения:
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Ubest fit =

=

 0.821 0.551 −0.123 + 0.086i
−0.283 + 0.054i 0.590 + 0.036i 0.753
0.491 + 0.046i −0.588 + 0.031i 0.641

.
(3)

mailto:zhukovsk@physics.msu.ru


ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 21

Абсолютные значения ее элементов находятся
в следующих пределах:

|U|3σ =

=

0.796↔ 0.843 0.518↔ 0.586 0.143↔ 0.156
0.214↔ 0.533 0.425↔ 0.703 0.639↔ 0.784
0.246↔ 0.505 0.451↔ 0.721 0.603↔ 0.755

.
(4)

Кроме матрицы (2), можно построить еще 11
аналогичных матриц смешивания, которые различа-
ются между собой только положением комплексной
фазы и порядком сомножителей (см. [11]). Были
предложены также симметричные формы матрицы
смешивания с заданными численными значениями ее
элементов, например бимаксимальная (BM) матри-
ца и трибимаксимальная (ТВМ) матрица [12]; они
не описывают СР-нарушение в лептонном секторе.
В настоящее время считается, что θ13 6= 0 и δCP 6= 0;
в этой связи интерес вызывает кобимаксимальная
(CBM) форма матрицы смешивания [13–16], которая
получается подстановкой θ23 = π/4 и δCP = ±π/2
в стандартной параметризации (2) и имеет следую-
щий вид:

UCBM =

=

 c12c13 s12c13 ∓is13
−
√
2
2 (s12 ± is13c12)

√
2
2 (c12 ∓ is13s12)

√
2
2 c13√

2
2 (s12 ∓ is13c12) −

√
2
2 (c12 ± is13s12)

√
2
2 c13

.
(5)

Смешивание для кварков описывается аналогично
смешиванию в лептонном секторе с помощью мат-
рицы V Кабиббо–Кобаяши–Маскавы (ККМ). Сме-
шивание для кварков выражено существенно слабее,
чем для нейтрино, и матрица V близка к еди-
ничной; малые параметры отклонения от единичной
матрицы, λ,A, ρ, η, были введены Л. Вольфенштей-
ном [17]. В работе [18] обсуждаются аналогичные
поправки для нейтрино, выраженные через парамет-
ры Вольфенштейна с использованием эмпирических
соотношений, и формулируется гипотеза кварк–
лептонной дополнительности (QLC) и лептонной
дополнительности (SC) — которые связывают углы
смешивания для кварков и нейтрино. Кроме того,
была предложена экспоненциальная параметризация
матрицы смешивания [19, 20]. Ниже мы исследуем
дополнительность смешивания нейтрино и кварков
и СР-нарушение нейтрино в различных параметриза-
циях.

1. ИНВАРИАНТ ЯРЛСКОГ

Унитарность матрицы смешивания может быть
выражена в виде следующих соотношений для ее
матричных элементов:∑

i=1,2,3

UiαU∗jα = δij ,
∑

i=e,µ,τ

UiαU∗iβ = δαβ , (6)

где U αi ≡ 〈να|νi〉, α = e,µ, τ , i = 1, 2, 3. Геомет-
рически это представимо в виде треугольников на
комплексной плоскости в трехмерном пространстве
(см. рис. 1), площадь которых равна половине моду-
ля векторного произведения векторов {Re a, Im a, 0}
и {Re b, Im b, 0}:

x

b

a

y

Im(  )a

Im( )b

Рис. 1. Геометрическое представление треугольника
Ярлског на комплексной плоскости

S =
1
2
|(Re a) (Im b)− (Re b) (Im a)| =

=
1
2
|Im (ab∗)| = 1

2
|Im (a∗b)| . (7)

Для a = Ue1U
∗
e3 и b = −Uµ1U

∗
µ3 имеем S =

= 1
2

∣∣∣Im(Ue1U
∗
e3U

∗
µ1Uµ3)

∣∣∣. В силу унитарности мат-

рицы U получаем U∗e3Uµ3 = −U∗e1Uµ1 − U∗e2Uµ2

и S = 1
2

∣∣∣Im(Ue1Uµ2U
∗
e2U

∗
µ1)
∣∣∣ = 1

2J , где J — ин-

вариант Ярлског [21]. Используя вид (2) матрицы U,
получаем в явном виде выражение для инварианта
Ярлског через углы стандартной параметризации

J = Im(Ue1Uµ2U
∗
e2U

∗
µ1) =

= cos θ12 sin θ12 cos2 θ13 sin θ13 cos θ23 sin θ23 sin δCP. (8)

Инвариант Ярлског J не равен нулю, только если
присутствует СР-нарушение, в частности J 6= 0, если
sin δCP 6= 0 в (8). Величина инварианта Ярлског J
не зависит от конкретного вида параметризации
матрицы смешивания; J определяет степень СР-на-
рушения. Пример зависимости абсолютной величины
инварианта Ярлског |J | (θ12, θ13) от углов в стандарт-
ной параметризации с учетом данных [10] приведен
на рис. 2.
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Рис. 2. Зависимость абсолютной величины инварианта
Ярлског J для нейтрино от θ13 и θ12. Значения осталь-
ных параметров фиксированы по экспериментальным дан-

ным [10]
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Диапазон значений углов θ13 и θ12 на рис. 2
соответствует экспериментально установленному на
2018 г. разбросу значений элементов матрицы сме-
шивания с точностью 3σ (см. [10] и (4)). С уче-
том этого величина инварианта Ярлског такова:
Jν = −0.019+0.046

−0.016. В кварковом секторе масштаб
CP-нарушения примерно на 3 порядка меньше, чем
в нейтринном, и с учетом данных PDG на 2018 г.
значение инварианта Ярлског для кварков составляет
Jq = (3.18± 0.15)× 10−5 [28].
Рассмотрим СВМ-параметризацию матрицы сме-

шивания с нижними знаками в (5); это соответствует
более вероятному CP -нарушению с δCP = −π/2. То-
гда для заданного значения инварианта Ярлског Jfix
получим в СВМ-параметризации (5) аналитическое
соотношение между углами θ13 и θ12 в следующем
виде:

θ12 =
1
2

arcsin

(
−4Jfix

cos2 θ13 sin θ13

)
. (9)

Тогда в СВМ-параметризации можно выбрать зна-
чения θ12 = 33.51◦, θ13 = 8.695◦, Jfix = −0.034,
удовлетворяющие (9). При этом абсолютные ве-
личины элементов матрицы смешивания находятся
в пределах допустимых значений 3σ (см. (4)) и,
как мы покажем в разделе 4, точно выполняется
дополнительность смешивания нейтрино и кварков.
В итоге получаем соответствующую найденным уг-
лам СВМ-матрицу смешивания в явном виде:

U3σ
CBM=

 0.824 0.546 0.151i
−0.390 + 0.089i 0.590 + 0.059i 0.699
0.390 + 0.089i −0.590 + 0.059i 0.699

.
(10)

2. ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ
МАТРИЦЫ СМЕШИВАНИЯ

Матрицу смешивания как для кварков, так и для
нейтрино можно записать в виде матричной экспо-
ненты (см, например, [19, 20, 22–25]):

Uexp = exp A. (11)

Преимущество экспоненциальной параметриза-
ции (11) заключается в том, что в ней можно
факторизовать вклады вращения и СР-нарушения
в виде новой унитарной параметризации:

Ũ = PRotPCP, PRot = eARot , PCP = eACP , (12)

где за вращение отвечает PRot = eARot и за
СР-нарушение отвечает PCP = eACP ; ее показатель
ACP — соответственно СР-нарушающие компонен-
ты матрицы A. На основании экспериментальных
данных показано [10], что углы смешивания для
нейтрино на ноябрь 2018 г. таковы:

θ12 ∼= 33.82◦+0.78◦

−0.76◦ , θ23 ∼= 49.6◦+1.0◦

−1.2◦ ,

θ13 ∼= 8.61◦+0.13◦

−0.13◦ , δCP ≈ 215◦+40◦

−29◦ .
(13)

Элементы матрицы A в показателе экспонен-
ты (11) можно получить, вычислив логарифм мат-
рицы смешивания. Вместо ранее использовавшихся

аналитических методов вычисления матричных ло-
гарифмов (см., например, [26, 27]) мы применили
для простоты программу Mathematica. Исходя из
значений (13), получаем следующий численный вид
экспоненты матрицы смешивания (11):

A =

=

 −0.0147i 0.4982+ 0.0323i −0.3661+ 0.0787i
−0.4982+ 0.0323i 0.0292i 0.8018+ 0.0184i
0.3661+ 0.0787i −0.8018+ 0.0184i −0.0144i

.
(14)

Таким образом, на основе значений (13) получаем
экспоненциальную параметризацию матрицы смеши-
вания (1) в виде (11), где A имеет вид (14).
Для СВМ-матрицы U3σ

CBM (10) (или (2) с θ23 =

= π/4, δCP = −π/2, θ12 = 33.51◦, θ13 = 8.695◦)
получаем показатель экспоненты в (11) в следующем
виде:

ACBM =

=

 −0.0235i 0.5523+ 0.0524i −0.2303+ 0.1413i
−0.5523+ 0.0524i 0.0467i 0.7604+ 0.0347i
0.2303+ 0.1413i −0.7604+ 0.0347i −0.0232i

.
(15)

След матрицы A (как и AСВМ и др.) в экспонен-
циальной форме (11) точно равен нулю: Tr A = 0,
а диагональные элементы A малы. Представим A
в виде следующей суммы матриц:

A = ARot + ACP + Adiag Im, (16)

где матрица

ARot = Re [A] =

 0 0.4982 −0.3661
−0.4982 0 0.8018
0.3661 −0.8018 0


(17)

описывает действительное вращение, а матрица

ACP = i Im
[
A−Adiag Im

]
=

=

 0 0.0323i 0.0787i
0.0323i 0 0.0184i
0.0787i 0.0184i 0

 (18)

описывает СР-нарушение. Для соответствующих
матриц PRot = eARot , PCP = eACP получаем следую-
щие выражения:

PRot =

 0.825 0.552 −0.123
−0.283 0.592 0.755
0.490 −0.588 0.644

, (19)

PCP =

=

 0.996− 0.014i −0.001 + 0.032i 0.001 + 0.079i
−0.001 + 0.032i 1 + 0.028i −0.001 + 0.018i
0.001 + 0.079i −0.001 + 0.018i 0.997− 0.014i

.
(20)

Выделяя вращение и СР-нарушение (16)–(18), полу-
чаем для U3σ

CBM (10) в экспоненциальном представле-
нии следующие компоненты:

ACBM
Rot =

 0 0.5523 −0.2303
−0.5523 0 0.7604
0.2303 −0.7604 0

 (21)
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и

ACBM
CP =

 0 0.0524i 0.1413i
0.0524i 0 0.0347i
0.1413i 0.0347i 0

. (22)

Матрицы PRot = eARot и PCP = eACP в случае
СВМ-параметризации равны:

PRot =

 0.834 0.551 −0.002
−0.389 0.592 0.706
0.390 −0.588 0.708

, (23)

PCP =

=

 0.989 −0.002 + 0.052i−0.001 + 0.141i
−0.002 + 0.052i 0.998 −0.004 + 0.035i
−0.001 + 0.141i−0.004 + 0.035i 0.989

.
(24)

Мнимая диагональ матрицы A в (16) представлена
матрицей

Adiag Im = idiag {α1, α2, α3} , (25)

в которой элементы A11 и A33 почти точно равны
друг другу и составляют половину величины мат-
ричного элемента A22 с обратным знаком:

α1 ∼= α3 ∼= −α2/2. (26)

Отметим, что соотношение (26) для матричных эле-
ментов мнимой диагонали A выполняется точнее
с экспериментальными данными 2018 г. [10], чем
с результатами 2016 г.; отклонение от идеального
равенства α1 = α3 = −α2/2 составляет <1%. Для
экспоненциальной формы СВМ-матрицы аналогично
имеем:

ACBM
diag =

−0.023532i 0 0
0 0.046737i 0
0 0 −0.023205i

.
(27)

Матрица A1 = ARot + ACP (см. (16)) представ-
ляет собой сумму члена ARot (17), отвечающего за
смешивание без СР-нарушения, и соответствующее
ему вращение вокруг действительной оси и члена
ACP (18), отвечающего за СР-нарушение, и соот-
ветствующее ему вращение вокруг мнимой оси. Для
δCP = 215◦ имеем:

A1 = ARot + ACP =

=

 0 0.499eiδ2 0.374eiδ1

−0.499e−iδ2 0 0.802eiδ3

−0.374e−iδ1 −0.802e−iδ3 0

, δ1 = 168◦,

δ2 = 4◦,

δ3 = 1◦.
(28)

В CBM-матрице δCP = 270◦, и для нее получаем
соответственно

ACBM
1 = ACBM

Rot + ACBM
CP =

=

 0 0.5548ei5
◦

0.2702ei148
◦

−0.5548e−i5◦ 0 0.7612ei3
◦

−0.2702e−i148◦ −0.7612e−i3◦ 0

.
(29)

Абсолютные значения элементов матрицы A1 (28)
с учетом экспериментального разброса 3σ (см. (4))
могут меняться в следующих пределах:

|A1|3σ =

=

 0 0.439↔ 0.660 0.047↔ 0.428
0.439↔ 0.660 0 0.628↔ 0.929
0.047↔ 0.428 0.628↔ 0.929 0

.
(30)

Экспоненциальная матрица смешивания является
антиэрмитовой, что обеспечивает унитарность мат-
рицы смешивания: U−1exp ·Uexp = U+

exp ·Uexp = I.

3. ДОПОЛНИТЕЛЬНОСТЬ СМЕШИВАНИЯ
НЕЙТРИНО И КВАРКОВ

Рассмотрим действительную матрицу вращения
PRot = eARot (см. (12)) вокруг выделенной оси
в трехмерном пространстве. Ее можно представить
в следующем виде:

PRot = eARot ,

ARot =

 0 λ −µ
−λ 0 ν

µ −ν 0

 = Φ

 0 −nz ny
nz 0 −nx
−ny nx 0

 .

(31)
Можно получить координаты вектора поворота

n =

(
− ν

Φ
,−µ

Φ
,− λ

Φ

)
и угол поворота Φ =

= ±
√
λ2 + µ2 + ν2. Используя данные на ноябрь

2018 г. [10], получаем

n2018
Nov = (−0.7919,−0.3616,−0.492),

ΦNov 2018
ν

∼= 58.01◦+7.07◦

−8.33◦ .
(32)

Для СВМ-матрицы смешивания получаем

nCBM = (−0.7858,−0.2380,−0.5708),

ΦCBM
∼= 55.4◦.

(33)

Для кварков по данным PDG за 2017 г. [28] с па-
раметрами Вольфенштейна λ = 0.22465 ± 0.00039,
A = 0.832±0.009, ρ = 0.139±0.016, η = 0.346±0.010
получаем

n2017
q = (−0.1828,−0.0157,−0.9830),

Φ2017
q = 13.20◦+0.02◦

−0.03◦ .
(34)

Сопоставление векторов и углов вращения ней-
трино в (32) со значениями для кварков в (34)
показывает, что оси вращения нейтрино и кварков
составляют с точностью до нескольких градусов 45◦

(см. рис. 3), хотя сами значения n и Φ довольно силь-
но отличаются из года в год. Также в зависимости от
данных фиттинга (best fit) экспериментов несколько
меняются и углы между осями для кварков nq
и нейтрино nν : например, по данным на май 2016 г.
этот угол составлял 45.8◦, по данным на январь
2018 г. он был ≈ 48.4◦, по данным на ноябрь
2018 г. — 50.7◦.
Сопоставление значений в (34) для кварков с (33)

для СВМ-матрицы U3σ
CBM (10) дает точно угол 45◦
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Рис. 3. Действительные оси вращения в пространстве для
смешивания кварков — зеленая ось, для смешивания ней-
трино по экспериментальным данным (best fit) на ноябрь
2018 г. — синяя ось, для СВМ-матрицы U3σ

CBM (10) —
красная ось

между осями вращения кварков и нейтрино! Таким
образом, в кобимаксимальной СВМ-матрице смеши-
вания с θ23 = 45◦, δCP = −90◦ получаем значения
углов θ12 = 33.51◦, θ13 = 8.695◦ и соответствующую
экспоненциальную форму матрицы такие, что все
элементы матрицы смешивания находятся в преде-
лах экспериментально измеренного допуска и точно
выполняется дополнительность смешивания кварков
и нейтрино (см. рис. 3).

4. СВМ-МАТРИЦА СМЕШИВАНИЯ
КАК ЭЛЕМЕНТ ГРУППЫ SU(3)

Являясь элементом группы SU(3), матрица сме-
шивания U может быть записана в следующей
экспоненциальной форме:

U = exp (iθH) , (35)

где θ — параметр вращения группы и H — эрмитова
матрица, принадлежащая соответствующей алгебре
группы с нормировкой tr[H2] = 2. Инвариант группы,
det(H), может быть переопределен в терминах угла φ
следующим образом [29]:

φ =
1
3

(
arccos

(
3
2

√
3det (H)

)
− π

2

)
. (36)

Сравним (35) с экспоненциальной параметризацией
матрицы смешивания Uexp = exp A, где выде-
лим множитель iθ. Тогда с учетом нормировки
tr[H2] = 2 получаем для параметра θ следующее
выражение [29]:

θ =
(
− tr

[
A2/2

])1/2
, (37)

определяющее угол поворота в группе SU(3). Теперь
применим формулы (35)–(37) к СВМ-матрице (10);
с помощью программы Mathematica получаем для
нее как элемента группы SU(3) следующий числен-
ный вид:

HCBM =

=

 −0.0240 0.053− 0.563i 0.144 + 0.235i
0.053 + 0.563i 0.048 0.035− 0.775i
0.144− 0.235i 0.035 + 0.775i −0.024

.
Отметим, что матрицу HCBM можно разложить по

генераторам группы SU(3) [32]:

HCBM = 0.106T1 + 1.126T2 − 0.144T3 + 0.288T4−
− 0.470T5 + 0.070T6 + 1.850T7 + 0.084T8,

где Ta = λa

2 , a = 1, 8, λa — матрицы Гелл-Манна.
Для СВМ-матрицы получаем det HCBM

∼= −0.136
и следующие углы в группе SU(3):

θCBM = 56.19◦, φCBM = 6.88◦.

Для нейтрино по экспериментальным данным (best
fit) на ноябрь 2018 г. с δCP = 215◦ имеем det H =

= −0.076, θ2018ν = 58.24◦+3.26◦

−7.23◦ и φ2018ν = 3.78◦+4.36◦

−5.49◦ .
Для кварков получаем det H = 0.00529 и значи-

тельно меньшие углы:

θq = 13.20◦+0.02◦

−0.02◦ , φq = −0.26◦+0.01◦

−0.01◦ .

Аналогичные вычисления можно проделать и для
стандартной матрицы Ust (2). Это дает зависимость
параметров матрицы смешивания Ust как элемента
группы SU(3) от СР-нарушающей фазы δCP в стан-
дартной параметризации (см. рис. 4).
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Рис. 4. Зависимость групповых параметров SU(3) от СР-нарушающей фазы в стандартной параметризации:
θ(δCP) на левом и ϕ(δCP) на правом графиках
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5. ИССЛЕДОВАНИЕ СВЯЗИ СР-НАРУШЕНИЯ
С ПАРАМЕТРАМИ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ

ФОРМЫ МАТРИЦЫ СМЕШИВАНИЯ

Исследуем сначала связь групповых параметров
SU(3) матрицы смешивания с углами в показателях
экспонент элементов экспоненциальной параметриза-
ции (28). Формулы (35)–(37) позволяют соотнести
матрицу смешивания как элемент SU(3) (35) и экс-
поненциальную параметризацию (11). Для матрицы
AСВМ (29) на основании данных Best Fit [10]
получаем δ1 ≈ 148.5◦, δ2 ≈ 5.4◦, δ3 ≈ 2.6◦.
На рис. 5 показана зависимость параметра ϕ (36) от
угла δ1 в элементах (1,3) и (3,1) матрицы ACBM

1 (29),
в основном определяющего СР-нарушение в экспо-
ненциальной форме СВМ-параметризации.
Для матрицы A1 (28) на основании эксперимен-

тальных данных [10] получаем δ1 ≈ 168◦, δ2 ≈ 4◦,
δ3 ≈ 1◦ и зависимость ϕ (δ1) получается похожей на
показанную на рис. 5. Угол θ (37) по построению
не зависит от δ1, δ2, δ3. Так как вероятные значе-
ния угла δ1 с учетом разброса лежат в пределах
[145.3◦ − 180◦], то из зависимости ϕ(δ1) (рис. 5)
следует, что ϕ (36) не будет достигать своего мак-
симального значения и будет почти равен 0 для
δ1 = 180◦.
Поскольку в СВМ-параметризации зафиксирован

угол δCP = 270◦, то имеет смысл исследовать связь
δ1,2,3 с СР-нарушающей фазой δCP в матрице A1 (28)
стандартной параметризации (2) (см. рис. 6). Анализ
зависимости δ1 и δ2,3 от δ показывает, что для δ1
минимальным является значение 147◦; при этом
δCP ∼= 302◦, а измеренному на данный момент зна-
чению δCP = 215◦ соответствует величина δ1 = 168◦

(см. рис. 6). Зависимости δ2(δCP) и δ3(δCP) похожи
друг на друга и имеют максимумы около δCP = 270◦,
однако диапазон изменения угла δ2 почти в 3 раз
больше диапазона для δ3 (см. рис. 6).
С учетом явного вида матрицы ARot (17) для

действительного вращения в A1 = ARot + ACP
(см. (16)) заключаем, что CP-нарушение описывается
в основном δ1 и в значительно меньшей степени δ2,3
в показателях экспонент элементов матрицы (28).
Полученная нами зависимость величины инварианта
Ярлског от δ1 и δ2 представлена на рис. 7.
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Рис. 5. Зависимость параметра ϕ группы SU(3) с фазой δ1
в матрице ACBM
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Рис. 7. Зависимость абсолютной величины инварианта
Ярлског J(δ1, δ2) от значений δ1 в диапазоне 145◦–180◦,
и δ2 в диапазоне 0◦–6◦ при δ3 = 1◦ в экспоненциальной

параметризации матрицы смешивания нейтрино

График на рис. 7 показывает зависимость
|J | (δ1, δ2) и разброс значений величины инварианта
Ярлског в интервале погрешности 3σ. Зависимость
показана в терминах параметров δ1, δ2 матрицы (28)
экспоненциальной параметризации. Из рис. 7 так-
же очевидно, что определяющей для инварианта
Ярлског J является зависимость от δ1; влияние δ2
мало. Влияние δ3 еще меньше и не рассматривается.
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6. РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ

С помощью экспоненциальной формы матрицы
смешивания нейтрино проанализированы данные
о смешивании [10] за ноябрь 2018 г. В экспоненте
матрицы смешивания, т. е. в матрице A = ARot +
+ ACP_1 + Adiag Im, присутствуют вещественная мат-
рица ARot, мнимая матрица ACP и очень малая
по величине мнимая диагональная матрица Adiag Im,
след которой точно равен нулю. Можно факторизо-
вать в экспоненциальной форме Uexp = exp A вклад
СР-нарушения и вращения вокруг действительной
оси: Ũ = PRotPCP, PRot = eARot , PCP = eACP .
Матрица смешивания нейтрино U рассмотрена как

элемент группы SU(3). Получены значения матри-
цы H и определителя det H = −0.076 в показателе
экспоненты U = exp[iθH] и соответствующего ей
параметрического угла φ2018ν = 3.78◦+4.36◦

−5.49◦ и угла

вращения в группе SU(3), θ2018ν = 58.24◦+3.26◦

−7.23◦
с лучшим фиттингом к экспериментальным данным
для нейтрино с разбросом 3σ. Исследована связь
SU(3) параметров θ и ϕ с углом СР-нарушения δ
стандартной параметризации, а также связь ϕ
с СР-нарушающей фазой в экспоненциальной пара-
метризации (см. рис. 4, 5). Угол θ по построению
не зависит от значений δ1,2,3 в экспоненциальной
параметризации. Для кобимаксимальной СВМ-мат-
рицы смешивания (т. е. θ23 = 45◦, δCP = −90◦
в стандартной параметризации) как элемента груп-
пы SU(3) получены значения инварианта группы
det HCBM = −0.136 и самой матрицы HCBM, пара-
метрического угла, φCBM = 6.88◦, и значение угла
вращения в группе: θCBM = 56.19◦.
Установлено соответствие между СР-нарушающей

фазой δ в стандартной параметризации и СР-на-
рушением в экспоненциальной параметризации; для
последней получена иерархия значений комплексных
элементов (1,3), (2,3), (3,2) матричной экспоненты
с фазами δ1 ≈ 168◦, δ2 ≈ 4◦, δ3 ≈ 1◦. Наиболее
сильное СР-нарушение приходится на смешивание
e- и τ -нейтрино. Для более вероятного на насто-
ящий момент значения δCP ≈ 215◦ величина фазы
δ1 ≈ 168◦, определяющая главный вклад СР-наруше-
ния в экспоненциальной параметризации, находится
чуть выше середины допустимого диапазона ее зна-
чений (см. рис. 6).
С помощью инварианта Ярлског J как меры нару-

шения СР-инвариантности проведено сравнение СР-
нарушения в стандартной, кобимаксимальной и экс-
поненциальной параметризациях матрицы смешива-
ния. Исследована зависимость J от соответствующих
фаз в стандартной и экспоненциальной парамет-
ризациях матрицы смешивания (см. рис. 2, 7).
Проанализирована определяющая инвариант Ярлског
зависимость от δ1 в экспоненциальной параметриза-
ции и от δCP в стандартной параметризации. Угол δ2
влияет мало по сравнению с δ1 (рис. 7); влияние δ3
на J похоже на влияние δ2, а зависимость δ3(δCP)
похожа на δ2(δCP), но она в три раза слабее (рис. 6).
Показано, что с учетом экспериментально опре-

деленного с разбросом 3σ диапазона абсолютных
значений элементов матрицы PMNS с кобимакси-
мальной матрицей смешивания точно выполняется

дополнительность смешивания кварков и нейтри-
но [30, 31]. При этом углы смешивания в СВМ
матрице оказываются θ12 ∼= 33.51◦, θ13 ∼= 8.695◦

и лежат в пределах разброса 3σ. Соответствующее
значение инварианта Ярлског J = −0.034 оказывает-
ся близко по абсолютной величине к максимальному
значению |Jmax| = 0.035, соответствующему макси-
мальному СР-нарушению. Все полученные величины
лежат в диапазоне допустимых экспериментальных
значений 3σ.
Экспоненциальное представление матрицы сме-

шивания и полученные на ее основе результаты
и интерпретации могут быть полезны при анализе
и обработке экспериментальных данных по осцил-
ляциям нейтрино в экспериментах, проводимых как
в настоящее время, так и планируемых в будущем.
Кроме того, выявление новых свойств симметрии
матрицы смешивания сможет в дальнейшем позво-
лить теоретически объяснить феномен смешивания
нейтрино.

Авторы благодарят профессора А.В. Борисова
за ценные советы, полезные замечания и обсуждение
полученных результатов.
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Exponential and Cobimaximal Parametrizations of the Mixing Matrix
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Department of Theoretical Physics, Faculty of Physics, Lomonosov Moscow State University.
Moscow 119991, Russia.
E-mail: azhukovsk@physics.msu.ru.

The latest (November 2018) experimental data on neutrino mixing is analyzed in the framework of standard,
cobimaximal and exponential parametrizations. The logarithm of the mixing matrix is found and the matrix
element values for the exponential and cobimaximal mixing matrix forms are determined. The exponential form
allows factorization of the matrices that are responsible for the rotations in real space and the CP violation
in the form of the rotation in imaginary space. The exponential form also allows easy verification
of the complementarity of quark and neutrino mixing. In the exponential mixing parametrization the angle
between the rotation axis for quarks neutrinos is studied and the complementarity of quark and neutrino
mixing is investigated. Entries for the cobimaximal matrix are identified to comply with experimental data and
provide exact quark-neutrino mixing complementarity. The Jarlskog invariant is employed to study the degree
of CP violation for various parameters of mixing matrices in the standard, cobimaximal and exponential
parametrizations. The mixing matrix is studied as the group SU(3) element with the exponential parametrization.
SU(3) group parameters ϕ and θ are written for the mixing matrix; their dependence of the degree of the CP
violation is explored.
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