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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время для исследования структуры
различных систем все большее применение нахо-
дят мощные источники рентгеновского излучения:
специализированные источники синхротронного из-
лучения 3-го поколения и рентгеновские лазеры на
свободных электронах. Высокая яркость этих ис-
точников приводит к значительному росту тепловой
нагрузки как на элементы формирующей рентгенов-
ской оптики, так и на сами изучаемые объекты.
Несмотря на относительно малую интенсивность

излучения рентгеновских трубок, уже к 1940-м гг.
была разработана экспериментальная методика опре-
деления нагрева объектов рентгеновским излучением
(например, [1, с. 408]). Однако в классических
трудах — «библиях» по физике рентгеновских лучей
и рентгеновскому структурному анализу [2–7] —
тепловое действие рентгеновского излучения (РИ) не
рассматривается.
Первая известная автору настоящей статьи работа,

посвященная тепловому действию РИ, относится
к 2008 г. [8]. В [8] на основе численного решения
уравнения теплопроводности вычисляется профиль
теплового поля в кристалле кремния 30×10×2 мм,
находящегося при температуре 293 K и облучаемого
рентгеновским синхротронным излучением с энер-
гией 10 кэВ и плотностью энергии 0.23 Вт/мм2.
Показано, что поверхность кристалла нагревается до
максимальной температуры около 296 K.
Следующий шаг сделан в работах [9, 10], где

на основе аналитического решения уравнения теп-
лопроводности с граничными условиями 1-го рода
проведен анализ пространственного и временного
распределений температуры в кристалле под дей-
ствием импульсов рентгеновского лазера на сво-
бодных электронах. Тепловые свойства модельного
кристалла алмаза при этом описывались не тензором,
а коэффициентом теплопроводности, т. е. кристалл
обладал изотропными тепловыми свойствами. Такой
подход оправдан для оценки теплового воздействия
на элементы рентгеновской оптики, снабженные си-
стемой охлаждения, но неприменим в остальных
случаях.
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Так как кристаллы обладают существенно анизо-
тропными тепловыми свойствами [11], то и описание
их тепловых свойств одним скалярным коэффициен-
том теплопроводности является достаточно грубым
упрощением.
К сожалению, автору настоящей статьи неизвест-

ны иные работы, посвященные исследованию тепло-
вого действия РИ на кристаллы, обладающие анизо-
тропными тепловыми свойствами. Вместе с этим, как
было сказано выше и отдельно отмечалось в [9, 10],
такая задача представляет значительный интерес
в настоящее время.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

При падении РИ на вещество часть излучения
отражается от поверхности, часть рассеивается на
атомах вещества, часть проходит сквозь вещество,
а оставшаяся часть поглощается. Поглощение РИ
описывается законом

I(x) = I0 exp(−µx), (1)

где I0 — интенсивность РИ на поверхности,
µ = τ+σ — линейный коэффициент ослабления, τ —
коэффициент истинного поглощения, соответствую-
щий исчезновению первоначального фотона РИ, σ —
коэффициент рассеяния, соответствующий измене-
нию направления первоначального фотона РИ, x —
координата, отсчитываемая вглубь материала.
Исчезновение фотона РИ в процессе истинно-

го поглощения происходит благодаря фотоэффекту,
когда энергия фотона затрачивается на ионизацию
атома. В результате истинного поглощения энергия
излучения преобразуется в энергию фото- и оже-
электронов и энергию вторичного излучения. Элек-
троны, возникающие в облучаемом веществе, при
взаимодействии с атомами этого вещества отдают им
свою энергию, которая превращается в другие виды
энергии (в зависимости от свойств поглощающего
тела — тепловую, химическую энергию, энергию
излучения, ионизации).
Следуя (1), в слое вещества толщиной x поглоща-

ется энергия

W (x) = W0{1− [1−R] exp(−µx)},
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где R — коэффициент отражения РИ: зеркально-
го — при скользящих углах падения излучения на
поверхность кристалла (в области полного внешнего
отражения) вдали от условий дифракции, дифрак-
ционного — при больших углах падения излучения
на поверхность в условиях дифракции и зеркально-
дифракционного — при одновременном выполнении
для падающего РИ условий дифракции для атомно-
кристаллических плоскостей и зеркального отраже-
ния для поверхности. В наиболее общем случае
коэффициент отражения будет функцией двух про-
странственных координат y, z, а также времени t:
R(y, z, t) [12–14]. Линейный коэффициент ослабле-
ния можно представить в виде [1, 6]

µ = (τe + τS) + (σe + σS),

где коэффициент τe учитывает энергию, преобразо-
ванную в энергию фотоэлектронов, τS — энергию
возникающего при ионизации атомов вещества ха-
рактеристического РИ, σe — учитывает энергию,
преобразованную в кинетическую энергию электро-
нов отдачи, а σS — энергию рассеянного РИ.
Таким образом, часть поглощенной энергии па-

дающего РИ, преобразованной в энергию элек-
тронов, характеризуется линейным коэффициентом
электронного преобразования γ = τe + σe [1].
В отсутствие химических и ионизационных про-

цессов в веществе, а также фазовых переходов
вся энергия электронов W0{1 − [1 − R] exp(−γx)}
идет на нагрев облучаемого вещества и передается
теплопроводностью вглубь. Кинетика этого процесса
описывается неоднородным уравнением теплопровод-
ности с внутренним тепловым источником [15–19]:

c(r)ρ(r)[∂T (r, t)/∂t] =

= div[Λ(r, t)× gradT (r, t)] + F (r, t), (2)

где c(r) — удельная теплоемкость, ρ(r) — плотность,
T (r, t) — температурное поле, Λ(r, t) – тензор тепло-
проводности, F (r, t) — плотность внутренних тепло-
вых источников, r — пространственная координата,
t — время. В рамках данной модели считается, что
удельная теплоемкость и тензор теплопроводности
не зависят от температуры. В реальной ситуации
фактически это означает приближенное решение
задачи лишь в пределах некоторого температурного
интервала ∆T , в котором можно пренебречь измене-
нием c(T ) и Λ(T ). При этом следует особо отметить,
что само уравнение (2) получено в следующих при-
ближениях [19]:
1. Деформация рассматриваемого объема, связанная
с изменением температуры, является очень малой
по сравнению с самим объемом.

2. Макроскопические частицы тела неподвижны от-
носительно друг друга.
Более того, уравнение теплопроводности (2) явля-

ется общей математической моделью для множества
явлений теплопроводности и само по себе ниче-
го не говорит о развитии процесса теплопереноса
в рассматриваемом теле. Это объясняется неедин-
ственностью решения дифференциальных уравнений
в частных производных. Для того, чтобы получить

одно частное решение, соответствующее опреде-
ленной задаче, необходимо иметь дополнительные
данные, не содержащиеся в исходном уравнении.
В эти данные входят:
1. Геометрические условия, задающие форму и раз-
меры тела, в котором протекают процессы тепло-
обмена;

2. Физические условия, задающие как тепло- и тем-
пературопроводность тела, так и плотность внут-
ренних тепловых источников;

3. Граничные условия, задающие тепловое взаимо-
действие поверхности тела с окружающей средой;

4. Начальные условия, задающие распределение тем-
пературы в любой точке тела в некоторый началь-
ный момент времени.
В качестве исследуемых объектов будем рассмат-

ривать идеальные диэлектрические или полупровод-
никовые кристаллы, где, следуя [20, 21], можно
считать удельную теплоемкость и плотность не
зависящими от координаты, а компоненты теплопро-
водности — не зависящими от координаты и времени.
Переходя к главным осям теплопроводности

(x′, y′, z′), компоненты симметричного тензора 2-го
ранга Λ(r, t) примут диагональный вид [13, 16, 19,
22]:

Λ′(r′) =

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

,
а уравнение теплопроводности (2) с учетом всего
вышесказанного упростится:

cρ
∂T

∂t
= λ1

∂2T

∂x′2
+ λ2

∂2T

∂y′2
+ λ3

∂2T

∂z′2
+ F.

В дальнейшем мы будем работать в системе
главных осей теплопроводности и опустим знак «′»
у координат, а сам исследуемый кристалл представим
в виде прямоугольного параллелепипеда размером
l1 × l2 × l3 вдоль главных осей теплопроводности.
В большинстве рентгеновских экспериментов раз-

мер исследуемого образца небольшой, а время уста-
новки, юстировки и настройки аппаратуры велико.
При этом если не проводятся температурные экспе-
рименты, то образец находится в условиях конвек-
тивного и радиационного теплообмена с окружающей
средой. Следовательно, распределение температуры
исследуемого образца в начальный момент времени
можно считать равномерным и равным постоянной
и не зависящей от времени температуре окружающей
среды:

T (r, t) = T0 = const.

В самом общем случае граничные условия постав-
ленной задачи являются неоднородными граничными
условиями третьего рода [16, 17, 22]:

α(T0 − T )|S + λn
∂T

∂n

∣∣∣∣
S

= Ψ(r, t), (3)

где n — единичная внешняя нормаль к поверхности
(границе) S тела, α — коэффициент теплообмена,
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Ψ(r, t) — плотность энергии тепловых источников
на поверхности. Так в [8] предполагается, что
Ψ(r, t) = µaqr − σµeT

4, где µa и µe — поверх-
ностные коэффициенты поглощения и испускания,
qr — поверхностная плотность падающего потока
тепла, σ — постоянная Стефана—Больцмана, T —
температура поверхности. Следуя [8, 17], пренебре-
жем изменением коэффициента теплообмена α от
времени и его зависимостью от теплофизических
свойств тела, т. е. на всех гранях образца будем
считать α = const.
Таким образом, поставленная нами задача сводит-

ся к решению третьей неоднородной краевой задачи
для уравнения теплопроводности с источником в ор-
торотропном параллелепипеде:

∂T

∂t
= a1

∂2T

∂x2
+ a2

∂2T

∂y2
+ a3

∂2T

∂z2
+
F (r, t)
cρ

,

r ∈ V , t > 0;
(4)

T (r, t = 0) = T0 = const, r ∈ V ; (5)

α(T0 − T )|x + λ1
∂T

∂x

∣∣∣∣
x

= Ψ1(r, t),

x = 0, 0 < y < l2, 0 < z < l3, t > 0;
(6.1)

α(T0 − T )|x + λ1
∂T

∂x

∣∣∣∣
x

= Ψ2(r, t),

x = l1, 0 < y < l2, 0 < z < l3, t > 0;
(6.2)

α(T0 − T )|y + λ2
∂T

∂y

∣∣∣∣
y

= Ψ3(r, t),

y = 0, 0 < x < l1, 0 < z < l3, t > 0;

(6.3)

α(T0 − T )|y + λ2
∂T

∂y

∣∣∣∣
y

= Ψ4(r, t),

y = l2, 0 < x < l1, 0 < z < l3, t > 0;

(6.4)

α(T0 − T )|z + λ3
∂T

∂z

∣∣∣∣
z

= Ψ5(r, t),

z = 0, 0 < x < l1, 0 < y < l2, t > 0;
(6.5)

α(T0 − T )|z + λ3
∂T

∂z

∣∣∣∣
z

= Ψ6(r, t),

z = l3, 0 < x < l1, 0 < y < l2, t > 0,
(6.6)

где ai = λi/(cρ) – коэффициенты температуропро-
водности (i = 1, 2, 3), V — объем параллелепипеда.
Попытка решения задачи (4)–(6) была предпринята
в [22], однако в ходе решения граничные условия
были заменены с граничных условий 3-го рода на
граничные условия 2-го рода.
Пусть РИ распространяется вдоль оси x и падает

на входную поверхность x = 0. Тогда плотность
внутренних тепловых источников F (r, t) можно
представить в форме

F (r, t) =

= W0(y, z, t){1− [1−R(y, z, t)] exp(−γx)},

где W0(y, z, t) определяет временную зависимость
интенсивности РИ на поверхности.

2. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

В силу линейности задачи (4) представим функ-
цию T (r, t) в виде суммы:

T (r, t) = v(r, t) + w(r, t),

подставим это выражение в (3), (4), (5) и выделим
задачи для функций w(r, t):

a1
∂2w

∂x2
+ a2

∂2w

∂y2
+ a3

∂2w

∂z2
= 0, r ∈ V , t > 0; (7.1)

λn
∂w

∂n

∣∣∣∣
S

− αw|S = Ψ(r, t)− αT0, r ∈ S, t > 0, (7.2)

и v(r, t):

∂v

∂t
= a1

∂2v

∂x2
+ a2

∂2v

∂y2
+ a3

∂2v

∂z2
+
F (r, t)
cρ

− ∂w

∂t
,

r ∈ V , t > 0;
(8.1)

v(r, t = 0) = T0 − w(r, t = 0), r ∈ V ; (8.2)

λn
∂v

∂n

∣∣∣∣
S

− α.v|S = 0, r ∈ S, t > 0. (8.3)

Фактически это означает, что мы представили
температурное поле внутри исследуемого образца
T (r, t) как суперпозицию «стационарного» (т. к. от
времени зависят граничные условия) w(r, t) и «неста-
ционарного» с источниками v(r, t) температурных
полей.
Для решения задачи (7) представим искомую

функцию в виде суммы w(r, t) = w1(r, t) + w2(r, t) +
+ w3(r, t), каждое из слагаемых которой удовле-
творяет исходному уравнению (7.1) и одномерным
граничным условиям третьего рода. При этом для
функции w1(r, t) однородные граничные условия тре-
тьего рода задаются на гранях y = 0, y = l2, z = 0,
z = l3, для функции w2(r, t) — на гранях x = 0,
x = l1, z = 0, z = l3, а для функции w3(r, t) — на
гранях x = 0, x = l1, y = 0, y = l2:

a1
∂2w1

∂x2
+ a2

∂2w1

∂y2
+ a3

∂2w1

∂z2
= 0,

r ∈ V , t > 0;
(9.1)

λ1
∂w1

∂x

∣∣∣∣
x=0
− αw1|x=0 = Ψ1(r, t)− αT0,

0 < y < l2, 0 < z < l3, t > 0;
(9.2)

−λ1
∂w1

∂x

∣∣∣∣
x=l1

− αw1|x=l1 = Ψ1(r, t)− αT0,

0 < y < l2, 0 < z < l3, t > 0;

(9.3)

λ2
∂w1

∂y

∣∣∣∣
y=0
− αw1|y=0 = 0,

0 < x < l1, 0 < z < l3, t > 0;

(9.4)

−λ2
∂w1

∂y

∣∣∣∣
y=l2

− αw1|y=l2 = 0,

0 < x < l1, 0 < z < l3, t > 0;

(9.5)

λ3
∂w1

∂z

∣∣∣∣
z=0
− αw1|z=0 = 0,

0 < x < l1, 0 < y < l2, t > 0;
(9.6)
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−λ3
∂w1

∂z

∣∣∣∣
z=l3

− αw1|z=l3 = 0,

0 < x < l1, 0 < y < l2, t > 0.

(9.7)

Задачи для функций w2(r, t) и w3(r, t) выглядят
аналогичным образом и отдельно мы их записывать
не будем.
Используя метод разделения переменных для ре-

шения задачи (9) w1(x, y, z, t) = X(x, t)P (y, z), по-
лучим следующую задачу на собственные функции
P (y, z) и собственные значения λ2:

a2
∂2P

∂y2
+ a3

∂2P

∂z2
+ λ2P = 0,

0 < y < l2, 0 < z < l3;
(10.1)

λ2
∂P

∂y

∣∣∣∣
y=0
− αP |y=0 = 0,

λ2
∂P

∂y

∣∣∣∣
y=l2

+ αP |y=l2 = 0;
(10.2)

λ3
∂P

∂z

∣∣∣∣
z=0
− αP |z=0 = 0,

λ3
∂P

∂z

∣∣∣∣
z=l3

+ αP |z=l3 = 0.
(10.3)

Решение задачи (10) снова будем проводить мето-
дом разделения переменных P (y, z) = Y (y)Z(z):

a2Y
′′ + β22Y = 0,

λ2Y
′|y=0 − αY |y=0 = 0,

λ2Y
′|y=l2 + αY |y=l2 = 0;

(11.1)

a3Z
′′ + β23Z = 0,

λ3Z
′|z=0 − αZ|z=0 = 0,

λ3Z
′|z=l3 + αZ|z=l3 = 0;

(11.2)

β22 + β23 = λ2, (11.3)

где традиционно штрихи означают производные.
Задача (11.1) на собственные функции Y и соб-

ственные значения β2 имеет общее решение

Y (y) = C1 cos

(
β2√
a2
y

)
+ C2 sin

(
β2√
a2
y

)
,

а постоянные интегрирования C1 и C2 определя-
ются из граничных условий в (11.1) и связаны
соотношением C1 = λ2√

a2

β2
α C2. Собственные значения

β2 при этом определяются из численного решения
трансцендентного уравнения

ctg

(
β2√
a2
l2

)
=
1
2

[
λ2√
a2

β2
α
−
√
a2
λ2

α

β2

]
, (12)

имеющего бесконечное количество корней β2,m.
Аналогично решается и задача (11.2). Более того,

решая задачу (9) для функций w2(r, t) и w3(r, t) тем
же способом, мы получим аналогичное выражение
и для функции X(x). Таким образом, мы можем
записать собственные функции задачи (11) в следу-
ющем самом общем виде:

Xi,m(xi) = Di

[
λi√
ai

βi,m
α

cos

(
βi,m√
ai
xi

)
+

+ sin

(
βi,m√
ai
xi

)]
, (13)

где Di — произвольные, например равные едини-
це, постоянные интегрирования, координаты x, y, z
переобозначены как xi (i = 1, 2, 3), а собственные
значения βi,m являются корнями уравнения (12):

ctg

(
βi,m√
ai
li

)
=
1
2

[
λi√
ai

βi,m
α
−
√
ai
λi

α

βi,m

]
.

Нетрудно показать, что собственные функ-
ции Xi (13) ортогональны на отрезках 0 < xi < li,
а их квадрат нормы определяется выражением

‖Xi,m(xi)‖2 =
1
2

[
li +

2λiaiα
β2i,mλ

2
i + aiα2

]
.

В свою очередь собственные функции задачи (10),
которые определяются выражением

Pnk(x2,x3) =

= Dnk

[
λ2√
a2

β2,n
α

cos

(
β2,n√
a2
x2

)
+ sin

(
β2,n√
a2
x2

)]
×

×
[
λ3√
a3

β3,k
α

cos

(
β3,k√
a3
x3

)
+ sin

(
β3,k√
a3
x3

)]
,

ортогональны в прямоугольнике (0 < x2 < l2) ×
× (0 < x3 < l3), а их квадрат нормы

‖Pnk(x2,x3)‖2 = ‖X2,n(x2)‖2‖X3,k(x3)‖2.

Из (9), помимо задачи (10) на собственные функ-
ции P (y, z) и собственные значения λ2, мы получаем
и уравнение

a1
∂2X(x1, t)

∂x21
− λ2X(x1, t) = 0,

решением которого при известных собственных зна-
чениях λnk является функция

Xnk(x1, t) = Ank(t) exp

{
λnk√
a1
x1

}
+

+Bnk(t) exp

{
− λnk√

a1
x1

}
.

Следовательно, решение задачи (9) имеет вид:

w1(x1,x2,x3, t) =

∞∑
n,k=1

{[
Ank(t) exp

{
λnk√
a1
x1

}
+

+Bnk(t) exp

{
− λnk√

a1
x1

}]
×

×
[
λ2√
a2

β2,n
α

cos

(
β2,n√
a2
x2

)
+ sin

(
β2,n√
a2
x2

)]
×

×
[
λ3√
a3

3,k

α
cos

(
β3,k√
a3
x3

)
+ sin

(
β3,k√
a3
x3

)]}
. (14)
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Коэффициенты Ank(t) и Bnk(t) зависят от времени,
так как они определяются из неоднородных гранич-
ных условий третьего рода (9.2), (9.3) с зависящими
от времени правыми частями.
Для нахождения коэффициентов Ank(t) и Bnk(t)

подставим w1(x1 = 0,x2,x3, t) и w1(x1 = l1,x2,x3, t),
выраженные из (14), в (9.2) и (9.3). Умножим
получившиеся равенства на собственные функ-
ции Pqs(x2,x3) с индексами q, s и проинтегрируем
по x2 в пределах от 0 до l2, а по x3 — в пределах от 0
до l3. В силу ортогональности собственных функций,
все члены получившихся рядов, кроме члена при
n = q и k = s, будут равны нулю. В результате по-
лучим систему уравнений для нахождения искомых
коэффициентов:

Ank(t)

[
λ1
λnk√
a1
− α

]
+

+Bnk(t)

[
−λ1

λnk√
a1
− α

]
= Ψ̃1(t)

Ank(t)

[
λ1
λnk√
a1
− α

]
exp

{
λnk√
a1
l1

}
+

+Bnk(t)

[
−λ1

λnk√
a1
− α

]
exp

{
− λnk√

a1
l1

}
= Ψ̃2(t),

(15)
где введено обозначение

Ψ̃1,2(t) =

=
1

‖Pnk‖2

l2,l3∫∫
0

{[
Ψ1,2

(
x = 0
x = l1

, ξ2, ξ3, t
)
− αT0

]
×

×
[
λ2√
a2

β2,n
α

cos

(
β2,n√
a2
ξ2

)
+ sin

(
β2,n√
a2
ξ2

)]
×

×
[
λ3√
a3

β3,k
α

cos

(
β3,k√
a3
ξ3

)
+ sin

(
β3,k√
a3
ξ3

)]}
dξ2dξ3.

(16)

Решение системы (15) имеет следующий простой
вид:

Ank(t),Bnk(t) =

=

Ψ̃1(t)

[
λ1
λλnk√
a1
∓ α

]
exp

{
∓
λnk√
a1
l1

}
+

−
[
λ1
λnk√
a1

+ α

]2
exp

{
λnk√
a1
l1

}
+

+ Ψ̃2(t)

[
λ1
λnk√
a1
± α

]
+

[
λ1
λnk√
a1
− α

]2
exp

{ − λnk√
a1

l1

}. (17)

Таким образом, решение задачи (9) w1(r, t) опре-
деляется выражением (14), где коэффициенты Ank(t)
и Bnk(t) задаются (17), λ2nk = β22,n + β23,k, а βi,m
являются корнями уравнения (12).
Напомним, что решение задачи (7) — w(r, t) =

= w1(r, t) + w2(r, t) + w3(r, t) Процедура нахож-
дения w2(r, t) и w3(r, t) аналогична нахожде-
нию w1(r, t) и отдельно нами проводиться не будет.

Отметим лишь, что сами результаты могут быть
получены из (14), (17) циклической перестановкой
координат x1,x2,x3.
Решение задачи (8) будем проводить методом

редукции, представив v(r, t) = v1(r, t) + v2(r, t).
Подстановка этого выражения в (8) приведет к одно-
родному дифференциальному уравнению в частных
производных с неоднородным начальным и однород-
ным граничным условием для функции v1(r, t):

∂v1
∂t

= a1
∂2v1

∂x21
+ a2

∂2v1

∂x22
+ a3

∂2v1

∂x23
,

r ∈ V , t > 0,

(18.1)

v1(r, t = 0) = T0 − w(r, t = 0), r ∈ V ; (18.2)

λn
∂v1
∂n

∣∣∣∣
S

− αv1|S = 0, r ∈ S, t > 0 (18.3)

и неоднородному дифференциальному уравнению
в частных производных с однородными начальным
и граничным условиями для функции v2(r, t):

∂v2
∂t

= a1
∂2v2

∂x21
+ a2

∂2v2

∂x22
+ a3

∂2v2

∂x23
+

+
F (r, t)
cρ

− ∂w

∂t
, r ∈ V , t > 0,

(19.1)

v2(r, t = 0) = 0, r ∈ V ; (19.2)

λn
∂v2
∂n

∣∣∣∣
S

− αv2|S = 0, r ∈ S, t > 0. (19.3)

Для решения (18) воспользуемся методом разделе-
ния переменных v1(r, t) = R(r)Q(t):

1
Q

∂Q

∂t
=

1
R

[
a1
∂2R

∂x21
+ a2

∂2R

∂x22
+ a3

∂2R

∂x23

]
= −λ2 ⇒

⇒


dQ

dt
+ λ2Q = 0 (20.1)

a1
∂2R

∂x21
+ a2

∂2R

∂x22
+ a3

∂2R

∂x23
+ λ2R = 0, (20.2)

λn
∂R

∂n

∣∣∣∣
S

Q− αR|SQ = 0⇒

⇒ λn
∂R

∂n

∣∣∣∣
S

− αR|S = 0 при Q 6= 0. (20.3)

Уравнение (20.2) с однородным граничным усло-
вием третьего рода (20.3) является задачей на
собственные значения λ2 и собственные функ-
ции R(x1,x2,x3), решение которой проводится
методом разделения переменных R(x1,x2,x3) =
= X(x1)Y (x2)Z(x3):

a1X
′′ + β21X = 0,

λ1X
′|x1=0 − αX|x1=0 = 0,

λ1X
′|x1=l1 + αX|x1=l1 = 0;

(21.1)

a2Y
′′ + β22Y = 0,

λ2Y
′|x2=0 − αY |x2=0 = 0,

λ2Y
′|x2=l2 + αY |x2=l2 = 0;

(21.2)

a3Z
′′ + β23Z = 0,

λ3Z
′|x3=0 − αZ|x3=0 = 0,

λ3Z
′|x3=l3 + αZ|x3=l3 = 0;

(21.3)
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β21 + β22 + β23 = λ2. (21.4)

Полученные задачи (21) полностью аналогичны
задачам (11), а их решение определяется выраже-
нием (13).
В свою очередь собственные функции зада-

чи (20.2), которые определяются выражением

Rmnk(x1,x2,x3) =

= Dmnk

[
λ1√
a1

β1,m
α

cos

(
β1,m√
a1
x1

)
+ sin

(
β1,m√
a1
x1

)]
×

×
[
λ2√
a2

β2,n
α

cos

(
β2,n√
a2
x2

)
+ sin

(
β2,n√
a2
x2

)]
×

×
[
λ3√
a3

β3,k
α

cos

(
β3,k√
a3
x3

)
+ sin

(
β3,k√
a3
x3

)]
, (22)

ортогональны в параллелепипеде (0 < x1 < l1) ×
×(0 < x2 < l2)×(0 < x3 < l3), а их квадрат нормы —

‖Pmnk(x1,x2,x3)‖2 =

= ‖X1,m(x1)‖2‖X2,n(x2)‖2‖X3,k(x3)‖2.

Решением уравнения (20.1) будет функция Q(t) =
= exp{−λ2t}, а решением v1(r, t) задачи (18) будет
ряд по всем собственным функциям

v1(x1,x2,x3, t) =

=

∞∑
m,n,k=1

Cmnk exp
{
−
(
β21,m + β22,n + β23,k

)
t
}
×

×Rmnk(x1,x2,x3).

При этом коэффициенты должны удовлетворять
начальному условию (18.3), тогда как граничное
условие (18.3) уже было нами использовано для
определения собственных функций Rmnk, т. е. коэф-
фициенты Cmnk будут иметь вид:

Cmnk =
1

‖Rmnk‖2

l1,l2,l3∫∫∫
0

[T0 − w(ξ1ξ,2 ξ,3 )]×

×Rmnk(ξ1, ξ2, ξ3)dξ1dξ2dξ3.

Решение неоднородного дифференциального урав-
нения в частных производных с однородными на-
чальным и граничным условиями (19) будем про-
водить путем разложения функции v2(r, t) в ряд
по собственным функциям Řmnk(x1,x2,x3), счи-
тая, что для определения собственных функ-
ций использовано граничное условие (19.3), т. е.
Řmnk(x1,x2,x3) ≡ Rmnk(x1,x2,x3), где Rmnk опре-
деляется (22). В аналогичный ряд разложим и функ-
цию f(r, t) = F (r,t)

cρ − ∂w
∂t :

v2(x1,x2,x3, t) =

=

∞∑
m,n,k=1

v2,mnk(t)Rmnk(x1,x2,x3), (23.1)

f(x1,x2,x3, t) =

=

∞∑
m,n,k=1

fmnk(t)Rmnk(x1,x2,x3), (23.2)

а fmnk(t) — коэффициенты Фурье при разложе-
нии f(r, t) по собственным функциям:

fmnk(t) =
1

‖Rmnk‖2

l1,l2,l3∫∫∫
0

f(ξ1, ξ2, ξ3)×

×Rmnk(ξ1, ξ2, ξ3)dξ1dξ2dξ3. (24)

Для определения v2,mnk(t) подставим (23) в (19.1),
(19.2) и с учетом

a1
∂2v2
∂x2

+ a2
∂2v2
∂y2

+ a3
∂2v2
∂z2

=

=

∞∑
m,n,k=1

v2,mnk(t)[−(β21,m + β22,n + β23,k)×

×Rmnk(x1,x2,x3)]

преобразуем (19.1), (19.2) к виду (точка означает
производную по времени):

∂v2
∂t
−
[
a1
∂2v2
∂x2

+ a2
∂2v2
∂y2

+ a3
∂2v2
∂z2

+ f

]
=

=

∞∑
m,n,k=1

[v̇2,mnk(t) + (β21,m + β22,n + β23,k)v2,mnk(t)−

−fmnk(t)]Rmnk(x1,x2,x3),
∞∑

m,n,k=1

v2,mnk(t = 0)Rmnk(x1,x2,x3) = 0.

В силу ортогональности собственных функ-
ций Rmnk мы получили задачу Коши для неодно-
родного дифференциального уравнения 1-го порядка
с однородным начальным условием:

v̇2,mnk(t) + (β21,m + β22,n + β23,k)v2,mnk(t)− fmnk(t) = 0,

v2,mnk (t = 0) = 0.

Решением этой задачи будет функция

v2,mnk(t) =

t∫
0

fmnk(t)×

× exp{−(β21,m + β22,n + β23,k)(t− τ)}dτ , (25)

а окончательное решение задачи (19) мы получим,
подставив (24) в (25), а (25) в (23.1):

v2(x1,x2,x3, t) =

∞∑
m,n,k=1

1
‖Rmnk‖2

×

×
l1,l2,l3,t∫
0

[
f(ξ1, ξ2, ξ3, τ)Rmnk(ξ1, ξ2, ξ3)dξ1dξ2dξ3×

×exp{−(β21,m+β22,n+β23,k)(t−τ)}dτ
]
Rmnk(x1,x2,x3).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе показано, что тепловое действие рент-
геновского синхротронного излучения на кристаллы,
обладающие анизотропными тепловыми свойствами
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и находящиеся в условиях теплообмена с окружа-
ющей средой, описывается уравнением теплопро-
водности с источниками и граничными условиями
третьего рода. На примере кристалла, имеющего
форму прямоугольного параллелепипеда, найдено
аналитическое решение такого уравнения.
Полученные результаты, по сути, представляют

собой аналитическое решение уравнения теплопро-
водности с источником и граничными условиями
третьего рода в орторотропном прямоугольном па-
раллелепипеде и имеют как фундаментальное значе-
ние, так и широкое прикладное применение в задачах
теплопроводности анизотропных сред, таких как
теплопроводность космических и авиационных кон-
струкционных материалов.

Работа выполнена при частичной финансовой
поддержке РФФИ (гранты № 19-02-00483, 19-52-
12029).
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Analytical expressions are found that in the most general form describe the space–time distribution of the thermal
field in an anisotropic crystal during heat exchange with the environment under the influence of synchrotron X-ray
radiation or X-ray free-electron laser pulses with an arbitrary space-time structure.
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