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Для системы уравнений макроскопической электродинамики с дробными производными Капуто
по времени получено общее выражение для запаздывающих потенциалов. Получен аналог по-
тенциалов Лиенара—Вихерта. Все выражения содержат нелокальное (распределенное по времени)
запаздывание, которое учитывает временную дисперсию в системе.
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ВВЕДЕНИЕ

В [1, 2] был предложен вариант «дробной» элек-
тродинамики материальных сред, основанный на
применении дробной производной Капуто по време-
ни. Из результатов этих работ следует, что введение
дробной производной в уравнения Максвелла поз-
воляет a priori учесть диссипативные процессы.
В последующих работах [3, 4] на основе данного
подхода был проанализирован обобщенный случай
материальной среды с пространственно-временной
дисперсией, зависящей от времени по степенному
закону. Показано, что среды этого типа обладают
фрактальными свойствами по временной переменной.
Отметим также, что в ряде более поздних работ
по данной тематике (например, в [5–7]) фактически
были воспроизведены результаты из [1, 2].
Среди других подходов к электродинамике с дроб-

ными производными можно отметить подходы
из [8–10]. В [8, 9] показано, что электромагнитные
поля в диэлектрических средах описываются диффе-
ренциальными уравнениями с производными дробно-
го порядка по времени, если восприимчивость этих
сред описывается дробно-степенной зависимостью.
В [10] сформулированы «дробные» аналоги теорем
Грина, Стокса и Гаусса. Исходя из этого выведены
новые волновые уравнения с дробной производной по
пространственной переменной.
В целом, однако, приходится констатировать, что

применение дробных производных в электродина-
мике пока не находит широкого применения. Ос-
новным препятствием здесь является отсутствие
ясной физической интерпретации дробных интегро-
дифференциальных операторов и диффузионно-
волновых уравнений в частных производных дроб-
ного порядка. Последние достижения в разработке
дробных и фрактальных моделей в электродинамике
представлены в [11].
В настоящей работе развиваются идеи работ [1, 2].

Получена формула Кирхгофа для обобщенного
диффузионно-волнового уравнения и с ее помощью
найдена общая форма для запаздывающего скаляр-
ного и векторного потенциалов. Найден дробный
аналог потенциалов Лиенара—Вихерта. На основе
полученных результатов обсуждается физический
смысл дробного интегро-дифференцирования в элек-
тродинамике материальных сред.
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ТЕОРИЯ

В дробной электродинамике [1, 2] ключевым поня-
тием является результирующий электрический ток,
который определяется с помощью дробной производ-
ной Капуто

I(t) =
1
τ
∂α0tQ(t), 1/2 < α 6 1, (1)

∂α0tQ(t) =
1

Γ(1− α)

t∫
0

(
dQ(t′)

dt′

)
dt′

(t− t′)α
,

где Q — суммарный заряд свободных и связанных
частиц, τ — некоторое характерное время, например
время релаксации неравновесных носителей заряда,
t — безразмерное (отнесенное к τ ) время, Γ(1−α) —
гамма-функция Эйлера. При α = 1 из (1) следует
классическое определение электрического тока. При
1/2 < α < 1, согласно представлениям из [1, 12, 13],
имеется некоторая диссипативная среда с памятью.
Формулу (1) можно трактовать как уравнение состо-
яния линейной динамической системы или матери-
альной среды со степенной импульсной переходной
функцией, которая задает временную дисперсию.
Если количество заряженных частиц сохраняется,
то можно считать, что происходит их движение
частиц с эффективной скоростью

vα(t) =
1
τ
∂α0tr(t) =

1
τ Γ(1− α)

t∫
0

dr(t′)dt′

dt′
dt′

(t− t′)α
.

Если изначально принять определение (1), то
это приводит к системе уравнений Максвелла вида
[1, 2]:

rotE = −1
τ
∂α0tB, divB = 0, (2)

rotH = j +
1
τ
∂α0tD, divD = ρ, (3)

которая в обобщенной калибровке Лоренца сводится
к диффузионно-волновым уравнениям для скалярно-
го и векторного потенциалов

∆ϕ− εµ

(cτ)2
∂2α0t ϕ = − ρ

εε0
, (4)

∆A− εµ

(cτ)2
∂2α0t A = −µµ0j. (5)
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В (2)–(5) использованы стандартные обозначения,
c = 1/

√
ε0µ0 — скорость света в вакууме.

Уравнения (4), (5) представимы в единой форме

∂2α0t u(r, t)− v2∆u(r, t) = f(r, t), (6)

где r — радиус-вектор, v = cτ/
√
εµ — постоянная

с размерностью длины. Под функцией u(r, t) под-
разумевается скалярный или векторный потенциал;
функция f(r, t) выражается через объемную плот-
ность заряда или тока в соответствии с (4) и (5).
Пользуясь результатами [14], решение задачи Коши

u(r, 0) = u1(r), ut(r, 0) = u2(r)

для уравнения (6) получаем в виде

u(r, t) =
1
v2

∫
V

[
u1(r

′)D2α−1
0t Γ2α,3

(
r− r′

v
, t
)

+

+ u2(r
′)D2α−2

0t Γ2α,3

(
r− r′

v
, t
)]

d3r′+

+
1
v2

t∫
0

∫
V

f(r′, t′)Γ2α,3

(
r− r′

v
, t− t′

)
d3r′dt′. (7)

Здесь Dβ
0t означает оператор Римана—Лиувилля

Dβ
0tg(t) =

1
Γ(1− β)

d

dt

t∫
0

g(t′)dt′

(t− t′)β
, 0 < β < 1.

Формула (7) представляет собой аналог формулы
Кирхгофа для уравнения (6). Фундаментальное ре-
шение Γ2α,3(r, t) есть

Γ2α,3 (r, t) =
1

4π|r|t
φ

(
−α, 0;−|r|

tα

)
, (8)

φ(−α, 0; z) =

∞∑
k=0

zk

k!Γ(−αk)
,

где φ(−α, 0; z) — функция Райта.
Далее рассмотрим случай, когда u1(r) = u2(r) = 0.

С учетом (8) после простых преобразований (7)
принимает вид

u(r, t) =
1

4πv2

∫
V

1
|r− r′|

×

×
t∫

0

f(r′, t− t′)
t′

φ

(
−α, 0;−|r− r′|

vt′α

)
dt′d3r′

или

u(r, t) =
1

4πv2

∫
V

f̃(r, r′; t)d3r′

|r− r′|
, (9)

где

f̃(r, r′; t) =

t∫
0

f(r′, t− t′)
t′

φ

(
−α, 0;−|r− r′|

vt′α

)
dt′

— задает распределенное (нелокальное, «размазан-
ное» во времени) запаздывание. Из свойств функции
Райта ([14, лемма 27]) следует, что

lim
α→1

f̃(r, r′; t) =


f

(
r′, t−

|r− r′|
v

)
, t >

|r− r′|
v

,

0, t <
|r− r′|
v

.

Поэтому при α→ 1 получаем

lim
α→1

u(r, t) =
1

4πv2
lim
α→1

∫
V

f̃(r, r′; t)d3r′

|r− r′|
=

=
1

4πv2

∫
V

f(r, t− |r− r′|/v)d3r′

|r− r′|
,

то есть при α = 1 потенциал (9) переходит
в классический запаздывающий потенциал. Таким
образом, (9) дает общую форму для запаздывающих
потенциалов (скалярного и векторного) в дробной
электродинамике с уравнениями (2), (3).
В целях физической интерпретации формулы (9)

представляет интерес вычислить с ее помощью
запаздывающие потенциалы в простейшем случае
движущегося точечного заряда. В этом случае имеем

f = δ(r− re(t)), (10)

где re(t) — радиус-вектор траектории движения заря-
да. Подставляя (10) в (9) и выполняя интегрирование
по пространственной переменной, находим

u(r, t) =
1

4πv2

t∫
0

1
(t− t′)|r− re(t′)|

×

× φ
(
−α, 0;−|r− re(t

′)|
v(t− t′)α

)
dt′. (11)

Формула (11) представляет собой аналог формул
Лиенара—Вихерта для потенциалов поля, создава-
емого точечным электрическим зарядом, который
движется по заданной траектории. Для векторного
потенциала подынтегральное выражение в (11) необ-
ходимо умножить на vα(t′).
Из (11) при α → 1 могут быть получены клас-

сические выражения для скалярного и векторного
потенциалов Лиенара—Вихерта. Чтобы это показать,
введем функцию

η(t′) =
|r− re(t

′)|
v(t− t′)

, t′ ∈ (0, t).

Для производной имеем

dη(t′)

dt′
=

=
1

v(t− t′)

(
|r− re(t

′)|
(t− t′)

−
(r− re(t

′)) · τD1−α
0t′ vα(t)

|r− re(t′)|

)
,

где a ·b обозначает скалярное произведение векторов
a и b. Сделаем замену ξ = η(t′). Тогда имеем
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dt′

(t− t′)|r− re(t′)|
=

=
dξ

ξ|r− re(t′)| − τ
v (r− re(t′)) ·D1−α

0t′ vα(t)
.

Таким образом, получаем

u(r, t) =
1

4πv2

∞∫
η(0)

[
φ
(
−α, 0;−ξ(t− t′)1−α

)
ξ|r− re(t′)|−

− τv (r− re(t′)) ·D1−α
0t′ vα(t)

]
t′=η−1(ξ)

dξ, (12)

η(0) =
|r− re(0)|

vt
.

С учетом свойств функции Райта ([14, лемма 27])
при α→ 1 из (12) получаем

u(r, t) =
1

4πv2
1

|r− re(t′)|
(
1−

τ

v
n(t′) · v(t′)

) , (13)

где v(t′) = (1/τ)dre(t
′)/dt′, n(t′) = (r − re(t

′))/
|r − re(t

′)| — единичный вектор в направлении
вектора r − re(t

′). Формула (13) с точностью до
известных множителей дает потенциалы Лиенара—
Вихерта [15, с. 211].
Для неподвижного заряда (vα = 0) интеграл в (12)

вычисляется в аналитическом виде

u(r, t) =
φ
(
−α, 1;− |r−re|vtα

)
4πv2|r− re|

. (14)

Для (14) выполняются условия

u(r, 0) = 0,

u(r,∞) =
1

4πv2|r− re|
.

Полученный результат интерпретируется следую-
щим образом. Если в диэлектрическую среду в неко-
торую точку, задаваемую радиусом-вектором re, по-
местить заряд, то стационарное электрическое поле
на расстоянии |r − re| от него будет постепенно
устанавливаться с ростом t, причем скорость этого
процесса зависит от параметра α. В диэлектрике
такое явление может быть связано с поляризацией
или «диффузией» поля.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе впервые получена обобщенная
формула для запаздывающих потенциалов в элек-
тродинамике с уравнениями Максвелла, которые
содержат дробные производные по времени. По-
казано, что интегральную форму запаздывающих
потенциалов можно привести к известному виду,
если в качестве эффективной плотности заряда
взять свертку реальной плотности заряда или тока
с функцией Райта (9). Это фактически означает, что
введение в электродинамике дробных производных
по времени эквивалентно принятию осредненной

по времени специальным образом плотности заряда
или тока. Такое осреднение интерпретируется как
учет диссипации в некоторой диэлектрической среде.
Известно, что при наличии частотной дисперсии

волновое уравнение уже может не допускать записи
вида (6) при α = 1. В нашем случае, как отмечено
в [3, 4], имеется временная дисперсия, которая
приводит к понятию дробной производной в урав-
нениях Максвелла и запаздывающим потенциалам
вида (9). Из свойств (9) следует, что запаздывающие
потенциалы в дробной электродинамике, как это
и требуется, удовлетворяют принципу причинности:
изменение полей в точке наблюдения запаздывает
по отношению к изменению источников этих полей
поля в некоторой другой точке пространства на вре-
мя, необходимое для распространения возмущения.
Причем запаздывание в данном случае учитывает
диссипацию за счет феноменологического парамет-
ра α.

Исследование выполнено при финансовой под-
держке РФФИ (грант № 18-51-45005).
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