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Настоящая работа лежит в русле новых подходов, связанных с получением и исследованием
негиббсовских равновесных распределений. На основе модели Изинга получено новое равновесное
распределение для случая термостата соразмерного с системой. Также показано, что равновесное
распределение сильно отклоняется от гиббсовского при термостате, меньшем или соразмерном
с выделенной системой, и стремится к гиббсовскому в пределе большого термостата.
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ВВЕДЕНИЕ

В абсолютном большинстве подходов, связанных
с построением равновесной статистической меха-
ники, при получении равновесных распределений
Гиббса, канонического и большого каноническо-
го, используется формализм, связанный с моделью
термостата много большего системы, для которой
изучается и выводится соответствующее распределе-
ние [1–3]. Именно в этом приближении и выводятся
распределения Гиббса. В связи с этим представля-
ется логичным рассмотреть модель с термостатом
соразмерным с изучаемой системой, что для системы
большого числа частиц, но лабораторных размеров,
выглядит даже более реалистичным подходом.
Важно отметить, что сам Гиббс говорил о сво-

ем распределении, введенном им фактически без
вывода, что оно «по-видимому, является наиболее
простым мыслимым случаем, так как оно обладает
тем свойством, что когда система состоит из частей
с отдельными энергиями, закон распределения по
фазам для отдельных частей обладает одинаковой
природой — свойство, которое чрезвычайно упроща-
ет исследование и которое является основанием для
весьма важных отношений к термодинамике» [4].
Академик Н.Н. Боголюбов писал, что «среди всех
этих (возможных) распределений полностью приви-
легированное значение имеет каноническое распре-
деление. . . » [5]. Академик В.В. Козлов [6] также
подчеркнул, что Гиббс «предположил», что соответ-
ствующее распределение имеет экспоненциальный
вид.
За последние годы вышло большое количе-

ство публикаций, связанных с усовершенствованием
и в каком-то смысле критикой распределения Гиббса.
Данные новые подходы связаны с тем, что для слож-
ных систем (к примеру, фрактальных, социальных,
биологических) у распределения Гиббса не наблю-
дается согласия с экспериментальными данными,
а именно, важным его недостатком является тот
факт, что из распределения Гиббса ни при каких
условиях, за исключением абсолютно экзотических
и нефизичных [7], не следует степенное распределе-
ние [8].
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Данные альтернативные подходы основаны на но-
вых формах энтропий, среди которых самое широкое
применение нашли энтропия Реньи [9] и энтропия
Тсаллиса [10], и на соответствующих распределени-
ях, получаемых из них. Любопытно отметить, что
энтропия Тсаллиса, как правило, вводится незави-
симо, но при этом является частным, предельным
случаем энтропии Реньи.
Среди работ несколько другого направления выде-

лим те, в которых сделаны всевозможные попытки
обобщить распределение Гиббса для учета, к при-
меру, еще и распределения по температуре, которая
в каноническом и большом каноническом распре-
делении Гиббса строго фиксирована. Некоторые из
полученных результатов уже получили громкие на-
звания «суперстатистики» или «суперканонического»
распределения [11–14]. Из последних публикаций
выделим статью [15], в которой обсуждается рас-
пределение для системы осцилляторов, взаимодей-
ствующих с конечным малым термостатом, и способ
получения этого распределения.
В представленном в настоящей работе исследова-

нии негиббсовское распределение по энергии получе-
но из микроканонического распределения Гиббса для
модели Изинга в случае термостата, соразмерного
рассматриваемой системе.

1. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ДЛЯ ПОДСИСТЕМЫ
В МОДЕЛИ ИЗИНГА

Рассмотрим одномерную цепочку из N изингов-
ских спинов на окружности (периодические гранич-
ные условия) [16, 17]. Энергия такой системы имеет
вид

E({σ}) = −J
N∑
j=1

σjσj+1,

где J — константа взаимодействия соседних спинов,
а σj = ±1 — изинговские переменные, характеризую-
щие состояния спинов. Возможные значения энергии
такой системы нумеруются четным целым числомM ,
которое удовлетворяет очевидным условиям:

0 6M 6 N.

Для заданной спиновой конфигурации M равно чис-
лу пар соседних спинов, имеющих разные значения
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(σj = −σj+1). Энергия спиновой конфигурации тогда
равна

E(M) = −J(N − 2M), (1)

а число конфигураций с такой энергией есть

Γ(M) = 2
N !

M !(N −M)!
. (2)

В дальнейшем будем считать, что система N спи-
нов является изолированной, ее энергия определена
точно и соответствует некоторому конкретному чис-
лу M . Согласно микроканоническому распределению
Гиббса все состояния с заданной энергией равнове-
роятны.
Выделим подсистему из L спинов, начиная с пер-

вого и заканчивая L-м. Далее будем называть
эту подсистему «системой», а подсистему спинов
с (L + 1)-го по N -й будем считать «термоста-
том», с которым взаимодействует система. Система
и термостат обмениваются энергией, поскольку их
граничные спины взаимодействуют — 1-й с N -м
и L-й с (L + 1)-м. Значения энергии системы зада-
ются целым числом K, которое для данной спиновой
конфигурации системы σ1, . . . ,σL равно числу раз-
нонаправленных соседних спинов. Соответствующая
энергия системы есть

ES(K) = −J(L− 1− 2K), (3)

а число состояний системы с такой энергией равно

ΓS(K) = 2
(L− 1)!

K!(L− 1−K)!
. (4)

Условия, которым удовлетворяют возможные значе-
ния K, следующие:

max(0,M −N + L− 1) 6 K 6 min(M ,L− 1). (5)

Найдем теперь вероятность того, что система нахо-
дится в состоянии, соответствующем определенному
значению K. Так как для полной системы из N спи-
нов предполагаем микроканоническое распределение
при фиксированной энергии, то такая вероятность
равна:

wn =
1

Γ(M)

(N − L+ 1)!

(M −K)!(N − L+ 1−M +K)!
. (6)

Биномиальный коэффициент, стоящий в этой фор-
муле справа, выражает число способов выбрать из
N −L+1 пар соседей, не входящих в систему, ровно
M −K пар спинов, которые будут разнонаправлены,
а деление на общее число состояний (2) естествен-
но возникает из микроканонического распределения.
Важным результатом является то, что в общем
случае это выражение для вероятности явно не
сводится к каноническому распределению Гиббса при
некоторой температуре.

1.1. Средняя энергия системы

На основе полученного распределения (6), исполь-
зуя формулу для энергии системы (3) и тот факт, что
число микросостояний системы с энергией ES(K)

определяется соотношением (4), запишем выражение
для средней энергии системы:

〈ES〉 =

min(M ,L−1)∑
K=max(0,M−N+L−1)

ΓS(K)ES(K)

Γ(M)
×

× (N − L+ 1)!

(M −K)!(N − L+ 1−M +K)!
=

= − 2J
Γ(M)

min(M ,L−1)∑
K=max(0,M−N+L−1)

(L− 1− 2K)×

×
(
L− 1
K

)(
N − L+ 1
M −K

)
.

После рассмотрения различных случаев для гра-
ниц переменной K и применения свертки Вандер-
монда было получено точное общее выражение для
средней энергии системы:

〈ES〉 = −J(L− 1)

(
1− 2M

N

)
. (7)

2. ПРЕДЕЛЬНЫЙ СЛУЧАЙ БОЛЬШОГО
ТЕРМОСТАТА

Покажем, что в случае, когда «термостат» заметно
больше системы, формула (6) действительно прини-
мает вид распределения Гиббса. Пусть далее N � L.
Будем также считать, что энергия системы N спинов
такова, что

M

N
= α ∼ 1, (8)

где параметр α лежит в интервале (0, 1). Термодина-
мический предел E,N → ∞, E/N = const в силу
формулы (1) эквивалентен пределу N ,M → ∞,
α = const. В этом случае условия (5) на возможные
значения числа K сводятся к

0 6 K 6 L− 1. (9)

В силу (8) и (9) тогда имеем неравенства

L− 1� N , K �M , L− 1−K � N −M. (10)

Используя приближенное равенство

(N − n)! ≈ N !

Nn
,

которое выполняется при n� N , в силу (10) можем
переписать вероятность (6) следующим образом:

wn =
1
2
M !(N −M)!

N !
×

× (N − L+ 1)!

(M −K)!(N − L+ 1−M +K)!
≈

≈ 1
2
M !(N −M)!

N !

N !

NL−1

MK

M !

(N −M)L−1−K

(N −M)!
,

откуда приходим к

wn ≈
1
2

(
M

N −M

)K (
N −M
N

)L−1

. (11)
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Рисунок. Зависимость логарифма вероятности реализации микросостояния системы ln[wn(ES)] от энергии ES ,
соответствующей данному микросостоянию. Параметры системы фиксированы (L = 100 и J = 1), варьируются размеры
термостата и полная энергия цепочки(«система + термостат»): а — (N −L) = 50, б — (N −L) = 100, в — (N −L) = 200

и г — (N − L) = 900

Отметим, что с учетом кратностей состояний (4)
сумма этих вероятностей равна единице. Теперь
выразим число K через энергию состояния системы
En из формулы (3), K = (En/J+L−1)/2 и подставим
в формулу (11), получим для вероятностей:

wn =
1
2

(
M

N −M

)(EnJ +L−1) 12
(
N −M
N

)L−1

=

= eEn
1
2J log( M

N−M ) 1
2

(
M

N −M

)L−1
2
(
N −M
N

)L−1

.

Согласно последней формуле вероятности wn имеют
вид канонического распределения Гиббса

wn =
1
Z
e−

En
θ ,

в котором температура θ равна

θ = −2J
/

log

(
M

N −M

)
= −2J

/
log

(
α

1− α

)
,

(12)

а статистическая сумма имеет вид

Z = 2
(
N −M
M

)L−1
2
(

N

N −M

)L−1

=

= 2
(

1
α(1− α)

)L−1
2

. (13)

Сделаем два замечания. Первое: статистическая
сумма (13) зависит только от размера системы L
и отношения M/N = α, то есть от температуры θ,
связанной с α по формуле (12). От размера термоста-
та, таким образом, статистическая сумма не зависит,
как и должно быть.
Второе: если термостат «перенасыщен» энергией,

так что в случае J < 0 имеем α < 1/2, а при J > 0
имеем α > 1/2, то температура (12), которую он
задает для системы, является отрицательной.
На рисунке представлены графики зависимости

логарифма вероятности реализации микросостояния
системы ln[wn(ES)] от энергии ES , соответствующей
данному микросостоянию (расчеты проведены по
формулам (3) и (6)). Размер системы L и константа J
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везде одинаковые, а различные блоки графиков соот-
ветствуют различным размерам термостата. Внутри
каждого из блоков графики отличаются фиксиро-
ванным параметром M , который отвечает за общую
энергию замкнутой цепочки — «система + термо-
стат». Мы видим, что при увеличении относительных
размеров термостата (соотношение L/N приближа-
ется к нулю) линии графиков стремятся к прямым,
а следовательно, к виду, соответствующему канони-
ческому распределению Гиббса. Также наблюдаются
кривые, аппроксимируемые прямой с положительным
угловым коэффициентом, что в предельном случае
соответствует отмеченному выше появлению отрица-
тельной температуры.

2.1. Средняя энергия системы, как функция
температуры

Выразим из выражения для температуры (12)
отношение M к N :

M

N
=

1

exp
(
2J
θ

)
+ 1

.

Подставив в (7), получаем

〈ES〉 = −J(L− 1)

(
1− 2

exp
(
2J
θ

)
+ 1

)
=

= −J(L− 1) th

(
J

θ

)
.

Полученный результат для средней энергии в пре-
дельном случае демонстрирует совпадение с резуль-
татом при усреденении энергии по распределению
Гиббса.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в работе показано, что в случае
модели Изинга общепринятое каноническое распре-
деление Гиббса является лишь частным предельным
случаем, а при модели термостата соразмерного
с изучаемой системой или даже меньшим ее наблю-
дается заметное отличие от распределения Гиббса.
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This work is in line with new approaches for obtaining and studying non–Gibbs equilibrium distributions. Based
on the Ising model, a new equilibrium distribution is obtained for the case of a thermostat that is commensurate
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