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Число уровней кусочно-постоянного сигнала также считается заданным. Проведено исследование
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ВВЕДЕНИЕ

В современных экспериментальных исследованиях
часто возникает задача, в которой параметры изуча-
емого объекта не могут измеряться непосредственно,
и для оценки этих параметров используются мате-
матические методы. Схему таких измерений можно
представить в виде

ξ = Af + ν, (1)

где ξ — искаженный погрешностью ν результат
измерения выходного сигнала Af измерительного
прибора A, на вход которого подан сигнал f .
Задача состоит в оценивании сигнала f по данным

измерений ξ, математической модели измерительного
прибора A и модели погрешности ν. В ряде случаев
исследователя интересует оценка не самого сигна-
ла f , а некоторой известной функции от f . Такие
задачи возникают, например, при томографии [1],
в спектроскопии [2] и при восстановлении изобра-
жений [3].
Задачи такого типа часто относят к обратным зада-

чам математической физики, для их решения приме-
няют различные методы регуляризации [4–9]. В за-
дачах, где сигнал f является кусочно-непрерывным
или может содержать участки, близкие по своему
характеру к разрывам, применяются специальные
методы регуляризации [10]. Эти методы предназна-
чены для придания устойчивости оценкам и, как
правило, не сопровождаются контролем погрешности
решения. В методах теории измерительно-вычис-
лительных систем [11–13] исследуемые параметры
оцениваются так, чтобы их точность была макси-
мальна. Кроме того, методы теории измерительно-
вычислительных систем позволяют контролировать
согласие используемой математической модели из-
мерения с реальными данными, при этом частью
модели измерения является и модель измеряемого
объекта [14]. Параметр, контролирующий это согла-
сие, называется надежностью модели [15, 16].
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Как в первой группе методов, так и во второй важ-
ную роль играет дополнительная информация о клас-
се измеряемых сигналов [17–20]. Один из способов
учета априорной информации состоит в приближении
входного сигнала измерительного прибора кусочно-
постоянными функциями [21–24]. Такие подходы
перспективны, например, при восстановлении объ-
емной структуры керна, поры которого заполнены
несколькими видами жидкостей и газом.
Для того, чтобы учесть априорную информацию

о кусочно-постоянной структуре сигнала f , восполь-
зуемся методом максимальной надежности в сле-
дующей модификации. Будем считать неизвестным
параметром модели измерения (1) именно модель
кусочно-постоянного сигнала и согласие модели
с результатом измерения контролировать величиной
невязки ‖ξ −Af‖2.
В настоящей работе развиваются методы, предло-

женные в работах [23] и [24]. Оценка сигнала f
производится в два этапа: на первом этапе выбира-
ется разбиение поля зрения на области постоянства
сигнала f , на втором выбирается оценка значений
сигнала f на этих областях.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ИЗМЕРЕНИЯ

Все сигналы в (1) будем рассматривать как функ-
ции, заданные на равномерной сетке, состоящей
из конечного числа узлов {xk, k = 1, . . . ,N}. Тем
самым все сигналы будут считаться элементами
арифметического евклидова пространства RN , лю-
бой элемент g ∈ RN задан своими координатами:
g = {g1, . . . , gN}, i-я координата gi вектора g ∈ RN
интерпретируется как значение функции g(·) в i-м
узле xi, gi = g(xi). Линейные преобразования
этих векторов задаются матрицами. Таким обра-
зом, в математической модели схемы измерения (1)
f , ξ,Af ,ν ∈ RN . Вектор f ∈ RN — неизвестный
входной сигнал измерительного прибора A, оценку
которого требуется получить; A : RN → RN —
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линейное преобразование, заданное матрицей разме-
ра N × N . Погрешность ν есть гауссов случайный
вектор RN с нулевым математическим ожиданием
и ковариационной матрицей Σ; для простоты будем
считать Σ = σ2I, I — матрица тождественного
преобразования, таким образом, ν ∼ N

(
0,σ2I

)
.

Информацию о том, что сигнал f в (1) являет-
ся кусочно-постоянным, учтем следующим образом.
Пусть известно, что координаты вектора f принима-
ют не более чем m значений {c1, . . . , cm}, m � N ;
cj , j = 1, . . . ,m, могут быть любыми и какие коор-
динаты вектора f принимают значения cj , априори
неизвестно. Формально это можно записать в виде

f = Xc, (2)

считая, что вектор c = {c1, . . . , cm} есть элемент
m-мерного арифметического пространства Rm. Здесь
X — матрица размера N × m, задающая линейное
преобразование пространства Rm в RN . В каждой
строке такой матрицы ровно один элемент принимает
значение 1, остальные матричные элементы строки
равны 0. Класс таких матриц обозначим X .
Областью постоянства значений сигнала f бу-

дем считать максимальный по включению набор
{k1, . . . , kn} идущих подряд номеров координат, для
которых fk1 = · · · = fkn , или, в соответствии
с принятой интерпретацией координат, набор уз-
лов {xk1 , . . . ,xkn} равномерной сетки, для которых
f(xk1) = · · · = f(xkn), номера k1 и kn назовем гра-
ницами, а число номеров в наборе — длиной области
постоянства. В частности, если fi−1 6= fi 6= fi+1,
то соответствующая область постоянства значений
сигнала f состоит из единственного номера {i}.
Будем считать, что выходной сигнал Af связан

с входным f сверткой с известной аппаратной функ-
цией a(·) : R1 → R1, так что для дискретного
представления сигналов справедливо

ξi =
K∑

k=−K

akfi−k + νi, i = 1, . . . ,N , (3)
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Рис. 1. Исходный кусочно-постоянный сигнал f и сигнал ξ,
полученный в результате измерения сигнала f прибором
с гауссовой аппаратной функцией при наличии шума ν;
ci — уровни, которые может принимать исходный сигнал f ;

∆cxi — отрезок постоянства уровня сигнала f

здесь ak = a(xk), k = 1, . . . ,K, 2K + 1 6 N ,
a(x0) = a(0), a(xk) = a(−xk) при k = −K, . . . ,−1,
а fi в (3) и далее равны нулю при i 6 0 и при i > N .
С учетом класса возможных сигналов f , заданных
в (2), соотношение (3) запишем в виде

ξ = AXc + ν, (4)

матричные элементы матрицы A определены соотно-
шением (3):

Aij =

{
ai−j , |i− j| 6 K,
0, |i− j| > K.

Матрица преобразования AX имеет размер N × m.
Пример кусочно-постоянного сигнала f = Xc и ре-
зультат измерения ξ, полученного по формуле (4),
изображены на рис. 1 в виде зависимости значения
координат векторов от их номеров.

2. ЗАДАЧА ОЦЕНКИ ВХОДНОГО СИГНАЛА

В теории измерительно-вычислительных систем
надежностью модели измерения (1) при ν ∼
∼ N (0,σ2I) является монотонно убывающая функ-
ция квадрата нормы ‖ξ − Af‖2; с учетом (4)
‖ξ − Af‖2 = ‖ξ − AXc‖2 [12]. Поэтому оценку мак-
симальной надежности f̂ = X̂ĉ сигнала f определим
как решение задачи

(X̂, ĉ) = arg inf
X∈X ,c∈Rm

‖ξ −AXc‖2. (5)

Вектор q = ξ − AXc можно представить в виде
суммы двух ортогональных слагаемых, одно из них
является проекцией q на пространство R(AX) значе-
ний матрицы AX, а второе — проекцией на ортого-
нальное дополнение к R(AX). Эти проекции можно
записать через матрицу (AX)− : RN → Rm, псев-
дообратную матрице AX: ортогональная проекция
любого вектора z ∈ RN на R(AX) есть AX(AX)−z.
Обозначив ΠX = AX(AX)− ортогональный проек-
тор на R(AX) и учтя, что AX(AX)−AX = AX
и (I − ΠX)AXc = 0 для любого c, получим
q = ΠX(ξ−AXc)+(I−ΠX)ξ. Здесь второе слагаемое
справа зависит только от неизвестного X, а первое —
от X и c.
Теперь задачу (5) можно переписать в виде

(X̂, ĉ) = arg inf
X∈X ,c∈Rm

‖ΠX(ξ −AXc)‖2+

+ ‖(I −ΠX)ξ‖2.

Ее приближенное решение предлагается получить
в два этапа.
На первом этапе строится оценка X ∈ X как

решение задачи на минимум:

X̂ = arg inf
X∈X

‖(I −ΠX)ξ‖2. (6)

С геометрической точки зрения эта задача состоит
в выборе такого преобразования X̂ ∈ X , при котором
пространство значений матрицы AX наиболее близ-
ко к вектору ξ.
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На втором этапе при заданном X = X̂ строится
оценка ĉ вектора c как решение задачи

ĉ = arg inf
c∈Rm

‖ΠX̂(ξ −AX̂c)‖2. (7)

Заметим, что

‖ΠX̂(ξ −AX̂c)‖2 = ‖ξ −AX̂c‖2 − ‖(I −ΠX̂)ξ‖2,

и, поскольку второе слагаемое справа не зависит
от c, задача (7) имеет то же решение, что и задача
на минимум:

ĉ = arg inf
c∈Rm

‖ξ −AX̂c‖2,

которая в силу теоремы Гаусса—Маркова эквива-
лентна задаче построения наилучшей в среднем
квадратичном (с. к.) линейной оценки вектора c

при заданном AX̂. Решением этой задачи является
ĉ = (AX̂)−ξ, при этом с. к. погрешность этой
оценки равнаM‖c−ĉ‖2 = σ2 tr((AX̂)T (AX̂))−, здесь
M — знак математического ожидания, (·)T — знак
транспонирования, trQ — след матрицы Q.
С формальной точки зрения задача (6) может

иметь не единственное решение, тогда необходим
выбор решения исходя из дополнительных априор-
ных соображений, о которых речь пойдет ниже.
Задача (7) имеет единственное решение при любом
AX̂ [12].
Заметим, что (I − ΠX̂)ξ = ξ − AX̂ ĉ, поэтому

приближенное решение задачи (6) можно получить
в итерационной процедуре, в которой задается ну-
левое приближение ĉ(0) для вектора ĉ и X̂(0) ∈ X
матрицы X̂, далее происходит уточнение значений ĉ
решением задачи

ĉ(k) = arg inf
ĉ∈Rm

‖ξ −AX̂(k−1)ĉ‖2 (8)

и уточнение значений X̂ решением задачи

X̂(k) = arg inf
X̂∈X

‖ξ −AX̂ ĉ(k)‖2, (9)

k = 1, 2, . . . .
Эта итерационная процедура является сходящейся,

т. к. на каждом шаге не возрастает минимизируемый
функционал, ограниченный снизу.

3. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ

В этом разделе статьи описан метод выбора обла-
стей постоянства сигнала f и оценки значений сигна-
ла в этих областях. Для удобства выбора начального
приближения использовалась модель, в которой опе-
ратор A осуществляет «размытие» сигнала f .
Поиск оптимальной пары оценок (X̂, ĉ) начинается

с построения начального приближения (X̂(0), ĉ(0)).
Далее итерационным методом производится уточне-
ние оценок. Каждая итерация состоит из двух шагов.
На первом шаге производится уточнение оценки ĉ(k)

при фиксированной оценке X̂(k), на втором — уточ-
нение X̂(k) при фиксированной оценке ĉ(k).

3.1. Начальное приближение

В качестве начального приближения ĉ(0) вектора
уровней c можно взять равномерное разбиение об-
ласти значений координат вектора ξ на m равных
областей и использовать центры полученных обла-
стей в качестве начальных уровней cj :

Imax = max
i∈{1,...,N}

ξi,

Imin = min
i∈{1,...,N}

ξi,

ĉ
(0)
j = Imin +

Imax − Imin
m

(
j − 1

2

)
, j = 1, . . . ,m.

Начальное приближение X̂(0) матрицы X строится
таким образом, чтобы значения сигнала f̂ в точ-

ках xi, т.е. f̂
(0)
i =

(
X̂(0)ĉ(0)

)
i
, были максимально

близки к соответствующим измеренным точкам ξi:

X̂
(0)
ij =

1, j = argminj′∈{1,...,m}

∣∣∣ξi − ĉ(0)j′ ∣∣∣ ,
0, j 6= argminj′∈{1,...,m}

∣∣∣ξi − ĉ(0)j′ ∣∣∣ ,
i = 1, . . . ,N. (10)

Если при некотором i минимум в задаче

minj′∈{1,...,m}

∣∣∣ξi − ĉ(0)j′ ∣∣∣ достигается при двух

соседних значениях j′ и j′ + 1, то в первой строчке
формулы (10) будем выбирать значение X̂

(0)
ij′ = 1,

X̂
(0)
i(j′+1) = 0.

3.2. Вычисление оценки вектора уровней ĉ(k)

Если заданы значения ĉ(k−1) и X̂(k−1), то на
первом шаге k-й итерации происходит уточнение
значений уровней сигнала f̂ решением задачи (8):

ĉ(k) =
(
AX̂(k−1)

)−
ξ.

3.3. Коррекция оценки матрицы распределения
уровней X̂(k)

На втором шаге k-й итерации происходит уточне-
ние оценки областей постоянного значения сигнала f̂
путем коррекции матрицы X̂(k). Коррекция прово-
дится так, чтобы значение функционала, минимизи-
руемого в (9), не возрастало при замене X̂(k−1) на
X̂(k) = X̂(k−1) + δX̂(k−1):∥∥ξ −AX̂(k)ĉ(k)

∥∥2 6 ∥∥ξ −AX̂(k−1)ĉ(k)
∥∥2, X̂(k) ∈ X .

(11)
Здесь δX̂ — изменение оценки матрицы X̂ на k-й
итерации, далее называемое вариацией. В настоя-
щей работе выбор вариаций δX̂(k−1) производится
из некоторого набора базовых вариаций, специаль-
но подобранных из дополнительных предположений
о возможной форме областей постоянного значения
сигнала f . Эти предположения состоят в следующем.

1. Значение сигнала f в каждом узле сетки xi при
вариации может быть заменено на ближайшее
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Рис. 2. Шаги оптимизации матрицы распределения уров-
ней X̂: а — коррекция положений уровней; б — коррекция
положений переходов между уровнями; в — введение

новых уровней; г — устранение всплесков

сверху или ближайшее снизу либо может остать-
ся неизменным. Формально это означает, что
каждый матричный элемент строки матрицы X,
равный единице, за одну итерацию не может
сдвинуться более чем на одну позицию вправо или
влево (см. рис. 2, а).

2. Области постоянства значений координат оценки
f могут меняться так, что их границы сдвигаются
не более чем на одну точку влево или вправо.
Формально это означает, что в каждом столбце
матрицы X множество стоящих подряд единиц
может быть расширено или сужено на один эле-
мент сверху и (или) снизу (см. рис. 2, б).

3. Каждая область постоянства значений координат
оценки f , длина которой превышает заданный
порог ∆max, может быть разбита на три подмно-
жества одинаковой длины, и значение координат
вектора f среднего подмножества может изменять-
ся в соответствии с правилом, сформулированным
в п. 1 (см. рис. 2, в).

4. Каждая область постоянства координат оценки f ,
длина которой не больше заданного порога ∆min,
объединяется со следующей за ней областью
постоянства, и значение сигнала на этом объеди-
нении полагается равным значению сигнала на
следующей за ней области (см. рис. 2, г).

Правила 1 и 2 обеспечивают малость вариации
δX̂(k−1), измеряемой суммой квадратов ее матрич-
ных элементов. Правило 3 позволяет усложнить
структуру сигнала f путем добавления новых обла-
стей постоянства значения его координат, правило 4
обеспечивает «гладкость» оценки, не позволяя ей
осциллировать с высокой частотой.

В настоящей работе вариации δX̂(k−1) матри-
цы X̂(k−1) вычислялись последовательно, в четыре
этапа. На первом строился набор вариаций, удовле-
творяющих первому правилу, модифицированному
следующим образом: рассматривались вариации, для
которых области постоянного значения сигнала f
не менялись, а значения сигнала на этих областях
изменялись в соответствии с правилом 1. Из этих ва-
риаций выбирались такие, для которых выполнялось

неравенство (11), и происходила первая коррекция
матрицы X̂(k−1). Результат этого этапа коррекции
считался новой оценкой, полученной на первом этапе
второго шага k-й итерации.
Второй и третий этапы проводились аналогично

первому, выбор вариаций при этом удовлетворял
правилам 2 и 3 соответственно. Результатом каждого
из этих этапов являлась очередная коррекция оценки
матрицы X.
Четвертый этап состоял в удалении участков по-

стоянных значений оцениваемого сигнала, длитель-
ность которых меньше порога ∆min в соответствии
с правилом 4.
Если в результате k-й итерации минимизируемый

в (9) функционал менялся незначительно, так что∣∣∣‖ξ −AX̂(k)ĉ(k)‖2 − ‖ξ −AX̂(k−1)ĉ(k)‖2
∣∣∣ < ε,

где ε — выбранный порог, итерационная процедура
останавливалась и f̂ = X̂(k)ĉ(k) считалась оценкой
искомого кусочно-постоянного сигнала.
Отметим, что введение более узкого (по сравнению

с описанным в пп. 1, 2 настоящей статьи) класса
кусочно-постоянных сигналов, задаваемого правила-
ми 1–4, не гарантирует сходимости предложенного
алгоритма, так как применение правила 4 может
увеличить значение минимизируемого функцинала
при удалении участков постоянства сигналов малой
длительности, однако вычислительные эксперименты
показали, что результаты применения такого набора
правил приводят к меньшей погрешности оценки.
Остановку алгоритма в случае зацикливания можно
предусмотреть ограничением числа итераций.

4. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

С целью осуществления проверки предложенного
выше метода была разработана библиотека на языке
программирования Python. Проверка производилась
на искусственно сгенерированных сигналах, содер-
жащих 1000 точек и имеющих различное количество
уровней (m = 4, 8, 16, 32).
Истинный сигнал f генерировался случайным об-

разом, но с соблюдением следующих ограничений:
• сигнал может принимать только значения из фик-
сированного набора уровней;
• уровни могут принимать значения в диапазоне от 0
до 255;
• длина каждой из областей постоянства сигнала f
находится в диапазоне [la/4; 4la], где la — ха-
рактерный размер аппаратной функции (в данном
случае в качестве характерного размера использо-
валась ширина la = 2σa аппаратной функции a(·),
в качестве которой выбиралась функция Гаусса
a(x) = 1√

2πσ2a
exp{−x2/(2σ2a)}, σa = 3hx, hx = 1 —

шаг сетки по координате x).
Результат измерения ξ генерировался по форму-

ле (3). Добавляемый шум имел гауссово распределе-
ние с нулевым средним и дисперсией σν = 3.
Поскольку вычислительный эксперимент прово-

дился для сигналов, генерируемых компьютером, то
для оценки эффективности восстановления сигна-
ла использовалась норма разности восстановленного
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Рис. 3. Фрагмент исходного сигнала f , содержащего
8 уровней, и восстановленных сигналов: f̂ , f̂W (восстанов-
ление с помощью фильтра Винера) и f̂RL (восстановление

методом Ричардсона—Люси)

сигнала f̂ от истинного f :

εf (f̂) = ‖f − f̂‖. (12)

Заметим, что функционал (12) контролирует ре-
альную точность восстановления и может быть опре-
делен лишь в модельном эксперименте, в котором
известен истинный входной сигнал f .
Эффективность алгоритма для задачи устранения

размытия кусочно-постоянного сигнала вычислялась
как отношение нормы разности ‖f − ξ‖ зарегистри-
рованного сигнала ξ и истинного f к норме разности
полученного решения f̂ и истинного сигнала:

η =
εf (ξ)

εf (f̂)
. (13)

Чем лучше алгоритм, тем меньше ошибка решения
εf (f̂) и тем выше будет эффективность алгоритма η.
Результаты восстановления сигнала методами,

описанными в данной статье, сравнивались с ре-
зультатами, полученными с использованием фильтра
Винера [5] и алгоритма Ричардсона—Люси [6]. Па-
раметры последних двух методов подбирались таким
образом, чтобы обеспечить наибольшую точность
восстановления для используемого сигнала. Фраг-
мент исходного сигнала и его оценки, полученные
перечисленными методами, изображены на рис. 3.
Результаты измерения эффективности восстановле-
ния сигналов с различным количеством уровней
приведены в таблице.
Результаты вычислительного эксперимента пока-

зывают, что для сигналов с небольшим количеством

Таблица. Экспериментально измеренные значения эффек-
тивности восстановления сигнала c помощью основного
алгоритма (η), фильтра Винера (ηW ) и алгоритма Ричард-
сона—Люси (ηRL) от количества уровней m кусочно-

постоянного сигнала

m η ηW ηRL

4 3.7± 1.0 1.09± 0.16 1.17± 0.20
8 2.5± 0.5 1.09± 0.11 1.16± 0.12
16 1.6± 0.3 1.07± 0.14 1.18± 0.14
32 1.15± 0.17 1.06± 0.10 1.17± 0.12
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Рис. 4. График зависимости эффективности восстановле-
ния сигнала η (13) от количества итераций для сигналов

с различным количеством уровней

уровней (4 и 8) предложенный метод позволяет
в несколько раз увеличить эффективность (13)
предложенного алгоритма. Для сигналов с боль-
шим количеством уровней качество восстановления
падает. Методы Ричардсона—Люси и Винера не поз-
воляют получить значительного сокращения ошибки
на рассматриваемом классе сигналов. Зависимости
качества восстановления от количества уровней сиг-
нала для последних двух методов выявлено не было.
Также была произведена оценка сходимости пред-

ложенного метода. В большинстве случаев уже
на пятой итерации изменение эффективности η за
итерацию не превышает 5%. Типичные графики за-
висимости эффективности восстановления сигнала f
от номера итерации изображены на рис. 4.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе описан метод восстановления
кусочно-постоянных одномерных сигналов по ре-
зультатам их измерения при наличии шумов в из-
мерительной системе. Для восстановления сигнала
требуется знание аппаратной функции измеритель-
ного прибора и количества уровней исходного сиг-
нала. Главное отличие предложенного метода от
большинства существующих заключается в учете
кусочно-постоянной структуры сигнала при его вос-
становлении.
Использовался итерационный метод, каждая ите-

рация которого состоит из двух шагов: уточне-
ние значений уровней кусочно-постоянного сигнала
и уточнение положений отрезков постоянного значе-
ния.
В ходе вычислительного эксперимента было пока-

зано, что для регистрации сигналов с небольшим
количеством уровней (менее 10), размытых гауссовой
аппаратной функцией и искаженных аддитивным
шумом, предложенный метод позволяет в несколько
раз повысить эффективность восстановления, пони-
маемую как отношение нормы разности размытого
и истинного сигналов к норме разности восстанов-
ленного и истинного сигналов. При этом другие
методы, используемые для восстановления свертки
(метод Ричардсона—Люси и фильтр Винера), на рас-
сматриваемом классе сигналов оказываются менее
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эффективными. Также было показано, что рассмот-
ренный метод обладает достаточно быстрой сходи-
мостью. В большинстве случаев значение ошибки
стабилизируется за 5 итераций.

Работа выполнена при частичной поддержке
РФФИ (гранты № 19-29-09044 (части 2 и 3) и № 19-
01-00790 (часть 4)).
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