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Экспериментально показано, что обратный градиент давления приводит к периодическому
торможению пограничного слоя плоскопараллельного течения в открытом канале. В процессе
торможения за счет действия обратного градиента давления и силы трения формируется мгно-
венный вертикальный профиль скорости с локальным минимумом, расположенным выше вязкого
слоя между двумя точками перегиба. Показано, что в тонком слое, содержащем верхнюю точку
перегиба, плоскопараллельное течение неустойчиво, что подтверждено в эксперименте: в этом
слое зафиксировано формирование цилиндрического вихря при критическом значении обратного
градиента давления в конце цикла торможения.
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ВВЕДЕНИЕ

Проблема устойчивости течений в пограничном
слое потока у твердой поверхности важна для мно-
гих технических и геофизических задач, таких как
теория крыла, исследования гидродинамических по-
токов, переноса наносов и примесей, деформация дна
рек и каналов. В тонком слое потока, прилегающем
к стенке, вязкость доминирует. Выше вязкого слоя
существует область, где вязкость еще сильно влияет
на течение, образуя пограничный слой. Течение
жидкости удовлетворяет уравнению Навье—Стокса,
включающего влияние вязкой диффузии и градиента
давления. Для несжимаемой жидкости

du

dt
= −∇p

ρ
+ ν∆u, ∇u = 0, u|S = 0,

где u — скорость течения, ρ, ν — плотность и кине-
матическая вязкость жидкости, p — давление, t —
время, S — поверхность раздела. Для стационар-
ных потоков однородной жидкости без обратного
градиента давления на основе соображений подо-
бия для внешней части пограничного слоя получен
вертикальный профиль скорости u(y), называемый
«универсальным законом стенки» [1]:
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ν
∂u

∂y
, (1)

где κ,C — постоянные. В [1] Прандтль впервые
предположил, что под действием положительного
градиента давления в пограничном слое потока
течение тормозится вплоть до полной остановки
жидкости, что должно приводить к образованию
вихрей. Потерю устойчивости ламинарного течения
в пограничных слоях потоков с обратным градиентом
давления обнаружили в многочисленных исследо-
ваниях в экспериментальных и натурных условиях
(например, [2–5]). Математическое моделирование
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таких нестационарных пограничных течений являет-
ся сложной задачей, которую пока решить не уда-
лось. Были сделаны попытки эмпирически подобрать
параметры и способы нормировки данных, чтобы
представить вертикальные профили усредненной по
времени скорости нестационарного течения в виде
экспонент, подобных решению (1). Считается, что
у самого дна, где скорость течения полагается равной
нулю, возникает точка перегиба на вертикальном
профиле скорости, обеспечивая неустойчивость ла-
минарного течения. Однако форма профиля с точкой
перегиба не гарантирует потерю устойчивости лами-
нарного течения к малым возмущениям [6]. Кроме
того, экспериментальные и натурные исследования
показывают, что у дна наблюдается линейное рас-
пределение скорости по вертикали [2–5] без точки
перегиба. Можно предположить, что причина неудач
такого подхода заключается в том, что устойчи-
вость плоскопараллельного течения анализируется
по форме вертикального профиля усредненной по
времени скорости течения. В [7] экспериментально
показано, что в прямом канале в пограничном слое
потока с обратным градиентом давления имеет место
нестационарный циклический процесс торможения
жидкости, а каждый цикл заканчивается формирова-
нием цепочки цилиндрических вихрей с горизонталь-
ной осью, направленной в поперечном направлении.
В [8] также экспериментально зафиксирована перио-
дическая генерация возмущений у стенки в потоке
с положительным градиентом давления. Периоди-
ческая потеря устойчивости ламинарного движения
может быть связана с периодической деформаци-
ей вертикального профиля скорости в процессе
торможения жидкости. Можно предположить, что
в процессе периодического торможения жидкости
существует критическая фаза, в которой на профиле
формируется особенность, обеспечивающая потерю
устойчивости ламинарного движения. Для проверки
сделанного предположения необходимо эксперимен-
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Рис. 1. Схема течения. 1 — область равномерного течения,
2 — область замедляющегося течения, 3 — вихри в погра-

ничном слое потока, 4 — поверхность воды

тально исследовать процесс торможения жидкости
в потоках с обратным градиентом давления, полу-
чить вертикальные профили скорости в различных
фазах процесса торможения течения. Решение этой
задачи является целью настоящей работы. Экспери-
менты проводились в прямом канале, схема течения
показана на рис. 1. Горизонтальные треки частиц
нейтральной плавучести демонстрируют ламинарный
характер течения везде, кроме пограничного слоя.
В рабочей области имелась зона, в которой скорость
течения не менялась в направлении движения (циф-
ра 1), и зона, в которой скорость уменьшалась по
течению (цифра 2). Такое распределение скорости
обеспечивалось изменением местного наклона дна
канала в диапазоне 1−2◦ с помощью встроенных
домкратов и изменением расхода воды на выходе из
канала. В процессе торможения жидкости на границе
зон перепад скорости менялся и достигал максимума,
что позволяло наблюдать потерю устойчивости лами-
нарного течения и формирование вихрей (цифра 3)
в пограничном слое потока.

1. МЕТОДИКА И АППАРАТУРА

Эксперименты проводились в прямом канале
с гладкими прозрачными стенками из оргстекла
длиной 3.5 м, шириной 15 см с регулируемым
наклоном дна. Были исследованы равномерные по-
токи с нулевой составляющей градиента давления
в направлении движения ∂p

∂x = 0 и потоки с обратным

градиентом давления ∂p
∂x > 0. Расход воды не

менялся во времени. Толщина слоя воды составляла
2.1 < h < 3.1 см. Максимальная (в сечении) средняя
скорость потоков в серии экспериментов составляла
15 < Umax < 40 см/с, число Рейнольдса Re = Umaxh

ν

заключено в диапазоне (4.5−12) · 104, среднее значе-
ние ∂u

∂x не превышало по модулю 0.1 с−1. Для иссле-
дования поля скорости использовалась видеозапись
перемещения частиц с плотностью ρ = 1.05 г/см3

и средним диаметром 0.2 мм. Размер частиц поз-
волял разрешать скорость течения в вязком слое
потока толщиной порядка 2 мм. Видеозапись велась
через боковую стенку канала. Скорость видеоза-
писи — 25 кадров в секунду. Камера вручную
фокусировалась на ось канала, чтобы по четкости
изображения отличать и использовать при обработке
частицы, перемещающиеся вдали от вертикальных
стенок. Рабочий участок занимал 18 см вдоль про-
дольной оси канала. Обработка данных видеозаписи
с помощью программы Adobe Photoshop позволила

получить траектории и скорости частиц, одновре-
менно перемещавшихся вдоль рабочего участка на
разных горизонтах. Скорость потока определялась по
смещению частиц от кадра к кадру. Для исследо-
вания поля скорости основного плоскопараллельного
течения учитывалось перемещение только тех ча-
стиц, которые имели горизонтальные траектории,
направленные вдоль оси канала (оси x). Такой вы-
бор частиц исключал учет возмущений, вносимых
вихрями в плоскопараллельное течение основного
потока [7, 9]. Среднее значение скорости для коор-
динаты x, y, z определялось по нескольким частицам,
имеющим близкие траектории для заданной фазы
торможения течения.

2. ВЕРТИКАЛЬНЫЕ ПРОФИЛИ СРЕДНЕЙ
СКОРОСТИ РАВНОМЕРНЫХ

И ЗАМЕДЛЯЮЩИХСЯ ТЕЧЕНИЙ

На рис. 2 приведены нормированные профили
усредненной по времени скорости для двух потоков
одинаковой глубины h = 3 см и одинаковой макси-
мальной в сечении скорости Umax = 30 см/с. Один
из потоков — равномерный, а второй — с обрат-
ным градиентом давления с начальным значением
продольного градиента скорости ux = −0.1 см−1.
Время усреднения значений скорости на порядок
превышало период процесса торможения замедляю-
щегося потока и составляло 6 с. Из приведенных
данных следует, что в равномерных и замедля-
ющихся потоках у дна существует вязкий слой
с линейной зависимостью средней скорости течения
от вертикальной координаты u(y). Толщина вязкого
слоя определяется точкой пересечения двух линий
тренда: для вязкого слоя — это линейная функция
u(y), а для внешней части пограничного слоя —
экспонента. В исследованном диапазоне значений
скорости (15 < Umax < 40 см/с) толщина вязкого
слоя равномерного потока составляет δ ≈ 0.1 · h,
а скорость на верхней границе вязкого слоя —
u(δ) ≈ 0.5 · Umax. В замедляющемся потоке толщина
слоя с линейным профилем средней скорости состав-
ляет δ ≈ 0.06 · h, а u(δ) ≈ 0.4 · Umax — эти значения
ниже, чем в равномерном потоке.
Экспериментальные данные показывают, что фор-

ма профиля усредненной по времени скорости за-
медляющегося потока выше вязкого слоя подобна
профилю (1), линейна в вязком слое и не имеет
точек перегиба. Такая форма профиля соответствует
устойчивому основному течению [10]. Тем не менее
в экспериментах был зафиксирован периодический
вылет вихрей в потоках с обратным градиентом
давления, как и в работах [7, 8]. Для объясне-
ния неустойчивости течения замедляющегося потока
было исследовано изменение формы вертикального
профиля скорости в различных фазах процесса тор-
можения.

3. ПРОФИЛИ СКОРОСТИ ТЕЧЕНИЯ
В РАЗЛИЧНЫХ ФАЗАХ ПРОЦЕССА

ТОРМОЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ

Экспериментальные данные показали, что процесс
торможения течения в потоке с обратным градиентом



ФИЗИКА ЗЕМЛИ, АТМОСФЕРЫ И ГИДРОСФЕРЫ 51

Рис. 2. Равномерный (закрашенные маркеры) и замедляющийся (пустые маркеры) потоки. Umax = 30 см/с, h = 3 см.
Время усреднения — 6 с (10 циклов процесса торможения). Стрелка — доверительный интервал

Рис. 3. Изменение скорости течения вдоль продольной оси, y = 0.4 см. Штриховая линия — начало процесса торможения,
сплошная линия — фаза максимального торможения. В каждой фазе усреднение по десяти циклам

давления происходит периодически, каждый цикл за-
вершается формированием вихря в придонном слое.
На рис. 3 приведены зависимости u(x), полученные
в начале процесса торможения и в фазе максималь-
ного торможения. Данные получены на координате
y = 0.4 см. Средние значения толщины слоя во-
ды и скорости течения на свободной поверхности
составляли h = 3 см и Umax = 30 см/с. Скорость
на заданной координате x представляет усредненное
по 10 циклам значение для данной фазы торможения.
Период процесса торможения T = 0.6 с. На входном
участке 0 < x < 2.8 см скорость течения на поверх-
ности жидкости не меняется вдоль x (равномерное
течение). На участке 3 < x < 8 см скорость течения
убывает вдоль x, в начале процесса среднее значение
производной ux = ∂u

∂x ≈ −0.1 см−1. Максимальный
перепад скорости наблюдается на границе участков
с равномерным и замедляющимся течением в фазе
максимального торможения жидкости. На погранич-
ном участке 2.8 < x < 3.8 см снижение скорости
имеет вид несимметричного локального минимума
функции u(x). Глубина минимума растет в процессе
торможения, так как с одной стороны границы
скорость почти не меняется, а с другой стороны —
убывает. В результате производная скорости по про-

дольной координате на границе достигает значения
ux ≈ −8 см−1 в фазе максимального торможения,
превышая начальное значение почти на два порядка.
На рис. 4 приведены вертикальные профили ско-

рости, соответствующие начальной и максимальной
фазам торможения. Нормировка данных выполнена
на максимальную скорость потока на свободной
поверхности и толщину слоя воды. На профиле, по-
лученном в начальной фазе торможения, эксперимен-
тальные данные хорошо следуют экспоненциальной
зависимости y(u) выше вязкого слоя и линейной
функции в вязком слое у дна канала. В фазе
максимального торможения в слое 0.04 < y

h < 0.23
на профиле появилась особенность в виде локального
минимума с двумя точками перегиба на координатах
y ≈ 0.08h и 0.16h. На врезке рис. 4 приведен кадр
видеозаписи, на котором зафиксировано формиро-
вание вихря в слое, лежащем выше вязкого слоя.
Визуализация получена белыми частицами нейтраль-
ной плавучести, захваченными вихрем в процессе
формирования. Формирование вихря свидетельству-
ет о потере устойчивости ламинарного движения
в верхней части слоя. Если разбить этот слой на
два подслоя, содержащих по одной точке перегиба,
нижний 0.04 < y

h < 0.14 и верхний 0.14 < y
h < 0.23,
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Рис. 4. Вертикальные профили скорости в начальной
фазе (закрашенные маркеры) и в фазе максимального
торможения (пустые маркеры соединены подгоночной кри-
вой) на границе участков равномерного и замедляющегося
течения. На врезке кадр видеозаписи, 1 — формирование
цилиндрического вихря. Сплошные линии — аппроксими-

руют данные в вязком слое

то можно оценить устойчивость ламинарного те-
чения в каждом подслое по форме вертикального
профиля скорости течения [6]. В соответствии с дан-
ными, приведенными на рис. 4, скорость течения
монотонно увеличивается вдоль оси y во всем
слое (0,h), а первая производная функции uy(y)
имеет минимум в нижней точке перегиба и макси-
мум в верхней точке перегиба. Для таких течений
получен ряд теорем, позволяющих оценить устой-
чивость ламинарного движения по форме профиля
скорости [6]. Для подслоя с нижней точкой пере-
гиба выполняются условия теоремы Фьортофта [11],
гарантирующей устойчивость ламинарного движения
к малым возмущениям в том случае, если в точке
перегиба на профиле скорости первая производная
скорости по вертикальной координате имеет мини-
мум [6]. Для подслоя, содержащего верхнюю точку
перегиба, выполнены условия теоремы Розенблюта—
Симона [12]. Эта теорема дает необходимое и доста-
точное условие устойчивости плоскопараллельного
течения в том случае, если первая производная
скорости по вертикальной координате имеет макси-
мальное значение, а следующее выражение имеет
отрицательный знак [6]:

− dy
dU
· 1
U − Ud

∣∣∣∣U(b)

U(a)

+

U(b)∫
U(a)

d2y

dU2 ·
dU

U − Ud
< 0, (2)

где U — скорость плоскопараллельного течения,
Ud — скорость течения в точке перегиба, U(a, b) —
скорость течения на нижней и верхней границах
подслоя. Если знак выражения (2) больше нуля, то
течение неустойчиво. Для проверки устойчивости
течения в фазе максимального торможения были
использованы данные, полученные в потоке глубиной
h = 3 см и скоростью течения на свободной поверх-
ности Umax = 30 см/с. Зависимость y(U) в верхнем

подслое была аппроксимирована полиномом:

y = 0.0004U4 − 0.0148U3 + 0.2197U2−
− 1.3228U + 2.9737.

Основные параметры, входящие в выражение (2),
составляют U(a) = 9, U(b) = 16, Ud = 12.9 см/м,
координаты a = 0.41, b = 0.7 см, точки перегиба
y = 0.54 см. Расчет показал, что выражение (2)
имеет положительный знак в верхнем подслое, сле-
довательно, течение неустойчиво [6]. Однако надо
учесть, что приведенные критерии устойчивости
получены для профилей с одной точкой переги-
ба. Тем не менее полученный вывод подтверждает
эксперимент — наша видеозапись, кадр которой
приведен на врезке рис. 4. На кадре видно, что вихрь
сворачивается выше вязкого слоя, толщина которого
обозначена символом δ. Похожие экспериментальные
данные получены в работе [13]. Это позволяет
заключить, что формирование вихря происходит
в подслое, содержащем верхнюю точку перегиба
и лежащем выше вязкого слоя.

4. ОЦЕНКА СИЛ, ДЕЙСТВУЮЩИХ
НА ЕДИНИЧНЫЙ ОБЪЕМ ЖИДКОСТИ

НА ГРАНИЦЕ РАВНОМЕРНОГО
И ЗАМЕДЛЯЮЩЕГОСЯ ТЕЧЕНИЙ

Вихрь формируется на начальном участке зоны
торможения течения, где наблюдается локальный
минимум функции u(x), глубина которого увеличи-
вается со временем. Когда производная скорости ux
достигает минимального значения ux ≈ −8 см−1,
возникает вихрь. Возникает вопрос о причинах воз-
никновения зоны резкого торможения жидкости на
границе участков равномерного и замедляющегося
течений в придонном слое толщиной примерно 2δ.
Можно предположить, что в этом слое, где форми-
руется локальный минимум скорости, силы тормо-
жения, действующие на единичный объем жидкости,
имеют максимум.
Рассмотрим движение единичного объема жид-

кости массы m вдоль оси x в зоне торможения
течения. Для получения приблизительных оценок
будем полагать, что единичный объем сохраняет
свою форму, а плоскопараллельное течение в тонком
слое безвихревое. Тогда можно записать уравнение
движения единичного объема и интеграл движения
Коши—Лагранжа:

m
du

dt
= −dp

dx
+ Ffr,

p+m

(
u2

2
+
∂ϕ

∂t

)
= const,

(3)

где ϕ — потенциал скорости плоскопараллельного
течения. Будем считать, что сила трения опреде-
ляется максимальной оценкой силы касательного
напряжения на данном горизонте Ffr = −µuyS,
где µ — динамическая вязкость жидкости, а S —
площадь горизонтальной поверхности объема. Пусть
толщина единичного объема будет равна толщине
вязкого слоя δ, тогда торможение жидкости за счет
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трения между слоями определяется выражением

afr =
Ffr
m

= −ν
δ
uy (4)

где ν — кинематическая вязкость жидкости. Найдем
горизонтальную составляющую градиента давления,
используя второе уравнение (3):

1
m

dp

dx
= −u · ux − ut, ut =

∂u

∂t
. (5)

Из (3)–(5) получаем выражение, определяющее
торможение единичного объема:

du

dt
= u · ux + ut − afr. (6)

В (6) ux < 0, ut < 0 в замедляющемся потоке
жидкости, afr = ν

δ uy. Полученные в эксперименте
данные о поле скорости позволяют оценить слагае-
мые в правой части (6) на границе зон равномерного
и замедляющегося течений. Максимальная интен-
сивность торможения в начале процесса приходится
на вязкий слой, основной вклад обусловлен силой
трения. Выше вязкого слоя на координате y

h ≈ 0.2
вклады силы трения и обратного градиента дав-
ления равны и составляют примерно 5–6 см/с2.
В процессе торможения вклад обратного градиента
давления в торможение жидкости быстро растет, так
как растет перепад скорости и производная ux на
границе участков с равномерным и замедляющимся
течениями.

Рис. 5. Компоненты сил обратного градиента давления
|u · ux| и трения (afr) в фазе максимального торможения
жидкости на границе участков равномерного и замедляю-

щегося течений

На рис. 5 приведены зависимости основных компо-
нент замедления течения от вертикальной координа-
ты, полученные в фазе максимального торможения
жидкости. В этой фазе максимум интенсивности
торможения течения смещается из вязкого в слой
с экспоненциальной зависимостью y(u) и лежит на
координате y

h ≈ 0.17. Максимум обусловлен как
обратным градиентом давления, так и силой трения.
Максимум силы трения совпадает с максимум про-
изводной uy на координате верхней точки перегиба
y
h ≈ 0.18. Вклад обратного градиента давления в три
раза больше, чем вклад трения, что обусловлено
быстрым ростом производной ux на границе равно-
мерного и тормозящегося течений. В зоне равномер-
ного течения скорость почти не меняется, а в зоне

замедления — быстро падает. При этом увеличение
ux приводит к росту обратного градиента давления,
что обеспечивает положительную обратную связь
между ними. В результате в узкой зоне на границе
равномерного и тормозящегося течений возникает
локальный минимум скорости, а на вертикальном
профиле скорости появляются две точки перегиба.
Это приводит к потере устойчивости плоскопарал-
лельного течения в подслое, содержащем верхнюю
точку перегиба, и формированию вихря.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенная экспериментальная методика поз-
волила изучить поле скорости в пограничном слое
равномерных потоков и потоков с обратным гради-
ентом давления в прямом канале с гладким дном.
Показано, что вертикальные профили скорости,
осредненной на больших временах, имеют линейную
зависимость скорости от вертикальной координаты
в придонном слое равномерных и замедляющихся
потоков и экспоненциальную зависимость y(u) выше
этого слоя. Толщина слоя с линейным профилем
скорости и скорость на верхней границе этого слоя
максимальны в равномерных потоках (δ ≈ 0.1 · h,
u(δ) ≈ 0.5 · Umax) и уменьшаются в замедляющемся
потоке.
В пограничном слое замедляющегося потока те-

чение имеет циклический характер — периодически
жидкость тормозится. Процесс торможения имеет
наибольшую интенсивность на границе равномерного
и замедляющегося течений, где производная ux быст-
ро растет, обеспечивая положительную обратную
связь с обратным градиентом давления. В фазе
максимального торможения в слое 0.04 < y

h < 0.23
на вертикальном профиле скорости формируется
особенность в виде локального минимума с двумя
точками перегиба на координатах y ≈ 0.08h и 0.16h.
В нижней точке перегиба выполняются условия тео-
ремы Фьортофта устойчивости плоскопараллельного
течения. В верхней точке перегиба в соответствии
с критерием теоремы Розенблюта—Симона плоско-
параллельное течение неустойчиво. Следует учесть,
что обе теоремы доказываются для профиля скорости
с одной точкой перегиба. В связи с этим вывод
о неустойчивости в слое, содержащем верхнюю точку
перегиба, требует экспериментальной проверки, что
и было сделано в настоящей работе. В этом слое
в эксперименте фиксируется формирование цилин-
дрических вихрей, что подтверждает заключение
о потере устойчивости плоскопараллельного течения.
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Deformation of the Vertical Velocity Profile during Deceleration of a Flow with an Adverse
Pressure Gradient
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It has been shown experimentally that an adverse pressure gradient leads to periodic deceleration of the boundary
layer of a plane-parallel flow in an open channel. During the deceleration, the action of the reverse pressure
gradient and friction force forms an instantaneous vertical velocity profile with a local minimum above the
viscous layer between two inflection points. In a thin layer containing the upper inflection point, the plane-
parallel flow is unstable, which has been confirmed experimentally: a cylindrical vortex is formed in this layer at
a critical value of the reverse pressure gradient when the deceleration cycle terminates.
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