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Рассмотрено формирование запутанного спинового состояния в результате низкоэнергетического
упругого столкновения двух протонов. Для описания процесса рассеяния использована теоретиче-
ская модель, которая хорошо согласуется с имеющимися экспериментальными данными по угловым
дифференциальным сечениям протон–протонных столкновений при низких энергиях. Запутанность
спинового состояния конечных протонов в зависимости от угла рассеяния проанализирована
с помощью неравенства Белла и согласованности пары. Соответствующие численные результаты
при разных значениях энергии столкновения сопоставлены с результатами без учета ядерных
сил. Показано, что присутствие ядерного взаимодействия существенно усиливает эффекты
запутанности по спину.
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ВВЕДЕНИЕ

Квантовая запутанность — одна из важнейших
концепций, которая возникает при переходе от клас-
сической к квантовой физике.

Запутанными состояниями обычно называются
такие состояния, в которых определенные харак-
теристики входящих в них микросистем связаны
(«запутаны» или «сцеплены») между собой при
помощи какого-либо закона сохранения. Исключи-
тельные свойства запутанных состояний продемон-
стрировали еще в 1935 г. Эйнштейн, Подольский
и Розен. В своей знаменитой статье «Можно ли
считать квантовомеханическое описание физической
реальности полным?» [1] они поставили под со-
мнение полноту квантовой механики с помощью
мысленного эксперимента, названного впоследствии
парадоксом Эйнштейна–Подольского–Розена (ЭПР).
Он заключается в измерении параметров микро-
объекта косвенным образом, без непосредственного
воздействия на этот объект. Эйнштейн, Подоль-
ский и Розен рассмотрели две квантовомеханиче-
ские системы, взаимодействующие между собой,
которые позже перестают взаимодействовать. Когда,
к примеру, две частицы, провзаимодействовавшие
на близком расстоянии, разлетаются далеко друг от
друга, то для разных результатов измерений над
первой системой вторая система также оказывается
в разных состояниях. Эти состояния описываются
разными волновыми функциями, при том, что ни-
какого физического воздействия на вторую систему
не производится.

Также ЭПР–парадокс, столь важный для новой
интерпретации квантовой теории, обсуждал Шрё-
дингер в своей статье [2]. Состояния, волновые
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функции которых нельзя представить в виде про-
изведения индивидуальных функций, были названы
Шрёдингером запутанными. Пару частиц в запутан-
ном состоянии иногда называют ЭПР-парой (один из
известных примеров — синглетное состояние двух
частиц со спином 1/2 [3]). В таких состояниях суще-
ствует достаточно жесткая внутренняя корреляция.
Вследствие этой корреляции измерение одной части-
цы приводит к изменению волновой функции второй
частицы, даже если эти частицы находятся очень
далеко друг от друга. Это может свидетельствовать
о наличии некоторого нелокального взаимодействия,
или об «отсутствии локальной реальности».

Почти сразу после публикации ЭПР–парадокса
Бор дал его формальное разрешение [4]. Его суть
в том, что в квантовой механике нельзя рассмат-
ривать состояние безотносительно к окружению,
и конкретно безотносительно к измерительным при-
борам. Именно из-за определенного расположения
приборов при измерении импульса одной частицы
можно точно предсказать импульс второй частицы.
Эта макроскопическая обстановка дает возможность
выявить внутренние корреляции в квантовой систе-
ме. В 1964 году Джон Стюарт Белл предложил
математический формализм с использованием допол-
нительных параметров для объяснения стохастиче-
ской природы квантовых явлений [5]. Неравенства,
полученные Беллом, должны были показать, делает
ли введение этих параметров описание квантовой
механики детерминированным, а не вероятностным.
При нарушении неравенств Белла детерминистиче-
ское описание с использованием дополнительных па-
раметров невозможно. Следовательно, становилось
возможным в эксперименте получить определенную
величину, которая описывает корреляции между
удаленными измерениями. На основании этого мож-
но было бы сказать, как описывать квантовые явле-
ния, вероятностно или детерминировано. В 1972 г.
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Стюартом Дж. Фридманом и Джоном Ф. Клаузером
были проведены эксперименты с фотонами [6], кото-
рые согласовывались с квантовой механикой, и было
зафиксировано нарушение неравенств Белла.

Из вышеизложенного следует, что запутанные
состояния имеют огромное значение при проверке
оснований квантовой механики и служат яркой
иллюстрацией проявления нелокальности в кван-
товой физике. Наряду со своим фундаментальным
значением понятие квантовой запутанности играет
основополагающую роль в квантовой теории инфор-
мации [7, 8] и теории квантовых вычислений [9].
Поэтому исследование возможностей формирования
запутанных квантовых состояний в различных физи-
ческих процессах представляет не только фундамен-
тальный, но и прикладной интерес. Одним из таких
процессов является упругое столкновение двух тож-
дественных частиц со спином 1/2. В указанном
случае обменные эффекты могут приводить к за-
путанному по спину конечному состоянию частиц,
даже если потенциал их взаимодействия от спинов
не зависит [10]. Этот механизм создания запутанных
состояний обсуждался в ряде работ на приме-
ре кулоновского взаимодействия между частицами,
в частности как свободного электрон-электронного
рассеяния [11, 12], так и (e, 2e) рассеяния на
поверхностях [13, 14] и атомах [15].

В теоретическом исследовании эффектов запу-
танности, представленном в настоящей работе, мы
не ограничиваемся рамками случая чисто куло-
новского взаимодействия между сталкивающимися
частицами, выбирая в качестве предмета анализа
процесс упругого протон–протонного рассеяния. По-
мимо кулоновских сил, как в электрон-электронном
случае, между протонами действуют ядерные силы,
которые, вообще говоря, зависят от спина. Ниже,
однако, мы демонстрируем, что наличие последних
способно заметно увеличивать степень запутанности
конечного состояния даже при низких энергиях
столкновения, т.е. когда эффект ядерного взаимодей-
ствия с хорошей точностью моделируется с помощью
центрального короткодействующего потенциала, ко-
торый не зависит от спинов протонов.

В работе преимущественно используются единицы
h̄ = c = 1.

1. КРИТЕРИИ ЗАПУТАННОСТИ

Нарушение неравенства Белла [5, 16] являет-
ся достаточным критерием запутанного состояния.
Согласно формулировке Цирельсона [17] это нера-
венство можно представить в виде

〈Π̂〉 = Tr
(

ρ̂Π̂
)

6 2. (1)

Здесь ρ — спиновая матрица плотности, описываю-
щая конечное состояние двух протонов,
Π̂ — поляризационный оператор, определяемый как

Π̂ = Â1

(

B̂1 − B̂2

)

+ Â2

(

B̂1 + B̂2

)

, (2)

где Â1,2 = a1,2σ̂
(1) и B̂1,2 = b1,2σ̂

(2) есть операторы
проекции спинов первого и второго протонов в пер-
вом и втором детекторах соответственно. Направле-
ния заданы единичными векторами a1 = (0, 0, 1),
a2 = (1, 0, 0) и b1 = (−1/

√
2, 0,−1/

√
2),

b2 = (−1/
√

2, 0, 1/
√

2).
Нарушение неравенства (1) свидетельствует о за-

путанности состояния ρ̂. В частности, при равенстве
прямой и обменной амплитуд рассеяния должно
наблюдаться максимальное нарушение неравенства:
〈Π̂〉 = 2

√
2 > 2 (подробнее см. [11]).

Как известно, не для каждого запутанного со-
стояния пары частиц неравенство Белла нару-
шается [18]. Поэтому в качестве альтернативно-
го, более информативного критерия мы рассмот-
рим так называемую согласованность пары (pair
concurrence) [19]. Одно из её преимуществ со-
стоит в том, что она применима не только
к чистому, но и к смешанному парному состоя-
нию. Кроме того, на её основе может быть рас-
считана запутанность формирования (entanglement
of formation), также часто используемая в ка-
честве меры запутанности квантовых систем.
Согласованность пары вычисляется согласно [19]

C = max
(

0,
√

λ1 −
√

λ2 −
√

λ3 −
√

λ4

)

. (3)

Здесь λ1,2,3,4 — собственные значения, в убы-
вающем порядке, матрицы R = ρ̂ρ̂T , где

ρ̂T = (σ̂
(1)
y ⊗ σ̂

(2)
y )ρ̂∗(σ̂

(1)
y ⊗ σ̂

(2)
y ) есть обращенная

по времени спиновая матрица плотности и, таким
образом, отвечает перевороту спинов протонов.

Величина C может принимать значения от 0,
что отвечает незапутанному состоянию, до 1, что
отвечает максимально запутанному состоянию.

Если состояние ρ̂ чистое, то (3) сводится к [20]

C =
√

2(1 − Trρ̂2
1), ρ̂1 = Tr2ρ̂. (4)

Для расчета среднего значения поляризационного
оператора, входящего в неравенство Белла, и согла-
сованности пары требуется знание конечной спино-
вой матрицы плотности ρ̂ двух протонов. Приведем
её выражение в базисе запутанных белловских со-
стояний:

|Φ±

B〉 =
1√
2
(| ↑↑〉 ± | ↓↓〉),

|Ψ±

B〉 =
1√
2
(| ↑↓〉 ± | ↓↑〉).

(5)

Обозначая
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(6)

для матричных элементов оператора ρ̂ имеем [11]
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ρ11 =
1

4ΣP1,P2

|f − g|2(1 + P1,xP2,x − P1,yP2,y + P1,zP2,z),

ρ12 = ρ∗21 =
1

4ΣP1,P2

|f − g|2(P1,z + P2,z + iP1,xP2,y + iP1,yP2,x),

ρ13 = ρ∗31 =
1

4ΣP1,P2

|f − g|2(P1,x + P2,x − iP1,yP2,z − iP1,zP2,y),

ρ14 = ρ∗41 =
1

4ΣP1,P2

(f − g)(f∗ + g∗)(iP1,y − iP2,y − P1,xP2,z + P1,zP2,x),

ρ22 =
1

4ΣP1,P2

|f − g|2(1 − P1,xP2,x + P1,yP2,y + P1,zP2,z),

ρ23 = ρ∗32 =
1

4ΣP1,P2

|f − g|2(−iP1,y − iP2,y + P1,xP2,z + P1,zP2,x),

ρ24 = ρ∗42 =
1

4ΣP1,P2

(f − g)(f∗ + g∗)(−P1,x + P2,x + iP1,yP2,z − iP1,zP2,y),

ρ33 =
1

4ΣP1,P2

|f − g|2(1 + P1,xP2,x + P1,yP2,y − P1,zP2,z),

ρ34 = ρ∗43 =
1

4ΣP1,P2

(f − g)(f∗ + g∗)(P1,z − P2,z − iP1,xP2,y + iP1,yP2,x),

ρ44 =
1

4ΣP1,P2

|f + g|2(1 − P1,xP2,x − P1,yP2,y − P1,zP2,z),

(7)

где P1 и P2 — начальные спиновые поляризации
протонов; f и g — прямая и обменная амплитуды
рассеяния в с.ц.м.;

ΣP1,P2 =
dσP1,P2

dΩ
(8)

— угловое дифференциальное сечение в с.ц.м. в слу-
чае, когда спиновые состояния конечных протонов не
измеряются.

2. ПРОТОН-ПРОТОННОЕ РАССЕЯНИЕ

Потенциал протон–протонного взаимодействия
есть V̂ = V̂c + V̂s, где V̂c — кулоновский потенциал,
V̂s — короткодействующий потенциал ядерных сил.
Опыты по рассеянию протонов протонами показали,
что число протонов, рассеянных под углом ϑ = 90◦

при энергиях ∼ 1 МэВ в с.ц.м., в несколько раз
превышает их число в теории без учета ядерно-
го взаимодействия. Таким образом, ядерные силы
значительно превосходят силы кулоновского взаимо-
действия, и ими нельзя пренебрегать во избежание
неправильного описания рассеяния протонов.

Если энергия падающего протона Ep меньше
20 МэВ в л.с. (10 МэВ в с.ц.м.), то его деброй-
левская длина волны превышает радиус действия
ядерных сил, и все ядерные фазы рассеяния, кроме
s–волновой δ0, можно считать равными нулю [21]. В
этом случае прямая и обменная амплитуды рассмат-
риваемого протон–протонного рассеяния в с.ц.м.
определяются выражениями

f = fc(ϑ) + f l=0
s , (9)

g = fc(π − ϑ) + f l=0
s . (10)
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Рис. 1. Сравнение теоретических дифференциальных сече-
ний как функций угла рассеяния в л.с. с эксперименталь-
ными данными для разных значений энергии падающего
протона. Синие точки демонстрируют эксперимент, крас-

ные кривые — теорию

Здесь fc(ϑ) — кулоновская амплитуда, которая дает-
ся выражением

fc(ϑ) = − η

2p sin2 ϑ
2

exp

[

2i

(

σ0 − η ln sin
ϑ

2

)]

, (11)

где η = mpα/2p — параметр Зоммерфельда;
σ0 = argΓ(1+iη) — s-волновой кулоновский фазовый
сдвиг; mp — масса протона; α = 1/137 — постоянная
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Рис. 2. Среднее значение поляризационного оператора (2) с учетом (а) и без учета (б) ядерных сил как функция угла
рассеяния в л.с. Ep = 10 МэВ — синяя кривая; Ep = 1 МэВ — зеленая кривая; Ep = 1 кэВ — красная кривая. Значения

〈Π̂〉, лежащие выше штрих–пунктирной линии, отвечают нарушению неравенства Белла (1)
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Рис. 3. То же, что и на рис. 2, но в случае |P1,y| = |P2,y| = 1, P1,y = −P2,y

тонкой структуры; p — относительный импульс
протонов в с.ц.м.

Ядерную амплитуду можно представить в ви-
де [22]

f l=0
s = − 4π

mp

e2iσ0

p ctg δ0 − ip
. (12)

Добавочный фазовый сдвиг δ0 обусловлен ядерным
взаимодействием двух протонов и выражается через
параметры, характеризующие это взаимодействие:

C2
η p ctg δ0 +αmph(η) = −1

a
+

1

2
r0p

2 −Pr3
0p

4 +O(p6),

(13)
где

C2
η =

2πη

e2πη − 1
, h(η) = η2

∞
∑

ν=1

1

ν(ν2 + η2)
− ln η−CE ,

CE = 0.577215 — константа Эйлера, a — длина
рассеяния, r0 — эффективный радиус действия ядер-
ных сил, P — параметр формы ядерного потенциала.

На рис. 1 представлено сравнение теоретических ре-
зультатов для угловых дифференциальных сечений
протон–протонного рассеяния в л.с. (θ = ϑ/2) с экс-
периментальными данными при разных значениях
энергии падающего протона [23, 24]. В теорети-
ческих расчетах использовались следующие чис-
ленные значения параметров ядерного взаимодей-
ствия [21, 22]: a = −7.82 фм, r0 = 2.78 фм,
P ∼= 0.022. Можно видеть, что обсуждаемая модель
низкоэнергетического протон–протонного рассеяния
хорошо согласуется с экспериментом. В следующем
разделе мы используем её в численных расче-
тах среднего значения поляризационного оператора
в (1) и согласованности пары (3) с целью анализа
запутанности по спину состояния двух протонов
после их столкновения.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Ниже представлены результаты численных расче-
тов для неравенства Белла и согласованности пары
в зависимости от угла рассеяния θ в л.с. для значе-
ний энергии падающего протона Ep = 1 кэВ, 1 МэВ,
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Рис. 4. То же, что и на рис. 2, но в случае когда один или оба начальных протонов неполяризованы
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Рис. 5. Согласованность протонной пары с учетом (а) и без учета (б) ядерных сил как функция угла рассеяния в л.с.
Ep = 10 МэВ — синяя кривая; Ep = 1 МэВ — зеленая кривая; Ep = 1 кэВ — красная кривая

10 МэВ. При этом рассмотрены эффекты разных
начальных спиновых поляризаций сталкивающихся
протонов, а также эффекты ядерных сил.

На рис. 2–4 показаны результаты для среднего
значения поляризационного оператора (2). Из рисун-
ков видно, что при угле рассеяния θ = 45◦ в л.с.
для всех случаев начальных энергий и спиновых
поляризаций протонов наблюдается максимальное
нарушение классического предела неравенства Бел-
ла (1), т.е. 〈Π〉 = 2

√
2. Это объясняется занулением

сечения в триплетном канале рассеяния в силу ра-
венства прямой и обменной амплитуд (9) и (10) при
угле ϑ = 90◦ в с.ц.м. Учет ядерного взаимодействия
приводит к тому, что неравенство Белла нарушается
в более широком угловом диапазоне. Кроме того,
в отсутствие ядерных сил результаты для протонных
энергий Ep = 1 МэВ и 10 МэВ оказываются
практически неразличимыми.

На рис. 5–7 приведены результаты для согласован-
ности протон–протонной пары C в конечном канале
обсуждаемого процесса рассеяния в зависимости от

угла рассеяния θ в л.с. Бо́льшая информативность
согласованности пары в отношении запутанности
конечного состояния проявляется в том, что нера-
венство Белла нарушается в более узкой угловой
области по сравнению с той, где C > 0. Как и в слу-
чае нарушения классического предела неравенства
Белла, максимально запутанное состояние, а именно
C = 1, наблюдается при θ = 45◦. С ростом кинети-
ческой энергии относительного движения протонов
уменьшается величина параметра Зоммерфельда и,
как следствие, увеличивается диапазон углов, где
значение C близко к единице. Это объясняется
увеличением относительной роли ядерного взаимо-
действия в амплитуде рассеяния с ростом энергии
Ep, так как ядерный вклад в сечение триплетного
канала в случае s–волны отсутствует.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе проведено теоретическое исследова-
ние формирования запутанного спинового состоя-
ния двух протонов в результате упругого протон–
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Рис. 6. То же, что и на рис. 5, но в случае когда начальные спиновые поляризации протонов перпендикулярны друг
другу
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Рис. 7. То же, что и на рис. 5, но в случае когда начальные протоны неполяризованы

протонного рассеяния при низких энергиях. При
описании процесса рассеяния наряду с кулоновским
взаимодействием учитывался только s-волновой
вклад ядерного взаимодействия в с.ц.м., что хоро-
шо согласуется с имеющимися экспериментальными
данными. Анализ запутанности по спину конечного
состояния двух протонов, выполненный на базе
численных расчетов для неравенства Белла и согла-
сованности пары, показал, что ядерные силы приво-
дят к существенному усилению эффектов квантовой
запутанности, также способствуя их проявлению
в более широком диапазоне углов рассеяния. Это
обусловлено тем, что s-волновой вклад ядерного
взаимодействия не влияет на рассеяние в триплет-
ном канале, но заметно увеличивает вероятность
рассеяния в синглетном канале. Данный вывод
можно распространить на общий случай низкоэнер-
гетического рассеяния двух тождественных частиц

со спином 1/2, взаимодействие между которыми
представляет собой сумму кулоновского и корот-
кодействующего потенциалов. Причем в отсутствие
кулоновского взаимодействия в результате рассеяния
может формироваться только синглетное состояние
(см. также [25]), т.е. максимально запутанное бел-
ловское состояние Ψ−

B .
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The Effects of Quantum Entanglement in Low-Energy Proton–Proton Scattering
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Generation of an entangled spin state as a result of a low-energy elastic collision of two protons is considered. The
scattering process is described by a theoretical model that is in good agreement with the available experimental
data on the angular differential cross sections of proton–proton collisions at low energies. The entanglement of
the spin state of final protons as a function of the scattering angle is analyzed using Bell’s inequality and pair
concurrence. The numerical results for different values of the collision energy are compared with the results
without considering nuclear forces. It is shown that nuclear interaction significantly enhances the effects of spin
entanglement.
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