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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время активно ведется изучение
фрактальных свойств дендритных объектов. Обу-
словлено это тем, что элементы с дендритоподоб-
ной структурой широко используются в различных
областях науки, медицины и техники. Так, они
нашли применение в медицине на этапе диагностики
и разработки новых способов лечения хронических
заболеваний, как правило, аутоиммунного типа, со-
провождающихся тяжелыми поражениями нервной
и кроветворной систем. Кроме того, такие объекты
используются в нанотехнологиях при проектирова-
нии микросхем, а также в процессах электроосажде-
ния и электрохимической миграции.

В работе Д.Д. Ружицкой и др. (2021. № 5.
С. 3 в этом журнале) приводится обзор литературы,
посвященный анализу особенностей различных мо-
делей самоорганизации объектов дендритной формы.
В том числе рассматривается новый стохастический
метод построения двумерных дендритов, впервые
предложенный в [1, 2].

Поскольку результаты спектрального и фракталь-
ного анализа дендритных объектов показали пре-
имущества новой модели формообразования стоха-
стических дендритных структур перед их аналогами,
то отдельный интерес представляет собой анализ
конкретных сфер применения нового метода их
получения. Таким образом, целью данной работы
является разработка способа применения нового
метода построения двумерных стохастических денд-
ритных структур, в том числе подбор материалов,
используемых в качестве рабочего вещества при их
экспериментальной реализации.

1. ОСОБЕННОСТИ НОВОГО СПОСОБА

ПОСТРОЕНИЯ СТОХАСТИЧЕСКИХ ДЕНДРИТОВ

Фрактальные наноструктуры допускают класси-
фикацию по типу структурной группировки, со-
ставляющих их частиц [3]. При определенных
условиях наночастицы формируют системы дендрит-
ной формы. Дендриты представляют собой системы
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с рыхлой разветвленной структурой, которая обра-
зуется в различных процессах, сопровождающихся
агрегацией частиц близких размеров. Оценивая их
геометрические и скейлинговые параметры, можно
определить физический механизм взаимодействия
составляющих частиц [4].

Аналогами реализованных нами стохастических
дендритных образований, являются дендриты, полу-
ченные в результате применения разных известных
алгоритмов — DLA (диффузионно–ограниченная аг-
регация, ДОА) и ВА (баллистическая агрегация,
БА) [5]. При использовании этих моделей на началь-
ном этапе построения дендритов в расчетное поле
вносится центр агрегации, к которому присоединяет-
ся всякая случайно прикоснувшаяся частица, после
чего начинается рост скопления частиц. Такое скоп-
ление частиц вокруг одного центра роста порождает
образование фрактального кластера. Основная раз-
ница между моделями диффузионно–ограниченная
агрегация и баллистическая агрегация заключается
в том, что в первой частица движется случайным
образом, а во второй — по прямой.

Недостатком, ограничивающим возможные приме-
нения известных алгоритмов ДОА, БА и их раз-
личных модификаций [6], является невозможность
моделирования автономного образования большого
количества центров роста дендритов и стохастиче-
ского процесса их самоорганизации. Вследствие это-
го работы по моделированию дендритных объектов,
например [5, 6], часто ограничиваются рассмотре-
нием дендрита как одного фрактального кластера.
Такое рассмотрение неприменимо к самоорганизу-
ющимся стохастическим процессам фрактального
образования дендритов с множеством центров роста.

Предлагаемый нами новый метод построения сто-
хастических дендритных кластеров произвольной
симметрии со спонтанно образующимися центрами
роста основан на совместном использовании свойств
классических агрегационных моделей ДОА и БА
с учетом взаимодействия между составляющими
дендрит частицами и возможностью задания од-
новременного движения нескольких частиц. Схема
расчета включает также задание количественного
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критерия образования центров роста кластера [2].
На рис. 1 приведен пример дендритных структур,
сформированных в рамках предложенной новой мо-
дели роста стохастических двумерных дендритных
образований со спонтанно образующимися центрами
роста [1, 2].

Рис. 1. Пример смоделированной дендритной структуры со
спонтанно образовавшимися фрактальными кластерами.
Цвет частицы показывает принадлежность к фрактально-

му кластеру, Nчастиц = 12000

2. ОСОБЕННОСТИ АЛГОРИТМИЗАЦИИ
ПРОЦЕССОВ ЭЛЕКТРООСАЖДЕНИЯ

И ЭЛЕКТРОХИМИЧЕСКОЙ МИГРАЦИИ

Одним из наиболее простых примеров фрактало-
подобных систем, представляющих собой вариант
реализации исследуемой модели, является рост кла-
стеров за счет электроосаждения ионов металлов из
водного раствора. Фрактальная природа металличе-
ских структур, выращиваемых электроосаждением,
в последние годы исследовалась с различных тео-
ретических и экспериментальных точек зрения [7–
10] — особенно учитывая ее практическое значение
в процессах и технологиях нанопроизводства [11–
13]. Хорошо известно, что этот необратимый процесс
агрегации является результатом сложного взаимо-
действия между конвекцией, миграцией и диффузи-
ей, макроскопические эффекты которых в основном
зависят от концентрации водного раствора, а также
от приложенного напряжения [8, 9].

Пусть R и D — радиус частицы и дельта перемеще-
ния частицы за шаг интегрирования соответственно,
эти значения являются параметрами модели. Ча-
стицы, оказываясь на расстоянии взаимодействия
Dinteraction, сближаются за шаг интегрирования
на расстояние, обратно пропорциональное квадрату
расстояния между ними и прямо пропорциональ-
ное некоторому коэффициенту. В дальнейшем, при
достижении критического расстояния Dcritical по
отношению к фрактальному кластеру, частицы на-
чинают баллистическое движение.

При моделировании электроосаждения
частицы, которые считаются идентичными друг
другу, постоянно движутся под действием
электрического поля. Пусть частица a

взаимодействует с множеством частиц
Pinteraction = {b ∈ P ,Dcritical < rab < Dinteraction},
где rab — расстояние между частицами a и b, а P —
множество всех моделируемых частиц. Тогда можем
записать перемещение одной частицы за модельный
шаг (1):

Da =

∑

b∈P

eab

r2
ab

g+Dshift, Dcritical < rab < Dinteraction.

(1)
Здесь eab — единичный радиус-вектор от частицы a

к частице b, g — коэффициент взаимодействия,
Dshift — сдвиг частицы под действием внешнего
поля, Dcritical — расстояние между частицей и кла-
стером, после которого начинается баллистическое
движение. Теперь задача состоит в поиске значений
g, Dshift, и Dcritical для конкретного вещества.

Для вычисления характерного времени модели-
руемого интервала t воспользуемся следующими
соотношениями:
D2

= 2Ddiff t — соотношение Эйнштейна–
Смолуховского;
Ddiff =

kbT
6πRn

— формула Эйнштейна–Стокса.
Здесь Ddiff — коэффициент диффузии, kb —

постоянная Больцмана, T — температура, n —
вязкость среды. Становится очевидно, что допустима
оценка (2)

t =
3D2πRn

kbT
. (2)

Будем считать движение частицы в рамках одного
моделируемого интервала равноускоренным. Значит,
можно записать (3):

D = V t+
at2

2
. (3)

Здесь V — модуль скорости частицы, a — модуль
ее ускорения. В качестве приближения также по-
ложим, что прирост модуля скорости частицы за
шаг моделирования сравним с модулем ее скорости
на предыдущем. Тогда, если на частицу массой m

действует сила F , получим выражение (4)

D =
Ft2

m
. (4)

Для частиц с зарядами q можно записать (5)

Fab =
kq2

r2
ab

. (5)

Здесь Fab и rab — сила взаимодействия и расстояние
между частицами a и b соответственно.

Тогда из (4) и (5) находим, что Dab =
kq2t2

r2
ab

m
—

перемещение одной частицы по направлению ко
второй за время моделируемого интервала. С учетом
(1) становится очевидно, что коэффициент взаимо-
действия будет равен

g =
kq2t2

m
. (6)
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Для расчета модуля сдвига Dshift под действием
разности потенциалов U считаем, что частица при
электроосаждении движется между точками на рас-
стоянии d (расстояние между электродами). Тогда,
обозначив за E напряженность электрического поля,
можно записать (7)

Fshift = qE = q
U

d
. (7)

А значит,

Dshift =
qU

dm
t2. (8)

Как было сказано выше, частица, сближаясь
с фрактальным кластером на расстояние Dcritical,
начинает баллистическое движение в его сторону.
Это расстояние должно быть таким, чтобы как
минимум движением в электрическом поле можно
было пренебречь (9):

|Dshift| ≪

∣

∣

∣

∣

∣

∑

b∈P

eab

r2
ab

g

∣

∣

∣

∣

∣

. (9)

Частица взаимодействует только с частицами,
находящимися на расстоянии Dinteraction и бли-
же. Пренебрежем в данном рассуждении разницей
расстояний rab = Dcritical между рассматриваемой
частицей a и частицами b ∈ Pinteraction. Тогда при
условии, что все частицы b ∈ Pinteraction находятся
с одной стороны от частицы a, можно записать (10):

Dshift ≪
1

2

πD2
interaction

πR2

g

D2
critical

=
gD2

interaction

2R2D2
critical

.

(10)
Оценим данное выражение как разницу величин

на порядок (11):

10 ×Dshift =
gD2

interaction

2R2D2
critical

, (11)

Dcritical =

√

g

20Dshift

D2
interaction

R2
, (12)

Получается, по заданным в эксперименте значени-
ям U , d,T ,n,m, q,R и Dinteraction можно, пользуясь
выражениями (6), (8) и (12), оценить значения
g,Dshift и Dcritical — эти параметры и будут отли-
чать поведение модели для разных веществ в случае
моделирования процесса электроосаждения.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ

В статье [7] авторы приводят количественные
характеристики процесса электроосаждения CuSO4

в нормальных условиях при различных значениях
напряжения. Моделирование проводилось в соответ-
ствии со значениями n = 2.5 сП, R = 0.072 нм,
d = 2.5 см, T = 293 К, m = 105.5 × 10−27 кг,
q = 3.2 × 10−19 Кл [7, 14, 15]. Напряжение U

меняется на отрезке от 5 до 10 В с шагом в 1В [7].

Стоит отметить, что моделирование полного денд-
рита, линейными размерами соответствующего по-
лученным экспериментальным путем, заняло бы
крайне много времени, поскольку предельный раз-
мер сетки должен был бы составлять порядка
27 млн ячеек. С другой стороны, можно показать,
что при моделировании фрактальная размерность
получаемых дендритов выходит на плато, а значит,
не нуждается в дальнейшем уточнении. По этой
причине предельный размер сетки был существенно
ограничен.

Таким образом, приведенные в таблице результа-
ты демонстрируют частичное качественное соответ-
ствие моделирования эксперименту и расхождение
количественных данных. Последнее может быть
связано с отличающимися подходами к расчету
фрактальных размерностей, в то время как первое
указывает на потенциальную неточность модельных
предположений.

Таблица. Зависимость фрактальной размерности от разно-
сти потенциалов

U, В D, эксперимент D, моделирование

5 1.34 1.48

6 1.31 1.49

7 1.25 1.50

8 1.24 1.51

9 1.34 1.52

10 1.38 1.53

Другим примером образования дендритов может
служить электрохимическая миграция (ЕСМ), вы-
зывающая сбои в виде коротких замыканий между
проводящими дорожками и выводами в межсоедине-
ниях микросхем, особенно на печатных монтажных
платах. На параметры процесса роста дендритов
влияют функциональные (электрические) и окру-
жающие условия, а также состав материала полос
металлизации и отделки поверхности.

Оценку времени жизни межсоединений проводят
чаще всего посредством методов THB (тенденция
температуры и влажности) и WDT (тестирование
каплей воды) [16, 17]. В то время как первый требу-
ет сотни часов для проведения только одного экспе-
римента, последний обладает другим существенным
недостатком — крайне низкой стабильностью резуль-
татов. С другой стороны, оказывается возможным
провести моделирование в рамках предложенной
модели.

Для рассмотрения были выбраны эксперименты
с медью, серебром и латунью. Аналогично опы-
там с электроосаждением рассчитаны параметры
моделирования. Для каждого вещества проводилась
серия моделирований, после чего сравнивались по-
лученные распределения фрактальных размерностей
(рис. 2) с экспериментальными (рис. 3).

Результаты демонстрируют качественное соответ-
ствие эксперименту. Количественную оценку ре-
зультатов дать достаточно точно не представляется
возможным, поскольку авторы статьи [16] не дают
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Рис. 2. Полученное моделированием распределения плот-
ности вероятности f фрактальных размерностей D

Рис. 3. Экспериментально полученные распределения
плотности вероятности f фрактальных размерностей D

дендритов электромиграции для различных веществ [16]

конкретики относительно методов расчета фрак-
тальной размерности, более того, они явно пишут
об использовании нескольких методов ее расче-
та. Средние значения экспериментально полученных
распределений превышают 1.8, что не согласуется
с результатами некоторых других статей (см. работу
Д.Д. Ружицкой и др. 2021 г, № 5, С. 3 в этом
журнале). Можно предположить, что это следствие
нестабильности метода WDT, однако единственное
значение, представленное в [16] сразу в нескольких
вариантах расчета фрактальной размерности дает
повод считать выбор коллегами основного варианта
для представления данных ошибочным, поскольку
значения для латуни отвергнутого авторами метода
совпадали с точностью до погрешности с модельны-
ми значениями. Пример смоделированного дендрита
можно видеть на рис. 4.

Можно сделать вывод, что результаты демонстри-
руют наибольшую фрактальную размерность латуни
и наименьшую — серебра. Различные значения
стандартного отклонения объясняются наилучши-
ми условиями образования подвижных кластеров

Рис. 4. Пример смоделированного дендрита в процессе
электрохимической миграции (серебро, Nчастиц ≈ 330000)

частиц вблизи катода для частиц, подверженных
более высокой агрегации, что ведет к неравномер-
ной заполненности моделируемого поля в той же
области. В нашем случае результаты согласуются
с теоретическими предсказаниями.

Соотношение

DSn < DCu < DAg

ведет к уже известному выводу [13] о среднем
времени отказа печатных плат, основанных на рас-
сматриваемых элементах:

MTTFSn > MTTFCu > MTTFAg.

Данный факт согласуется как с результатами экспе-
риментов THB, так и с результатами WD-тестов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Определение общих закономерностей, определяю-
щих связь между фрактальными свойствами денд-
ритов и их различными характеристиками, является
фундаментальной проблемой фрактальной оптики.
Ее решение применительно к дендритам позволит
выработать единые критерии для идентификации
широкого класса фрактальных дендритов.

В данной работе продемонстрирована возможность
применения подхода [1, 2] для моделирования про-
цессов электроосаждения и электрохимимической
миграции. Показано соответствие результатов экс-
периментам, сделан вывод о возможности использо-
вания предложенной модели для оценки ключевых
параметров производства микроэлектроники.
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The proposed model of stochastic dendrites in the process of self-organization has been shown to be capable of
modeling electrodeposition and electrochemical migration. The results agree with experimental data. It has been
concluded that the model can be used to evaluate the key parameters of microelectronics production.
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