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В работе рассмотрен формализм статистической механики, основанной на функционале неад-
дитивной энтропии Тсаллиса. В случае степенного гамильтониана общего вида с произвольным
числом степеней свободы на основе распределения Тсаллиса получены среднее значение энергии
и обобщенное распределение Максвелла (распределение Максвелла–Тсаллиса). Предложенный
способ расчета интегралов в данном формализме упрощает вычисление моментов высоких порядков
для случайных величин такой системы. На основе условия сходимости рассматриваемых интегра-
лов показано, что нижняя граница изменения параметра q связана с числом частиц в системе.
Рассчитаны характеристики статистических систем, описываемых распределением Максвелла–
Тсаллиса: средний модуль скорости, среднеквадратичная и наиболее вероятная скорости атомов
газа. Показано, что система, описываемая данным распределением, должна иметь ненулевые
корреляции между скоростями и энергиями частиц и что классическое распределение Максвелла
является частным случаем предложенного обобщенного распределения.
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ВВЕДЕНИЕ

Энтропия Больцмана–Гиббса–Шеннона [1] широ-
ко применяется в теории информации и равновесной
статистической физике. Для набора из W дискрет-
ных макроскопических состояний она задается как

SBGS = −kB

W
∑

i=1

ρi ln ρi, (1)

при
W
∑

i=1

ρi = 1, (2)

где SBGS — энтропия, ρi — вероятности реализаций
микросостояний, а kB — положительная константа,
полагаемая равной постоянной Больцмана.

Однако ограничения применимости данного вида
энтропии для неаддитивных и экстенсивных систем
[2], а также критика аксиоматики данного вида
энтропии [3] поднимают вопрос о поиске альтер-
натив, одной из которых является энтропия Реньи
[4],[5], связанная с рассмотрением сложных адди-
тивных систем, а также энтропия Тсаллиса [6],[7],
по своему построению претендующая на описание
неаддитивных систем.

Энтропия Реньи используется в областях, связан-
ных с обработкой изображений [8], количественной
оценкой нейронной активности [9] или анализом ин-
формационных потоков в финансовых данных [10].

На основе формализма Тсаллиса выполнено мно-
жество работ, связанных, в частности, с энтропией
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черных дыр [11], точечными дефектами в моделях
тепловой конвекции [12], сегментацией медицинских
изображений [13] и обобщенной релаксацией спино-
вых стекол [14].

В настоящей работе рассмотрено теоретическое
исследование распределения по скоростям для сте-
пенного гамильтониана в статистике Тсаллиса.
В частности было получено и распределение по ско-
ростям частиц свободного одноатомного идеального
газа, оценено влияние параметра q и числа ча-
стиц на распределение; рассчитаны средняя энергия,
среднеквадратичная, средняя и наиболее вероятная
скорости такой системы, а также ковариации энер-
гий и скоростей.

1. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТСАЛЛИСА

Рассмотрим статистическую систему с реализаци-

ей W микросостояний с вероятностями ρ = {pi}Wi=1.
Функционал энтропии Тсаллиса такой системы
определяется следующим образом [6]

S(T )(ρ) =
1

1 − q

(

W
∑

i=1

ρqi − 1

)

. (3)

Используя подход Джейнса [15], получим рас-
пределение Тсаллиса, соответствующее введенному
функционалу энтропии. Фиксируя условие норми-

ровки
∑W

i=1 ρi = 1 и определяя среднюю энергию

системы как U =
∑W

i=1 Hiρi, имеем функционал:

LT (ρ) =
1

1 − q

(

W
∑

i=1

ρqi − 1

)

−αL

W
∑

i=1

ρi−βL

W
∑

i=1

Hiρi,

(4)
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где αL и βL — множители Лагранжа. Решая задачу
максимизации функционала, получаем

ρ
(T )
i =

1

ZT

(

1 +
1 − q

q
β∗(Hi − U)

)
1

q−1

, (5)

где

Z(T ) =

W
∑

i=1

(

1 +
1 − q

q
β∗(Hi − U)

)
1

q−1

(6)

и

β∗ =
βL

W
∑

i=1

(

ρ
(T )
i

)q
. (7)

Заметим, что в случае классических систем
с непрерывным спектром доспустимых значений
энергии распределение Тсаллиса представимо в виде
функции плотности вероятности:

ρ(T ) =
1

ZT

(

1 +
1 − q

q
β∗(H(r, p) − U)

)
1

q−1

, (8)

Z(T ) =

∫

X

W
∑

i=1

(

1 +
1 − q

q
β∗(H(r, p) − U)

)
1

q−1

dΓ,

(9)
где X — объем в фазовом пространстве, занимаемый
системой, r = (r1, r2, ..., rN ) — координаты частиц,
r = (r1, r2, ..., rN ) — импульсы частиц, N — число

частиц, dΓ — элемент интегрирования по фазовому
пространству:

dΓ =
1

N !

N
∏

i=1

γi
dridpi

(2πh̄)3
=

γN

N !

N
∏

i=1

dridpi

(2πh̄)3
, (10)

где под γi подразумевается число внутренних, не
подверженных классическому переходу, степеней

свободы частицы с номером i, γN =
∏N

i=1 γi, а N ! —
число перестановок тождественных частиц.

Тем самым функция ρ(T ) удовлетворяет равен-
ствам

∫

X

ρ(T )dΓ = 1, (11)

U =

∫

X

ρ(T )HdΓ. (12)

2. ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ

ЭНТРОПИИ ТСАЛЛИСА И ФИЗИЧЕСКИЙ
СМЫСЛ МНОЖИТЕЛЯ β∗

Для распределения Тсаллиса можно получить
полезное выражение, называемое q–формулой (см.
Приложение 1):

W
∑

i=1

(

1 +
1 − q

q
β∗(Hi − U)

)
1

q−1

=

=

W
∑

i=1

(

1 +
1 − q

q
β∗(Hi − U)

)
q

q−1

. (13)

Аналогичная формула также справедлива и для
статистики Реньи, как подробнее показано в [16].

Используя (13), выразим энтропию Тсаллиса че-
рез статистическую сумму Z(T ):

S(T ) =
1

1 − q

(

Z(T )−q
W
∑

i=1

(

1 +
1 − q

q
β∗(Hi − U)

)
q

q−1

− 1

)

=
1

1 − q

(

Z(T )1−q − 1
)

. (14)

Рассмотрим систему, состояние которой определя-
ется набором параметров (U ,X ,N), где x = (V , a),
U — средняя энергия, N — число частиц, V — объем
системы, a — воздействующие на систему внешние

поля. Тогда уровни энергии Hi зависят от парамет-
ров x и N . Из (6) следует, что Z(T ) = Z(T )(U ,x,N),
а значит, S(T ) = S(T )(U ,x,N) согласно зависимости
(14). Запишем полный дифференциал энтропии

dS(T ) =

(

∂S(T )

∂U

)

x,N

dU +

(

∂S(T )

∂x

)

U ,N

dx+

(

∂S(T )

∂N

)

x,U

dN. (15)

Рассмотрим каждую частную производную отдельно с использованием выражения (13):

(

∂S(T )

∂U

)

x,N

= Z(T )1−q

[

β∗

W
∑

i=1

pi −
(

∂β∗

∂U

)

x,N

(

W
∑

i=1

piHi − U

)]

= Z(T )1−q
β∗; (16)
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(

∂S(T )

∂x

)

U ,N

= Z(T )1−q

[

β∗

W
∑

i=1

pi

(

−∂Hi

∂x

)

U ,N

−
(

∂β∗

∂x

)

U ,N

(

W
∑

i=1

piHi − U

)]

=

= Z(T )1−q
β∗

W
∑

i=1

pi

(

−∂Hi

∂x

)

U ,N

. (17)

Введем обобщенную силу:

Xi = −
(

∂Hi

∂x

)

U ,N

. (18)

Тогда

(

∂S(T )

∂x

)

U ,N

= Z(T )1−q
β∗

W
∑

i=1

piXi = Z(T )1−q
β∗X ,

(19)
где X — средняя обобщенная сила. Аналогично

(

∂S(T )

∂N

)

x,U

= Z(T )1−q
β∗

W
∑

i=1

pi

(

−∂Hi

∂N

)

x,U

. (20)

Учтем, что минимальный шаг по N равен единице,
следовательно, производная в правой части означает
изменение уровня энергии Hi при добавлении одной
частицы в изолированной системе, в процессе кото-
рого она не получает тепла и не совершает работу.
Поэтому

W
∑

i=1

pi

(

∂Hi

∂N

)

x,U

=

W
∑

i=1

pi

(

Hi(N + 1)−Hi(N)

1

)

=

=
∂U

∂N δQ=0,δW=0
= µ, (21)

где µ — химический потенциал.

(

∂S(T )

∂N

)

x,U

= −Z(T )1−q
β∗µ. (22)

Таким образом, полный дифференциал энтропии
Тсаллиса в переменных (U ,x,N) имеет вид

dS(T ) = Z(T )1−q
β∗(dU +Xdx− µdN). (23)

Замечая, что Xdx — производимая системой рабо-
та, а также учитывая первое начало термодинамики,
мы приходим к выражению

dS(T ) = Z(T )1−q
β∗δQ, (24)

где δQ — количество теплоты, получаемое системой.
Согласно второму началу термодинамики интегри-
рующий множитель в правой части уравнения (24)
равен обратной температуре системы, поэтому

β∗ =
Z(T )q−1

θ
. (25)

Следовательно, β∗ связана с температурой θ через
статистическую сумму в степени, заявисящей от q.
В следующем разделе мы получим явный вид зави-
симости для степенного гамильтониана.

3. СРЕДНЕЕ ЗНАЧЕНИЕ ЭНЕРГИИ СИСТЕМЫ

СО СТЕПЕННЫМ ГАМИЛЬТОНИАНОМ

Рассмотрим систему с гамильтонианом вида

H =
N
∑

n=1

Cnx
k
n, (26)

в котором Cn ∈ R, k > 0,xn ∈ [0,∞)∀n = 1,N . Это
многочастичное обобщение модельного степенного
гамильтониана одной переменной [17].

Средняя энергия, согласно (12), имеет вид:

U =
1

Z

∞
∫

0

∑N
n=1 Cnx

k
ndx1dx2...dxN

(

1 + 1−q
q β∗

(

∑N
n=1 Cnxk

n − U
))

1
1−q

(27)

при

Z =

∞
∫

0

dx1dx2...dxN
(

1 + 1−q
q β∗

(

∑N
n=1 Cnxk

n − U
))

1
1−q

. (28)

Для взятия интегралов подобного вида используем
соотношение [18]

∞
∫

0

xµ−1dx

(a+ bxν)λ
=

1

νaλ

(a

b

)
µ
ν Γ

(

µ
ν

)

Γ
(

λ− µ
ν

)

Γ (λ)
(29)

с условиями сходимости

{

0 < µ
ν < λ,

λ > 1.
(30)

Расчет статистического интеграла (28) с исполь-
зованием (29) приводит к выражению

Z =

(

Γ
(

1
k

)

k

)

N ·
Γ
(

1
1−q − N

k

)

Γ
(

1
1−q

)

1
(

1 − 1−q
q β∗U

)
1

1−q
−N

k

×

×
N
∏

n=1

(

1
1−q
q β∗Cn

)
1
k

, (31)

с условиями сходимости для параметра q:

1 − k

N + k − 1
< q < 1. (32)

Рассмотрим выражение для средней энергии (27)
как сумму независимых интегралов:

U =

N
∑

m=1

1

Z

∞
∫

0

Cmxk
mdx1dx2...dxN

(a+ b
∑

n Cnxk
n)

1
1−q

=

N
∑

m=1

Im, (33)
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где для Im получаем:

Im =
1 − β∗U 1−q

q

kβ∗ 1−q
q

(

1
1−q − N

k − 1
) (34)

c финальными условиями на параметр q

1 − k

k +N
< q < 1. (35)

Таким образом, итоговое выражение для энергии
имеет вид

U =
N

k

1

β∗
. (36)

Для определения энергии через термодинамиче-
скую температуру подставим (25) в полученное
выше выражение, тогда:

U =
N

k
θx, (37)

где x =
(

Z(T )
)1−q

.
Учитывая соотношение (37), а также подставив

выражение (7) в (31), получим (см. Приложение 2):

U =
N

k
C(y)θ1+y, (38)

где y и Cy — параметры, заявисящие только от q, N ,
Cn и k:

y =
N

k
· 1

1
1−q − N

k

=
1

k
N

1
1−q − 1

(39)

и

C(y) =
1

(

1 − 1−q
q

N
k

)×

×





(

Γ
(

1
k

)

k

)N Γ
(

1
1−q − N

k

)

Γ
(

1
1−q

)

(

1
1−q
q

)
N
k

×

×
N
∏

n=1

(

1

Cn

)
1
k

]y k
N

. (40)

В дальнейшем будет показано, что

lim
q→1

y = 0, (41)

lim
q→1

C(y) = 1. (42)

Полезным следствием полученных соотношений
является явная зависимость β∗ от θ:

β∗ =
1

C(y)θ1+y
=

β1+y

C(y)
, (43)

где β− 1/θ — обратная термодинамическая темпера-
тура.

Отметим, что вид статистического интеграла (31)
и среднего значения энергии рассматриваемой систе-
мы (36) совпадает с результатами, следующими из
энтропии и распределения Реньи [16] с точностью
до замены β∗ → β. На рис. 1 проиллюстрировано

поведение отношения β∗

β от q при разных N , что по-
казывает степень удаленности статистики Тсаллиса
от Реньи для таких систем при росте числа частиц
N или уменьшении q.

0.995 0.996 0.997 0.998 0.999 1.000

q

0.0

2.5

5.0

7.5

10.0

12.5

15.0

17.5

20.0

β
∗
/β

N = 2

N = 10

N = 50

N = 100

N = 200

Рис. 1. Зависимость β∗

β
от q при разных N с Cn = 0.5,
k = 2

4. ОБОБЩЕННОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ
МАКСВЕЛЛА

Рассмотрим трехмерный идеальный одноатомный
газ N частиц. Гамильтониан такой системы является
частным случаем степенного гамильтониала (26):

H =

N
∑

i=1

p2
i

2m
. (44)

Предполагается, что все молекулы имеют одинако-
вую массу m; pi = (pix , piy , piz ) — вектор импульса
частицы под номером i. Заметим, что, несмотря на
возможность проекции импульса принимать отрица-
тельные значения, p2

i = p2
i = (p2

ix
, p2

iy
, p2

iz
) и функция

Гамильтона (44) симметрична, что позволяет из-
бежать интегрирования в отрицательных областях
путем удвоения значения интеграла по положитель-
ной части вещественной оси, либо приравниванием
его к нулю в случае усреднения нечетных функций.

Среднее значение энергии данного гамильтониана
равно:

U =
3N

2
· 1

β∗
=

N

k
C(y)θ1+y, (45)

где

y =
1

2
3N

1
1−q − 1

, (46)

а параметр C(y) после ряда преобразований выгля-
дит так:

C(y) =

(

πm
2

q
1−q

)y

(

1 − 1−q
q

3N
2

) ·





Γ
(

1
1−q − 3N

2

)

Γ
(

1
1−q

)





y 2
3N

. (47)

Вероятность того, что система находится в эле-
ментарном объеме с координатами (r, p) в 6N -
мерном фазовом пространстве, где r = (r1, r2, ..., rN ),
p = (p1,p2, ...,pN ):

ρ(T )dΓ=
1

Z(T )

(

1+
1 − q

q
β∗

(

N
∑

i=1

p2
i

2m
− 3N

2

1

β∗

))

1
q−1

×

× γN

N !

N
∏

i=1

dridpi
(2πh̄)3

, (48)
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откуда получаем распределение Тсаллиса для иде-
ального газа:

ρ(T ) =
1

ZT

γN

N !(2πh̄)3N
×

×
(

1 +
1 − q

q

(

N
∑

i=1

β∗ p2
i

2m
− 3N

2

))

1
q−1

, (49)

где

Z(T ) =
γN

N !(2πh̄)3N
×

×
∫ ∫

(

1 +
1 − q

q

(

N
∑

i=1

β∗ p2
i

2m
− 3N

2

))

1
q−1 N
∏

i=1

dridpi.

(50)

Легко заметить, что распределение факторизуется
на координатную и импульсную части, что дела-
ет возможным переход от общего распределения
Тсаллиса для идеального газа к обобщенному рас-
пределению Максвелла по импульсам. Для этого
достаточно проинтегрировать выражения по коорди-
натной части фазового пространства:

ρ
(T )
M =

∫

ρ(T )
N
∏

i=1

dri = ρ(T )V N , (51)

Z(T ) =
23N (γV )N

N !(2πh̄)3N
×

×
∞
∫

0

..

∞
∫

0

(

1 +
1 − q

q

(

N
∑

i=1

β∗ p2
i

2m
− 3N

2

))

1
q−1 N
∏

i=1

dpi.

(52)

Воспользуемся полученным выражением для Z (31):

Z(T )=

(

1

β∗

)
3N
2 (2πm)

3N
2

(2πh̄)3N
(γV )N

N !

(

q

1 − q
− 3N

2

)
3N
2

×

×
Γ
(

1
1−q − 3N

2

)

Γ
(

1
1−q

)

(

1 − 1 − q

q

3N

2

)
1

q−1

. (53)

Тем самым мы приходим к выражению для обобщен-
ного распределения Максвелла или распределения
Максвелла–Тсаллиса по импульсам молекул:

ρ
(T )
Mp

=

(

β∗

2πm

)
3N
2

(

1 + 1−q
q

(

∑N
i=1 β

∗ p2
i

2m − 3N
2

))
1

q−1

C(T )
,

(54)
где

C(T ) =

(

q

1 − q
− 3N

2

)
3N
2 Γ

(

1
1−q − 3N

2

)

Γ
(

1
1−q

) ×

×
(

1 − 1 − q

q

3N

2

)
1

q−1

(55)

и (учитывая (35)):

1 − 2

3N + 2
< q < 1. (56)

Функция ρ
(T )
Mp

удовлетворяет условию нормировки:

∫

ρ
(T )
Mp

N
∏

i=1

dpixdpiydpiz = 1. (57)

Полученное обобщенное распределение Максвел-
ла легко переписать с термодинамической темпера-
турой θ. Для этого достаточно учесть зависимость
β∗ от температуры (43):

ρ
(T )
Mp

=

(

1

2πmC(y)θ1+y

)
3N
2

×

×

(

1 + 1−q
q

(

∑N
i=1

p2
i

2mC(y)θ1+y − 3N
2

))
1

q−1

C(T )
. (58)

Заметим, что, в отличие от классического рас-
пределения Маквселла, которое можно записать
для одной частицы путем факторизации экспо-
ненты, данный обобщенный вариант распределения
Максвелла записывается сразу для всей системы
и включает количество частиц в качестве параметра
распределения и условия на q. Поэтому для получе-
ния распределения Максвелла–Тсаллиса для одной
частицы необходимо произвести интегрирование по
импульсам остальных частиц, что будет реализовано
в следующем разделе настоящей статьи.

Также запишем обобщенное распределение Макс-
велла по скоростям. Для этого достаточно рассмот-
реть соотношение:

ρ
(T )
Mp

(p)

N
∏

i=1

dpixdpiydpiz = ρ
(T )
Mv

(v)

N
∏

i=1

dvixdviydviz,

(59)
где p = (p1,p2, ...,pN ) и v = (v1,v2, ...,vN ) — им-
пульсы и скорости частиц. Учитывая классическое
определение импульса частиц p = mv,

N
∏

i=1

dpixdpiydpiz = m3N
N
∏

i=1

dvixdviydviz . (60)

Таким образом,

ρ
(T )
Mv

=

(

β∗

2πm

)
3N
2

(

1 + 1−q
q

(

∑N
i=1 β

∗ mv2
i

2 − 3N
2

))
1

q−1

C(T )

(61)
или

ρ
(T )
Mv

=

(

1

2πmC(y)θ1+y

)
3N
2

×

×

(

1 + 1−q
q

(

∑N
i=1

mv2
i

2C(y)θ1+y − 3N
2

))
1

q−1

C(T )
, (62)

для которого также выполняется условие на q (56)
и нормировка

∫

ρ
(T )
Mv

N
∏

i=1

dvixdviydviz = 1. (63)
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Аналогично переходу от (54) к (61) получим
распределение по модулям скоростей. Для это-
го необходимо перейти из декартовых координат
к сферическим. Для каждой из частиц системы
(vjx, vjy, vjz) → (vj ,ϑj ,ϕj), где vj — модель ско-

рости j-й частицы, а ϑj ∈ [0,π], ϕj ∈ [0, 2π) — углы
в сферической системе координат. Тогда элементы
интегрирования примут вид:

dvjxdvjydvjz → v2
jdvjdΩj(ϑj ,ϕj). (64)

Так как ρ
(T )
Mv

не зависит от углов, интегрирование

по полным телесным углам дает (4π)N . Собирая все
множители, запишем полученный вид распределения
Максвелла–Тсаллиса по модулям скоростей:

ρ
(T )
MV

=

(

N
∏

n=1

4πv2
N

)

(

β∗

2πm

)
3N
2

×

×

(

1 + 1−q
q

(

∑N
i=1 β

∗ mv2
i

2 − 3N
2

))
1

q−1

C(T )
(65)

или

ρ
(T )
MV

=

(

N
∏

n=1

4πv2
N

)

(

1

2πmC(y)θ1+y

)
3N
2

×

×

(

1 + 1−q
q

(

∑N
i=1

mv2
i

2C(y)θ1+y − 3N
2

))
1

q−1

C(T )
(66)

с нормировкой

∫

ρ
(T )
MV

N
∏

i=1

dvi = 1. (67)

5. ОДНОЧАСТИЧНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ
МАКСВЕЛЛА–ТСАЛЛИСА

Получим обобщенное распределение Максвелла
для одной из N частиц рассматриваемой системы.
Для этого необходимо проинтегрировать (54) по
импульсам остальных N − 1 частиц. Тем самым для
некоторой частицы с номером j

ρ
(T )
M (pj) =

∞
∫

−∞

..

∞
∫

−∞

ρ
(T )
M

∏

i6=j

dpixdpiydpiz =

= 23(N−1)

∞
∫

0

..

∞
∫

0

ρ
(T )
M

∏

i6=j

dpixdpiydpiz. (68)

Используя интеграл (29), имеем

ρMT (pj)=

(

β∗

2πm

)3/2(
1 − q

q

)3/2Γ
(

1
1−q− 3N

2 + 3
2

)

Γ
(

1
1−q− 3N

2

) ×

×

(

1 + 1−q
q

(

β∗ p2
j

2m − 3N
2

))
1

q−1+
3N
2 − 3

2

(

1 − 1−q
q

3N
2

)
1

q−1+
3N
2

. (69)

Полученное одночастичное распределение не за-
висит от направления вектора импульса, откуда
следует, что распределения по проекциям импульса
частицы будут идентичны. Чтобы получить рас-
пределение по некоторой из проекций вектора им-
пульса, необходимо проинтегрировать по остальным
двум проекциям вектора импульса. Таким образом,
используя интеграл (29), получим

ρ
(T )
M (pjα) =

(

β∗

2πm

)1/2(
1 − q

q

)1/2 Γ
(

1
1−q − 3N

2 + 1
2

)

Γ
(

1
1−q − 3N

2

)

(

1 + 1−q
q

(

β∗ p2
jα

2m − 3N
2

))
1

q−1+
3N
2 − 1

2

(

1 − 1−q
q

3N
2

)
1

q−1+
3N
2

, (70)

где α = (x, y, z).

Для записи одночастичного распределения по скоростям достаточно использовать определение импульса,
а также однозначное соответствие вероятностей вида

ρ
(T )
M (pj)dpjxdpjydpjz = ρ

(T )
M (vj)dvjxdvjydvjz (71)

и dpjxdpjydpjz = m3dvjxdvjydvjz. Тогда одночастичное распределение по вектору скорости примет вид:

ρ
(T )
M (vj) =

(

mβ∗

2π

)3/2 (1 − q

q

)3/2 Γ
(

1
1−q − 3N

2 + 3
2

)

Γ
(

1
1−q − 3N

2

)

(

1 + 1−q
q

(

β∗mv2
j

2 − 3N
2

))
1

q−1+
3N
2 − 3

2

(

1 − 1−q
q

3N
2

)
1

q−1+
3N
2

. (72)



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 59

Аналогично из (70) для проекции вектора скорости

ρ
(T )
M (vjα) =

(

mβ∗

2π

)1/2 (
1 − q

q

)1/2 Γ
(

1
1−q − 3N

2 + 1
2

)

Γ
(

1
1−q − 3N

2

)

(

1 + 1−q
q

(

β∗mvj
2
α

2 − 3N
2

))
1

q−1+
3N
2 − 1

2

(

1 − 1−q
q

3N
2

)
1

q−1+
3N
2

. (73)

Так как распределение (69) не зависит от направления вектора импульса, то (72) зависит лишь от модуля
скорости частиц. Выразим эту зависимость в явном виде. Для этого выполним переход от декартовых
координат к сферическим. После интегрирования по телесному углу ϑ выражение для плотности вероятности
перейдет в распределение по модулю скорости частицы системы:

ρ
(T )
M (vj) = 4πv2

(

mβ∗

2π

)3/2(
1 − q

q

)3/2 Γ
(

1
1−q − 3N

2 + 3
2

)

Γ
(

1
1−q − 3N

2

)

(

1 + 1−q
q

(

β∗ mv2
j

2 − 3N
2

))
1

q−1+
3N
2 − 3

2

(

1 − 1−q
q

3N
2

)
1

q−1+
3N
2

. (74)

С учетом (43),

ρ
(T )
M (vj) = 4πv2

(

mβ1+y

2πC(y)

)3/2 (
1 − q

q

)3/2 Γ
(

1
1−q − 3(N−1)

2

)

Γ
(

1
1−q − 3N

2

)

(

1 + 1−q
q

(

β1+y

C(y)

mv2
j

2 − 3N
2

))
1

q−1 +
3(N−1)

2

(

1 − 1−q
q

3N
2

)
1

q−1+
3N
2

, (75)

где β = 1/θ — обратная термодинамическая температура.

На рис. 2 и рис. 3 представлено поведении функ-
ции (75) при различных параметрах q и N .
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Рис. 2. Распределение по модулям скоростей частиц одно-
атомного кислорода при температуре 300K при различных

значениях параметра q, N = 10

Полученные распределения являются многоча-
стичной альтернативой q-распределения по скоро-
стям, предложенного в [19]:

F (vx) = Aq′(m, q′, θ)

[

1 − (1 − q′)
1

2
βmv2

x

]1/(1−q′)

,

(76)
где q′ = 2 − q — переобозначенный параметр,
β = β(q, θ) — константа, содержащая информа-
цию о температуре системы. Примерами систем,
скорости элементов которых описываются подоб-
ным распределением, являются клетки в биоло-
гическом морфогенезе [20] и клетки гидры [21].
Также q–модифицированное распределение Макс-
велла с определенной точностью описывает скорости
вращения звезд в скоплении Плеяды (рис. 4, [22]).
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Рис. 3. Распределение по модулям скоростей частиц одно-
атомного кислорода при температуре 300K при различном

количестве частиц N , q = 0.994

6. ХАРАКТЕРИСТИКИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
МАКСВЕЛЛА–ТСАЛЛИСА

Получим выражение для среднеквадратичной
скорости молекул идеального газа в статистике
Максвелла–Тсаллиса. Из (45) и определения сред-
ней энергии частиц

U =

N
∑

n=1

m〈vn2
α〉

2
=

3N

2

1

β∗
, (77)

где α = x, y, z, получаем

m〈vn2
α〉

2
=

3

2

1

β∗
. (78)

Так как правая часть не зависит от номера части-
цы n, то в левой части его тоже можно опустить.
Следовательно,

〈v2
n〉 = 〈vn2

x + vn
2
y + vn

2
z〉 = 〈v2

x〉+ 〈v2
y〉+ 〈v2

z〉 =
3

β∗m
.

(79)
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V sin i,  км/с

Рис. 4. Наблюдаемое распределение (гистограмма) враще-
ния звезд в скоплении Плеяды [22]. Кривые представляют
собой приближения с помощью распределений Максвел-
ла (пунктирная линия), Каниадакиса (толстая линия)
и Тсаллиса (тонкая линия, (76) с q′ = 1.334+0.038

−0.055)
соответственно

Это выражение также справедливо для любой части-
цы n. Таким образом, среднеквадратичная скорость
молекулы идеального газа равна

√

〈v2〉 =
√

3

β∗m
=

√

3θ

m

√

C(y)θy . (80)

Здесь и далее учтено выражение (43).

Вычислим средний модуль скорости молекул через
одночастичное распределение по модулю скорости

〈v〉 =
∞
∫

0

vρ
(T )
M (v)dv. (81)

Для этого удобно обратиться к (74) и интегралу
(29). После ряда очевидных преобразований полу-
чаем:

〈v〉 =
∞
∫

0

vρ
(T )
M (v)dv =

√

8θ

πm

√

C(y)θy×

×
Γ
(

1
1−q − 3N

2 − 1
2

)

Γ
(

1
1−q − 3N

2

) ·
√

q

1 − q
− 3N

2
. (82)

Теперь найдем наиболее вероятную скорость моле-
кул идеального газа vp. Это значение обеспечивает

экстремум функции ρ
(T )
M (v):

∂ρ
(T )
M (v)

∂v

∣

∣

∣

∣

vp

= 0 (83)

Отбросив все не зависящие от скоростей множители,
запишем производную в явном виде:

0 =
∂

∂v



v2

(

1 +
1 − q

q

(

β∗mv2

2
− 3N

2

))

1
q−1+

3(N−1)
2





∣

∣

∣

∣

vp = 2vp

(

1 +
1 − q

q

(

β∗
mv2

p

2
− 3N

2

))
1

q−1+
3(N−1)

2

+

+ v2
p

1 − q

q
β∗mvp

(

1

q − 1
+

3(N − 1)

2

)

·
(

1 +
1 − q

q

(

β∗
mv2

p

2
− 3N

2

))
1

q−1+
3(N−1)

2 −1

, (84)

откуда, выражая vp, получаем следующее выражение:

vp =

√

2

mβ∗
·

√

√

√

√

q
1−q − 3N

2

q
1−q − 3(N−1)

2

=

√

2θ

m

√

C(y)θy ·

√

√

√

√

q
q−1 + 3N

2

q
q−1 + 3(N−1)

2

. (85)

Как было отмечено ранее, полученное распределение (58) в общем случае не может быть представлено
в виде произведения независимых распределений по импульсам (следовательно, (62) — по скоростям)
отдельных молекул. Естественным образом возникает предположение о ненулевых корреляциях между
скоростями частиц в такой системе. Поэтому важно вычислить ковариацию модулей скоростей молекул
идеального газа в случае статистики Максвелла–Тсаллиса. Для этого рассмотрим среднее значение
произведения модулей скоростей частиц n и k, используя распределение по модулям скоростей (65)
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и интеграл (29):

〈vnvk〉 =
∫

vnvkρ
(T )
M (v)

N
∏

i=1

dvi =

=
(4π)N

(

β∗

2πm

)
3N
2

(

q
1−q − 3N

2

)
3N
2 Γ( 1

1−q
− 3N

2 )
Γ( 1

1−q )

(

1 − 1−q
q

3N
2

)
1

q−1

(

1 − 3N

2

1 − q

q

)( 1
q−1+

3N
2 +1)

×

×
Γ
(

1
1−q − 3N

2 − 1
)

Γ
(

1
1−q

)







Γ
(

3
2

)

2
(

1−q
q

β∗m
2

)
3
2







N
(

Γ(2)

Γ
(

3
2

)

)2
(

q

q − 1

2

β∗m

)

, (86)

откуда после ряда преобразований получаем

〈vnvk〉 =
8

πβ∗m
=

8θ

πm
C(y)θy. (87)

С учетом (82) ковариация принимает вид

cov(vnvk) = 〈vnvk〉 − 〈v〉2 =
8θ

πm
C(y)θy






1 −

(

q

1 − q
− 3N

2

)

·





Γ
(

1
1−q − 3N

2 − 1
2

)

Γ
(

1
1−q − 3N

2

)





2





. (88)

Аналогичным способом получим выражение для
ковариации энергий двух частиц идеального газа:

〈εnεk〉 =
∫

mv2
n

2
· mv2

k

2
· ρ(T )

M (v)
N
∏

i=1

dvi =

=

(

3

2β∗

)2

·

(

q
1−q − 3N

2

)

(

q
1−q − 3N

2 − 1
) . (89)

Ковариация между энергиями

cov(εnεk) = 〈εnεk〉 − 〈ε〉2 =

= 〈εnεk〉 −
m〈v2〉

2
=

3θ

2
C(y)θy · 1

(

q
1−q − 3N

2 − 1
) .

(90)

Таким образом, наше предположение о ненулевых
ковариациях между скоростями и энергиями частиц
идеального газа в статистике Максвелла–Тсаллиса
подтвердилось.

Рассмотрим также связь между центральными
моментами проекции скорости второго и четвертого
порядков. Из этой связи можно получить обобщение
известного свойства связи второго и четвертого
моментов случайной величины в гауссовых распре-
делениях. Из (79)

〈v2
α〉 =

θ

m
C(y)θy =

1

β∗m
,α = x, y, z. (91)

Для получения 〈v4
α〉 воспользуемся (29) и (73):

〈v4
α〉 =

+∞
∫

−∞

v4
αρ

(T )
M (vα)dvα = 2

+∞
∫

0

v4
αρ

(T )
M (vα)dvα.

(92)

Путем преобразований получим

〈v4
α〉 =

(

q
1−q − 3N

2

)

(

q
1−q − 3N

2 − 1
)

3

(β∗m)
2
= 3Q〈v2

α〉2, (93)

где Q — фактор, характеризирующий степень от-
клонения распределения Максвелла–Тсаллиса от
гауссовской формы. Как можно заметить, данный
множитель наиболее далек от единицы при

q

1 − q
− 3N

2
≈ 1, (94)

что соответствует минимально возможному значе-
нию q из условия (56).

7. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ МАКСВЕЛЛА

КАК ПРЕДЕЛЬНЫЙ СЛУЧАЙ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
МАКСВЕЛЛА–ТСАЛЛИСА

В оригинальной работе Тсаллиса [6] был по-
казан переход энтропии (3) к энтропии Гиббса
при q → 1, откуда можно сделать вывод, что
распределение Гиббса является предельным случаем
распределения Тсаллиса. В таком случае распре-
деление Максвелла–Тсаллиса должно переходить
в распределение Максвелла в том же пределе по
параметру q.

В настоящем разделе будет показана процедура
предельного перехода для полученных распределе-
ний и характеристик системы.

Рассмотрим функцию, называемую q–экспонентой
(такая конструкция явным образом присутствует
в (58)):

e−x
q ≡

(

1 − q − 1

q
· x
)

1
q−1

=

(

1 +
1 − q

q
· x
)

1
q−1

.

(95)
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При q → 1 она переходит в классическую экспоненту
с помощью второго замечательного предела:

lim
q→1

e−x
q = lim

q→1

(

1 − q−1
q · x

)
q

q−1

(

1 − q−1
q · x

) = e−x. (96)

Также изучим поведение C(T ) (55) при q → 1.
С учетом (95)

C(T ) =

(

q

1 − q
− 3N

2

)
3N
2 Γ

(

1
1−q − 3N

2

)

Γ
(

1
1−q

) e
3N
2

q . (97)

Заметим, что при q, близких к 1, аргументы Γ–
функций стремятся к бесконечности, что позволяет
применить формулу Стирлинга

Γ[κ+ 1] ≈
√

2πκ
(κ

e

)κ

. (98)

Тогда (обозначив 1
1−q как χ+ 1) имеем

Γ
(

1
1−q − 3N

2

)

Γ
(

1
1−q

) ≈

√

χ− 3N
2

χ
·
(

χ− 3N
2

χ

)χ

×

×
(

χ− 3N

2

)− 3N
2

e
3N
2 , (99)

χ =
1

1 − q
− 1 =

q

1 − q
. (100)

Учитывая, что при q → 1 χ → ∞, и применяя второй
замечательный предел и (96), получим

lim
q→1

C(T ) =

= e
3N
2 lim

χ→∞

√

χ− 3N
2

χ
·
(

χ− 3N
2

χ

)χ

e
3N
2 = e

3N
2 .

(101)

Также рассмотрим y (46) и C(y) (47). Очевидно,
что

lim
q→1

y = lim
χ→∞

1
2

3N (χ+ 1)− 1
= 0. (102)

Используя для C(y) (99) и

lim
χ→±∞

(aχ+ b)1/(cχ+d) = lim
χ→±∞

e
ln (aχ+b)
(cχ+d) = e0 = 1,

(103)
где a, b, c, d — постоянные, получаем

lim
q→1

C(y) = lim
χ→∞

(

πm
2 χ
)y

(

1 − 1−q
q

3N
2

)×

×





√

χ− 3N
2

χ





y 2
3N
(

χ− 3N

2

)−y

= 1. (104)

Следовательно,

lim
q→1

β∗ = lim
q→1

β1+y

C(y)
= β =

1

θ
. (105)

Таким образом, учитывая (96) и доказанные равен-
ства (101) и (105), получаем предельный переход:

lim
q→1

ρ
(T )
Mp

=

(

1

2πmθ

)
3N
2

e
−

N∑

i=1

p2
i

2mθ

, (106)

откуда напрямую следует, что

lim
q→1

ρ
(T )
Mv

=
( m

2πθ

)3N/2
e
−

N∑

i=1

mv2
i

2θ
, (107)

lim
q→1

ρ
(T )
MV

=
( m

2πθ

)3N/2 N
∏

i=1

4πv2
i e

−
mv2

i
2θ . (108)

Аналогично можно убедиться, что и другие кинети-
ческие характеристики статистической системы при
q → 1 принимают максвелловский вид (применяя
второй замечательный предел, формулу Стирлинга
(98) и ранее полученные выражения для y и C(y)).

lim
q→1

〈v〉 =
√

8θ

πm
= 〈v〉(M), (109)

lim
q→1

vp =

√

2θ

m
= v(M)

p . (110)

На рис. 5 и рис. 6 представлены графики зависи-

мости функций 〈v〉/〈v〉(M) и vp/v
(M)
p от параметра

q при разных значениях N . Разница в поведении
функций заметна только в случае малого числа
частиц.
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Рис. 5. Зависимость отклонения средней скорости в ста-
тистике Максвелла–Тсаллиса относительно случая Макс-

велла 〈v〉/〈v〉(M) от q при разных N

Таким же образом ковариации модулей скоростей
частиц и кинетических энергий также стремятся
к нулю:

lim
q→1

cov(vnvk) = lim
q→1

8θ

πm
C(y)θy

(

1−
(

q

1 − q
− 3N

2

)

×

×





Γ
(

1
1−q − 3N

2 − 1
2

)

Γ
(

1
1−q − 3N

2

)





2





= 0, (111)
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Рис. 6. Зависимость отклонения наиболее вероятной ско-
рости в статистике Максвелла–Тсаллиса относительно

случая Максвелла vp/v
(M)
p от q при разных N

lim
q→1

cov(εnεk) = lim
q→1

3θ

2
C(y)θy · 1

(

q
1−q − 3N

2 − 1
) = 0.

(112)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе было получено обобщенное
распределение Максвелла по скоростям в форма-
лизме Тсаллиса. Тем самым нам удалось расши-
рить вид данного распределения на многочастичные
неаддитивные системы. Мы продемонстрировали
характеристики статистических систем, описывае-
мых распределением Максвелла–Тсаллиса: среднюю
энергию системы, средний модуль скорости частиц,
среднеквадратичую и наивероятную скорости ато-
мов газа.

В ходе работы было приведено термодинамиче-
ское описание энтропии Тсаллиса и связь энтропии
и распределения с термодинамической температурой
системы, а также получено несколько полезных со-
отношений, в частности q–формула и выражение эн-
тропии через статистическую сумму распределения
Тсаллиса, сыгравшие важную роль в установлении
данной связи.

Из условия сходимости рассматриваемых ин-
тегралов установлены ограничения на параметр
распределения q для модельного гамильтониана
H =

∑

n Cnx
k
n, частным случаем которого является

модель одногоатомного идеального газа.

Также были получены ковариации скоростей
и энергий частиц в статистике Тсаллиса, связанные
с q-деформацией. При стремлении параметра q к еди-
нице они исчезают. Показано, что все полученные
результаты переходят в известные выражения и ха-
рактеристики распределения Максвелла.

В пункте 5 был приведен ряд экспериментов, опи-
сываемых распределением Тсаллиса по скоростям.
Данные работы свидетельствуют о применимости
статистики Тсаллиса к широкому кругу явлений
и подчеркивают пользу полученного распределения
Максвелла–Тсаллиса для будущих экспериментов
в неклассической статистической физике.

ПРИЛОЖЕНИЯ

Приложение 1. q–формула

Рассмотрим определение средней энергии U :

U =

W
∑

i=1

ρiHi. (113)

С другой стороны, в силу нормировки распределения
∑W

i=1 ρi = 1,

U =

W
∑

i=1

ρiU. (114)

Эта два соотношения приводят к равенству

W
∑

i=1

(Hi − U)ρi = 0. (115)

Умножив обе части равенства на β∗(1−q)/q (полагая
его отличным от 0) и прибавив Z(T ), записанную
в явном виде, получим q–формулу:

W
∑

i=1

(

1 +
1 − q

q
β∗(Hi − U)

)
1

q−1

=

=

W
∑

i=1

(

1 +
1 − q

q
β∗(Hi − U)

)
q

q−1

. (116)

Приложение 2. Средняя энергия системы
со степенным гамильтонианом через

термодинамическую темературу

U =
N

k
θx, (117)

где x =
(

Z(T )
)1−q

.

Z(T ) = A · x
N
k

(

1 − 1−q
q

U
θx

)
1

1−q
−N

k

= x
1

1−q , (118)

x = A
1

1
1−q

−
N
k +

1 − q

q

U

θ
=

U

θ

k

N
, (119)

где

A = θ
N
k ·





(

Γ
(

1
k

)

k

)N

·
Γ
(

1
1−q − N

k

)

Γ
(

1
1−q

)

(

1
1−q
q

)
N
k

×

×
N
∏

n=1

(

1

Cn

)
1
k

]

. (120)

Таким образом, для средней энергии системы имеем:

U =
A

1
1

1−q
−

N
k

(

k
N − 1−q

q

)θ =
N

k
θ · A

1
1

1−q
−

N
k

(

1 − 1−q
q

N
k

) (121)
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или

U =
N

k
C(y)θ1+y, (122)

где y и Cy — параметры, заявисящие только от q, N ,
Cn и k

y =
N

k
· 1

1
1−q − N

k

=
1

k
N

1
1−q − 1

(123)

и

C(y) =
1

(

1 − 1−q
q

N
k

) ·





(

Γ
(

1
k

)

k

)N Γ
(

1
1−q − N

k

)

Γ
(

1
1−q

) ×

×
(

1
1−q
q

)
N
k N
∏

n=1

(

1

Cn

)
1
k





y k
N

. (124)
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Generalized Maxwell Distribution in the Tsallis Entropy Formalism
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A formalism of statistical mechanics based on the nonadditive Tsallis entropy functional is considered. The mean
energy value and the generalized Maxwell distribution (Maxwell–Tsallis distribution) are obtained on the basis
of the Tsallis distribution for a general power-law Hamiltonian with an arbitrary number of degrees of freedom.
This method of calculating integrals in the formalism simplifies the calculation of high-order moments for random
variables of such a system. Based on the condition for convergence of the integrals, it is shown that the lower
limit of the change in the q parameter is related to the number of particles in the system. The characteristics of
statistical systems described by the Maxwell–Tsallis distribution (mean absolute value of velocity, mean square
velocity, and the most probable velocity of gas atoms) are calculated. It is shown that the system described by
this distribution must have nonzero correlations between velocities and energies of particles and the classical
Maxwell distribution is a special case of the proposed generalized distribution.

Keywords: Tsallis entropy, Tsallis distribution, Maxwell distribution, average energy, power law distribution.
PACS: 05.20.-y, 05.70.-a, 05.90.+m.
Received 2 May 2022.

English version: Moscow University Physics Bulletin. 2022. 77, No. 5. Pp. 728–740.

Сведения об авторах
1. Бакиев Тимур Наилевич — магистр; e-mail: tnbakiev@edu.hse.ru.

2. Накашидзе Дмитрий Викторович — студент магистратуры; e-mail: nakashidze.dv16@physics.msu.ru.

3. Савченко Александр Максимович — доктор физ.-мат. наук, профессор; e-mail: a.m.savchenko@gmail.com.

4. Семенов Константин Михайлович — аспирант; e-mail: semenovkm@icloud.com.

http://vmu.phys.msu.ru/abstract/2020/6/20-6-045
http://dx.doi.org/10.3103/S002713492006003X
mailto:$^a$a.m.savchenko@gmail.com, $^b$semenovkm@protonmail.com
https://doi.org/10.3103/S0027134922050046
mailto:tnbakiev@edu.hse.ru
mailto:nakashidze.dv16@physics.msu.ru
mailto:a.m.savchenko@gmail.com
mailto:semenovkm@icloud.com

