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В данной работе подробно рассматривается химическое равновесие многокомпонентного рас
твора как часть динамической модели метода удерживания кислоты. Подробное изучение хими
ческого равновесия, представленного в виде системы нелинейных уравнений, является ключе
вым шагом для построения эффективной динамической модели в случае многокомпонентного
раствора. В данной работе приведен алгоритм эффективного расчета химического равновесия
на примере экстракционной фосфорной кислоты, который может быть использован в дина
мической модели для вычисления химического равновесия в каждой точке пространственной
сетки и на каждом шаге интегрирования. Более того, для концентраций веществ в эксперимен
те по очистке экстракционной фосфорной кислоты показано, что нелинейная система урав
нений химического равновесия позволяет получить простые алгебраические соотношения для
связи концентрации молекул рассматриваемого вещества с общей концентрацией веществ всех
элементов в растворе с хорошей точностью. Кроме того, показано, что для каждого металла
можно рассматривать сорбцию молекул соли только одного типа в силу малой концентрации
остальных типов, что позволяет сократить число дифференциальных уравнений в динамиче
ской модели метода удерживания кислоты.
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ВВЕДЕНИЕ

Метод удерживания кислоты является одним из
наиболее перспективных методов очистки смеси со
лей и кислот в технологических процессах [1–4].
Его идея заключается в том, что смесь солей и кис
лот с общим анионом пропускается через колонку
с гелиевым анионитом, находящемся в той же ани
онной форме, что и очищаемая кислота; таким об
разом, исключается ионный обмен. На первом эта
пе процесса компоненты, содержащиеся в раство
ре, проникают в наноразмерные поры, сорбируются
и задерживаются в них. Солевые компоненты удер
живаются слабее и быстро вытесняются кислотой.
Этот процесс продолжается до тех пор, пока не пре
кратится сорбция кислоты в наноразмерных порах
и она не появится на выходе колонки. Далее осу
ществляется второй этап — промывка колонки во
дой. При этом на выходе, в течение некоторого пе
риода времени, получается раствор с высокой кон
центрацией кислоты, затем в выходящем растворе
концентрации падают и анионит возвращается в ис
ходное состояние. Данный процесс позволяет отде
лить порцию раствора с высоким содержанием кис
лоты и низким содержанием солей.

* E-mail: kaznacheev.michael@mail.ru

Теоретическое исследование ранее было предпри
нято для случая хорошо растворимых компонен
тов [5–7] и при малом их количестве, поэтому мо
делирование модифицированного метода удержива
ния кислоты [8], работающего в случае плохо рас
творимых соединений, представляет большой ин
терес для создания эффективных технологических
процессов.

Общая схема построения математической модели
метода удерживания кислоты заключается в сле
дующем. Во-первых, движение в проточных по
рах между сорбентом можно описывать диффе
ренциальными уравнениями переноса, которые бу
дут справедливы для каждого компонента раство
ра. Во-вторых, между компонентами системы в лю
бой момент времени и любой точке пространства
должно выполняться химическое равновесие. Ско
рость соответствующих химических реакций мно
го больше, чем скорость динамических процессов
в системе, таких как перенос и сорбция. В-тре
тьих, процессы сорбции компонентов можно опи
сывать с помощью дифференциальных уравнений
кинетики сорбции.

Важно отметить, что увеличение числа рассмат
риваемых компонентов в системе приводит к уве
личению числа уравнений химического равновесия,
увеличению числа уравнений переноса и кинети
ки сорбции. В связи с этим очень серьезно вста
ет вопрос о разработке численной реализации ма
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тематической модели в многокомпонентных систе
мах. В публикациях [5–7] не рассматривались во
просы численной реализации и поиска эффектив
ных упрощений исследуемой системы дифференци
альных уравнений. В то же время это общий во
прос для задач многокомпонентных систем, поэто
му важно подробно его исследовать. Этому посвя
щена настоящая работа.

1. ИЗУЧЕНИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ
ХИМИЧЕСКОГО РАВНОВЕСИЯ

Далее будет подробно рассматриваться система
из эксперимента [8], в которой проводится очистка
экстракционной фосфорной кислоты на анионите,
предварительно переведённом в фосфатную фор
му, что позволяет учитывать только молекулярную
сорбцию [7].

В модель будем включать компоненты экстрак
ционной фосфорной кислоты с наибольшими кон

центрациями [8], таковыми являются сама фос
форная кислоты, соли кальция, железа и алю
миния. В рассматриваемых условиях системы
FePO4–H3PO4–H2O [9] и AlPO4–H3PO4–H2O [10] ве
дут себя похожим образом (имеют одинаковую ва
лентность и близкие равновесные параметры и рас
творимость). Для того, чтобы избежать громоздких
расчетов и упростить описание, их условно объеди
няем в один компонент, который назовем железо.

При этих первичных предположениях в рас
сматриваемой системе будут следующие ком
поненты: H+, H3PO4, H2PO−

4 , HPO2−
4 , PO3−

4 ,
Ca2+, Ca(H2PO4)2, CaHPO4, Ca3(PO4)2, Fe3+,
Fe(H2PO4)3, Fe2(HPO4)3, FePO4 (всего 13 компо
нентов).

Химическое равновесие в рассматриваемой систе
ме будет определяться системой нелинейных урав
нений, представленных ниже [12]:

Уравнения диссоциации (константы диссоциации
представлены в таблице):

𝐾𝑎1 =
[H2P𝑂

−
4 ][H

+]

[H3PO4]
𝐾𝑎2 =

[HPO2−
4 ][H+]

[H2PO
−
4 ]
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[PO3−

4 ][H+]
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4 ]

,

𝐾𝑠1Ca =
[H2PO

−
4 ]
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[Ca(H2PO4)2]
𝐾𝑠2𝐶𝑎 =

[︀
HPO2−

4

]︀ [︀
Ca2+

]︀
[CaHPO4]

𝐾𝑠3𝐶𝑎 =
[PO3−

4 ]2[Ca2+]3

[Ca3(PO4)2]
,

𝐾𝑠1𝐹𝑒 =
[H2PO

−
4 ]

3[Fe3+]

[Fe(H2PO4)3]
𝐾𝑠2𝐹𝑒 =

[HPO2−
4 ]3[Fe3+]2

[Fe2(HPO4)3]
𝐾𝑠3𝐹𝑒 =

[PO3−
4 ][Fe3+]

[FePO4]
.

(1)

Уравнения материального баланса:

[H3PO4] + [H2PO
−
4 ] +

[︀
HPO2−

4

]︀
+

[︀
PO3−

4

]︀
+ 2[Ca (H2PO4)2] + [CaHPO4] +

+2[Ca3 (PO4)2] + 3[Fe (H2PO4)3] + 3[Fe2 (HPO4)3] + [FePO4] = 𝑚P,[︀
Ca2+

]︀
+ [Ca (H2PO4)2] + [CaHPO4] + 3[Ca3 (PO4)2] = 𝑚Ca,[︀

Fe3+
]︀
+ [Fe (H2PO4)3] + 2[Fe2 (HPO4)3] + [FePO4] = 𝑚Fe.

(2)

Уравнение электронейтральности:[︀
H+

]︀
+ 2

[︀
Ca2+

]︀
+ 3

[︀
Fe3+

]︀
− [H2PO

−
4 ]− 2

[︀
HPO2−

4

]︀
− 3

[︀
PO3−

4

]︀
= 0, (3)

где 𝑚𝑃 — полное количество фосфора, 𝑚𝐶𝑎 и 𝑚𝐹𝑒 аналогичное полное количество вещества для кальция
и железа.

В данной системе не рассматривается образова
ние осадка солями кальция и железа. В эксперимен
те [8] при промывке слабым раствором фосфорной
кислоты осадок не наблюдался.

Было бы желательно использовать вместо кон
центраций активности компонентов. Однако пере
ход к активностям при количественном расчете про
цесса требует значительно большей информации
о поведении представленной выше многокомпонент
ной системы в широком диапазоне концентраций.

Для построения эффективной и адекватной ди
намической модели метода удерживания кислоты
в условиях эксперимента [8] попытаемся ответить
на следующие вопросы:

1. Как построить эффективный алгоритм расче
та химического равновесия ЭФК?

2. Можно ли получить более простое аналитиче
ское выражение для связи концентраций ком
понентов, которое не требовало бы решения
большой нелинейной системы?

3. Есть ли компоненты с низкими концентрация
ми, от рассмотрения которых можно отказать
ся? В частности, исключить из рассмотрения
их сорбцию.

Понятно, что эта схема исследования химическо
го равновесия при рассмотрении метода удержива
ния кислоты для другой многокомпонентной систе
мы сохранится.

Чтобы ответить на поставленные вопросы, сна
чала рассмотрим подход к поиску численного ре
шения системы (1)–(3), являющейся замкнутой си
стемой нелинейных уравнений.
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Отметим, что существует большое число про
граммных пакетов для расчета химического рав
новесия в многокомпонентной системе, например
MINEQL+ и OLISTUDIO. Но в задаче построения
динамической модели метода удерживания кисло
ты расчет химического равновесия лишь часть бо
лее общего процесса, поэтому существующие про
граммные пакеты должны предоставлять подходя
щий интерфейс для того, чтобы быть адекватно
инкорпорированными в расчетный модуль основ
ной модели, и быть способными эффективно вы
числять равновесие в каждой точке расчетной сет
ки и на каждом шаге интегрирования. Так как ди
намическая модель метода удерживания кислоты

должна иметь эффективную численную реализа
цию, в качестве языка программирования исполь
зуется язык C++. Это означает, что программный
пакет для расчета химического равновесия должен
предоставлять из себя набор заголовочных файлов
с объявлением функций, которые могут быть вы
званы в основной программе, вместе с набором би
нарных файлов, в которых эти функции реализова
ны. Существующие программные пакеты выступа
ют, как правило, как самостоятельные приложения
и не предоставляют необходимый интерфейс.

Вернемся к рассмотрению системы (1)–(3). Реду
цируем ее до системы из 4 уравнений. Для этого
введем следующие обозначения:

[H] = ℎ, [H3PO4] = 𝑎0,
[︀
H2PO

−
4

]︀
= 𝑎1,

[︀
HPO2−

4

]︀
= 𝑎2,

[︀
PO3−

4

]︀
= 𝑎3,[︀

Ca2+
]︀
= 𝑐0, [Ca (H2PO4)2] = 𝑐1, [CaHPO4] = 𝑐2, [Ca3 (PO4)2] = 𝑐3,[︀

Fe3+
]︀
= 𝑓0, [Fe (H2PO4)3] = 𝑓1, [Fe2 (HPO4)3] = 𝑓2, [FePO4] = 𝑓3.

Выразив все переменные через ℎ, 𝑎0, 𝑐0, 𝑓0, систему уравнений приведем к следующему виду:

𝑎0 +
𝑎0𝐾𝑎1

ℎ
+

𝑎0𝐾𝑎1𝐾𝑎2

ℎ2
+

𝑎0𝐾𝑎1𝐾𝑎2𝐾𝑎3

ℎ3
+ 2

(𝑎0𝐾𝑎1)
2
𝑐0

ℎ2𝐾𝑠1
+

𝑎0𝐾𝑎1𝐾𝑎2𝑐0
ℎ2𝐾𝑠2

+

+2
(𝑎0𝐾𝑎1𝐾𝑎2𝐾𝑎3)

2
𝑐30

ℎ6𝐾𝑠3
+ 3

(𝑎0𝐾𝑎1)
3
𝑓0

ℎ3𝐾𝑓1
+ 3

(𝑎0𝐾𝑎1𝐾𝑎2)
3
𝑓2
0

ℎ6𝐾𝑓2
+

𝑎0𝐾𝑎1𝐾𝑎2𝐾𝑎3𝑓0

ℎ3𝐾𝑓3
−𝑚𝑝 = 0,

𝑐0 +
(𝑎0𝐾𝑎1)

2
𝑐0

ℎ2𝐾𝑠1
+

𝑎0𝐾𝑎1𝐾𝑎2𝑐0
ℎ2𝐾𝑠2

+ 3
(𝑎0𝐾𝑎1𝐾𝑎2𝐾𝑎3)

2
𝑐30

ℎ6𝐾𝑠3
−𝑚𝐶𝑎 = 0,

𝑓0 +
(𝑎0𝐾𝑎1)

3
𝑓0

ℎ3𝐾𝑓1
+ 2

(𝑎0𝐾𝑎1𝐾𝑎2)
3
𝑓2
0

ℎ6𝐾𝑓2
+

𝑎0𝐾𝑎1𝐾𝑎2𝐾𝑎3𝑓0

ℎ3𝐾𝑓3
−𝑚𝐹𝑒 = 0,

ℎ+ 2𝑐0 + 3𝑓0 −
𝑎0𝐾𝑎1

ℎ
− 2

𝑎0𝐾𝑎1𝐾𝑎2

ℎ2
− 3

𝑎0𝐾𝑎1𝐾𝑎2𝐾𝑎3

ℎ3
= 0.

(4)

Таким образом, исходная система из 13 уравне
ний свелась к системе из 4 уравнений.

Для численного решения используется метод
Ньютона:

𝜕𝑓 (𝑥𝑠)

𝜕𝑥
△𝑠 = −𝑓 (𝑥𝑠) ,

𝑥(𝑠+1) = 𝑥(𝑠) +△𝑠.

(5)

Система уравнений (5) является линейной, ее
можно решить любым удобным методом, например
методом Гаусса с выбором опорного элемента.

Определенные сложности представляет вопрос
о сходимости метода Ньютона. При высоких кон
центрациях кислоты и умеренных концентрациях
кальция и железа метод быстро сходится к искомо
му решению при достаточно произвольном началь
ном приближении, но при уменьшении концентра
ции фосфора метод может начать расходиться или
выдавать нефизичные результаты, например кон
центрации могут принимать отрицательные значе
ния. Для борьбы с этим используются несколько
приемов. Во-первых, для расчетов с меньшей кон
центрацией фосфорной кислоты использовались
в качестве начального приближения уже получен

Таблица. Константы диссоциации

Константа Величина Источник

K𝑎1 0.007 [15]

K𝑎2 6.24·10−8 [15]

K𝑎3 4.5·10−13 [14]

K𝑠1𝐶𝑎 0.004 [15]

K𝑠2𝐶𝑎 1.8·10−4 [15]

K𝑠3𝐶𝑎 5.17·10−24 [15]

K𝑠1𝐹𝑒 6.6·10−9 [16]

K𝑠2𝐹𝑒 2.4·10−34 [16]

K𝑠3𝐹𝑒 1.26·10−22 [17]

ные результаты расчетов с большей концентраци
ей. Во-вторых, использовалась регуляризация шага
алгоритма. В начале был опробован вариант, пред
ложенный в [13]:
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Рис. 1. Химические концентрации веществ

𝑥(𝑠+1) = 𝑥(𝑠) + 𝜏△(𝑠),

𝜏 =
𝜙 (0) + 𝜃𝜙(1)

𝜙 (0) + 𝜙(1)
,

𝜙 (𝜏) = 𝑓2
(︁
𝑥(𝑠) + 𝜏△(𝑠)

)︁
,

где 𝜃 — настроечный параметр.
Для данной системы же оказалась более эффек

тивной следующая эвристика:

𝜏 =
1

1 + 𝜃𝑓2
(︀
𝑥(𝑠)

)︀ .
Фактически она означает, что когда решение на

текущей итерации находится далеко от истинного
решения, то шаги алгоритма должны быть малень
кими, так как очень легко сорваться в область дру
гого решения. По мере приближения к искомому
решению вероятность срыва уменьшается, поэтому
шаги можно постепенно увеличивать. Это происхо
дит за счет функции 𝑓2

(︀
𝑥(𝑠)

)︀
, которая в рассмат

риваемом случае стремится к нулю при стремлении
𝑥(𝑠) к истинному решению.

Таким образом, предложенная выше стратегия
выбора начального приближения в методе Ньюто
на и алгоритм регуляризации шага позволяют ста
бильно и эффективно проводить расчеты химиче
ского равновесия. В динамической модели в каче
стве начального приближения могут быть исполь
зованы концентрации с предыдущего момента вре
мени, что при достаточно малом шаге интегрирова
ния обеспечит быструю сходимость метода Ньюто
на. При этом в динамической модели решение нели
нейной системы (4) нужно проводить в каждой точ
ке пространства и на каждом шаге по времени, что
все еще остается достаточно трудоемкой вычисли
тельной задачей, также усложняющей контроль за
стабильностью счета. Таким образом поиск каких
либо упрощений позволил бы сильно облегчить по
строение динамической модели.

С помощью реализованного алгоритма подробно
исследовано химическое равновесие при варьирова

нии концентраций исходных элементов, что позво
лило прийти к следующим выводам: во-первых, для
построения динамической модели метода удержи
вания кислоты концентрации молекул могут быть
выражены в виде линейных функций от количества
вещества каждого элемента, что позволяет при ре
шении динамической модели использовать простые
аналитические выражения вместо решения систе
мы нелинейных уравнений; во-вторых, для каждого
металла в растворе доминирует только один тип со
ли в рассматриваемых условиях. В следующем раз
деле подробнее рассмотрены результаты расчетов,
приводящие к представленным выше выводам.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

В расчетах варьировалось суммарное количество
веществ 𝑚𝑝, 𝑚Ca, 𝑚Fe, на выходе определялось
распределение компонентов в растворе. Максималь
ные значения концентраций определялись из усло
вий эксперимента [8]: 𝑚𝑝 = 2.55 моль/л, 𝑚Ca =
0.032 моль/л, 𝑚Fe = 0.194 моль/л.

На рис. 1 представлено, как меняются концентра
ции веществ при изменении суммарного количества
фосфора при некоторых фиксированных значени
ях концентраций кальция и железа. На рис. 1, а
представлено, как при уменьшении общего коли
чества фосфора уменьшается концентрация кис
лых солей кальция, а также растет концентра
ция ионов. На рис. 1, б видно, как при уменьше
нии концентрации фосфора уменьшается концен
трация ионов

[︀
H2PO

−
4

]︀
, растет концентрация ионов[︀

HPO2−
4

]︀
, уменьшается концентрация ионов водоро

да. Это согласуется с качественными представлени
ями о поведении подобных систем при увеличении
pH раствора.

На рис. 2 представлены зависимости суммарных
концентраций молекул данного вещества от сум
марного количества вещества других компонент
(здесь мы для солей не делаем различия меж
ду различными молекулярными формами). Вид
но, что данные зависимости можно аппроксимиро
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Рис. 2. Суммарная концентрация молекул в зависимости от суммарной концентрации вещества

вать линейной функцией. Для кальция при малом
количестве фосфора зависимость начинает перехо
дить в параболу, но этот эффект достаточно сла
бый, поэтому им можно пренебречь. Тогда получим
следующие выражения:

𝑐𝑝 = 𝑎𝑃1𝑚𝑝 + 𝑎𝑃2𝑚Ca + 𝑎𝑃3𝑚Fe,

𝑐Ca = 𝑎Ca1𝑚𝑝 + 𝑎Ca2𝑚Ca,

𝑐Fe = 𝑎Fe1𝑚𝑝 + 𝑎Fe2𝑚Fe,

(6)

где 𝑐𝑗 — концентрация молекул j элемента, 𝑚𝑗 —
концентрация соединений, содержащих j элемент,
𝑎𝑖𝑗 — константы пропорциональности.

Отметим, что концентрация молекул фосфора
может стремиться к нулю при том, что в растворе
находится существенное его количество. Это свя
зано с тем, что практически весь фосфор оказал
ся в составе молекул солей кальция или железа.
Очевидно, что в этом случае вместо использования
выражения (6) можно просто положить концентра
цию молекул фосфора равной нулю.

Таким образом с довольно высокой точно
стью систему нелинейных уравнений (1)–(3) мож
но заменить тремя простыми алгебраическими
соотношениями.

На рис. 3, а представлено отношение концентра
ции соли кальция Ca(H2PO4)2 к суммарной концен
трации солей кальция. Видно, что данная соль пол
ностью доминирует в растворе при заданных кон

центрациях. Это позволяет отбросить остальные ти
пы и не рассматривать их сорбцию, таким обра
зом исключив из системы два дифференциальных
уравнения, описывающих кинетику сорбции этих
типов солей. На рис. 3, б представлено отношение
концентрации соли железа Fe2(HPO4)3 к суммар
ной концентрации солей железа. В данном случае
соль этого типа имеет высокую концентрацию во
всем диапазоне концентраций фосфора, но, что бо
лее существенно, она доминирует при низких кон
центрациях фосфора, то есть в случае метода удер
живания кислоты это означает, что Fe2(HPO4)3 до
минирует в переднем фронте волны переноса, в ко
торой еще не проявляется сильное влияние фосфор
ной кислоты с концентрацией, существенно превы
шающей все остальные компоненты. Поэтому мо
жем заключить, что именно Fe2(HPO4)3 определя
ет основные эффекты, связанные с сорбцией желе
за и можно исключить из рассмотрения остальные
типы солей, уменьшив полную систему еще на два
дифференциальных уравнения.

Таким образом, подробное рассмотрение химиче
ского равновесия позволило заменить в модели ме
тода удерживания кислоты систему из 13 нелиней
ных дифференциальных уравнений на 3 линейных,
а также исключить 4 дифференциальных уравне
ния кинетики сорбции. Данные результаты суще
ственно упрощают математическую модель метода
удерживания кислоты.
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Рис. 3. Отношение концентраций молекул соли одного типа к суммарной концентрации молекул

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе продемонстрирован алгоритм эффек
тивного расчёта химического равновесия ЭФК, ко
торый может быть использован как часть вычис
лительного модуля в динамической модели ме
тода удерживания кислоты. Для решения систе
мы нелинейных уравнений химического равнове
сия была реализована компьютерная программа,
в работе описаны основные особенности использу
емой имплементации и указаны проблемы и спо
собы их решения при численном исследовании
подобных систем.

Показано, что на основе анализа химического
равновесия при построении математической модели
метода удерживания кислоты для очистки экстрак
ционной фосфорной кислоты в представленных

диапазонах концентраций можно сделать следую
щие существенные упрощения. Во-первых, можно
заменить систему из 13 нелинейных уравнений, опи
сывающих химическое равновесие, всего тремя ал
гебраическими уравнениями, данные зависимости
избавляют от необходимости решать систему нели
нейных уравнений химического равновесия на каж
дом шаге по времени и в каждой точке простран
ственной сетки в динамической модели, что поз
воляет существенно упростить и ускорить вычис
ления. Во-вторых, при рассматриваемых условиях
в растворе для каждого металла есть доминирую
щий тип солей, что позволяет исключить остальные
типы при рассмотрении и таким образом еще суще
ственно упростить математическую модель, исклю
чив несколько дифференциальных уравнений кине
тики сорбции из итоговой системы.
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M. A. Kaznacheev
Department of Mathematics, Faculty of Physics, Lomonosov Moscow State University. Moscow 119991, Russia

E-mail: kaznacheev.michael@mail.ru

This work extensively examines the chemical equilibrium of a multicomponent solution as part of the dynamic
model of the acid retardation method. A detailed study of the chemical equilibrium, represented as a system
of nonlinear equations, is a crucial step in building an effective dynamic model for a multicomponent solution.
This work presents an algorithm for efficiently calculating the chemical equilibrium using extractive phosphoric
acid (EPA) as an example. This algorithm can be utilized in the dynamic model to compute the chemical
equilibrium at each point of the spatial grid and at each integration step. Furthermore, for substance
concentrations in the experiment involving the purification of extractive phosphoric acid, it is shown that
the nonlinear system of chemical equilibrium equations yields simple algebraic relationships that accurately
relate the concentration of the considered substance’s molecules to the overall concentration of substances
of all elements in the solution. Additionally, it is demonstrated that for each metal, only molecule sorption
of one type of salt can be considered due to the low concentration of other types, thus reducing the number
of differential equations in the dynamic model of the acid retardation method.
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