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Статистическая теория, построенная на основе двухпараметрического функционала
Шарма–Миттала, является обобщением статистик Гиббса, Реньи и Тсаллиса. В настоящей
работе рассматривается формализм статистической механики, основанной на функционале эн
тропии Шарма–Миттала, доказывается теорема о равнораспределении энергии по степеням
свободы для классических статистических систем. Получено обобщённое распределение Макс
велла для соответствующей статистики и рассчитаны характеристики статистических систем,
описываемых распределением: средний модуль скорости, среднеквадратичная и наиболее ве
роятная скорости частиц газа. Также получена обобщённая формула Сакура–Тетроде.
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ВВЕДЕНИЕ

В ряде работ [1, 2] широко используемая в теории
информации и равновесной статистической физике
энтропия Больцмана–Гиббса–Шеннона [3] подвер
гается критике в связи с ограничениями примени
мости и неочевидностью аксиоматики. В последнее
время развитие получают параметрические энтро
пии, обобщающие классический подход [4, 5].

Для описания сложных аддитивных систем (мно
гофрактальных структур [6], квантовой запутанно
сти [7], землетрясений [8]) используется распределе
ние, основанное на функционале энтропии Альфре
да Реньи [9, 10], являющимся обобщением подхода
Гиббса. Явный вид распределения Реньи зависит
от значения параметра 𝑞 > 0, определяемого экспе
риментальным путём. В работе [11] доказывается
теорема о равнораспределении энергии по степеням
свободы для статистики Реньи.

Альтернативным обобщением статистики клас
сического подхода Гиббса является его расшире
ние на неаддитивные системы, которое предло
жил Константино Тсаллис [12, 13]. Энтропия Тсал
лиса описывает поведение чёрных дыр [14], ско
рость вращения звёзд [15], сегментацию медицин
ских изображений [16]. Явный вид распределения
также зависит от значения параметра 𝑞, на осно
ве которого вводится понятие 𝑞-деформированных
функций Тсаллиса.

Так как подходы Реньи и Тсаллиса являются дву
мя разными обобщениями одного статистического
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формализма, возникает потребность в их объедине
нии. В качестве решения этой задачи предлагает
ся формализм Шарма–Миттала [17], который, кро
ме используемого в формализмах Реньи и Тсаллиса
параметра 𝑞, имеет также параметр 𝑟, определяю
щий переход между двумя рассматриваемыми обоб
щениями [18]. Энтропия Шарма–Миттала находит
применение в методах кластеризации текстовых до
кументов [19], моделях тёмной энергии [20] и стати
стике многообразия инженерных исследований [21].
Альтернативой является формализм сверх-экстен
сивной энтропии [18].

Рис. 1. Связь подходов Гиббса, Реньи, Тсаллиса,
Шарма–Миттала и сверх-экстенсивной энтропии [18]

В настоящей работе исследуется формализм
Шарма–Миттала как обобщение подходов Реньи
и Тсаллиса с точки зрения равновесной ста
тистической физики. Мы проверяем справедли
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вость теоремы о равнораспределении и получа
ем распределение по скоростям частиц идеаль
ного газа (обобщение распределения Максвелла).
Также была получена обобщённая формула Са
кура–Тетроде для идеального газа в формализме
Шарма–Миттала. Особенностью настоящей работы
является получение результатов без использования
𝑞-деформированных функций, усложняющих пони
мание физического смысла.

1. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ШАРМА–МИТТАЛА

Рассмотрим статистическую систему с реали
зацией 𝑊 микросостояний с вероятностями 𝜌𝑖.
Функционал двухпараметрической энтропии
Шарма–Миттала такой системы определяется
следующим образом [17]:

𝑆(𝑆𝑀)(𝜌) =
1

1− 𝑟

⎡⎣(︃ 𝑊∑︁
𝑖=1

𝜌𝑞𝑖

)︃ 1−𝑟
1−𝑞

− 1

⎤⎦ . (1)

Используя подход Джейнса [22] через максимиза
цию фукнционала 𝐿𝑇 (𝜌) с учётом условия норми
ровки

∑︀𝑊
𝑖=1 𝜌𝑖 = 1 и определения средней энергии

𝑈 =
∑︀𝑊

𝑖=1 𝐻𝑖𝜌𝑖

𝐿𝑇 (𝜌) =
1

1− 𝑞

⎡⎣(︃ 𝑊∑︁
𝑖=1

𝜌𝑞𝑖

)︃ 1−𝑟
1−𝑞

− 1

⎤⎦−

− 𝛼𝐿

𝑊∑︁
𝑖=1

𝜌𝑖 − 𝛽𝐿

𝑊∑︁
𝑖=1

𝐻𝑖𝜌𝑖, (2)

получаем распределение Шарма–Миттала:

𝜌
(𝑆𝑀)
𝑖 =

1

𝑍(𝑆𝑀)

[︂
1− 1− 𝑞

𝑞
𝛽(𝑆𝑀)(𝑈 −𝐻𝑖)

]︂ 1
𝑞−1

, (3)

где 𝑍(𝑆𝑀) — обобщённая статистическая сумма:

𝑍(𝑆𝑀) =

𝑊∑︁
𝑖=1

[︂
1− 1− 𝑞

𝑞
𝛽(𝑆𝑀)(𝑈 −𝐻𝑖)

]︂ 1
𝑞−1

. (4)

𝛽(𝑆𝑀) зависит от множителя Лагранжа при усло
вии на определение средней энергии системы 𝛽𝐿,
а также связан с параметрами распределения 𝑟 и 𝑞:

𝛽(𝑆𝑀) = 𝛽(𝑆𝑀)(𝑟, 𝑞) =

(︃
𝑊∑︁
𝑖=1

𝜌𝑞𝑖

)︃ 𝑟−1
1−𝑞

𝛽𝐿. (5)

Заметим, что частным случаем (3) при парамет
рах 𝑟 = 1 и 𝑞 ̸= 1 является распределение Реньи
[11]:

𝑍(𝑆𝑀)

⃒⃒⃒⃒
𝑟=1

=

𝑊∑︁
𝑖=1

[︂
1− 1− 𝑞

𝑞
𝛽(𝑅)(𝑈 −𝐻𝑖)

]︂ 1
𝑞−1

= 𝑍(𝑅),

(6)

𝜌
(𝑆𝑀)
𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑟=1

=
1

𝑍(𝑅)

[︂
1− 1− 𝑞

𝑞
𝛽(𝑅)(𝑈 −𝐻𝑖)

]︂ 1
𝑞−1

= 𝜌
(𝑅)
𝑖 ,

(7)
где 𝛽(𝑅) — множитель Лагранжа при условии на
определение средней энергии системы в форма
лизме Реньи, равный обратной температуре систе
мы [11].

При 𝑟 = 𝑞 же получим распределение Тсалли
са [23]:

𝑍(𝑆𝑀)

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑞

=

𝑊∑︁
𝑖=1

[︂
1− 1− 𝑞

𝑞
𝛽(𝑇 )(𝑈 −𝐻𝑖)

]︂ 1
𝑞−1

= 𝑍(𝑇 ),

(8)

𝜌
(𝑆𝑀)
𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑞

=
1

𝑍(𝑇 )

[︂
1− 1− 𝑞

𝑞
𝛽(𝑇 )(𝑈 −𝐻𝑖)

]︂ 1
𝑞−1

= 𝜌
(𝑇 )
𝑖 .

(9)
В случае классических систем с непрерывным

спектром энергии распределение Шарма–Миттала
представимо в виде функции плотности вероятно
сти (по аналогии с [11] и [23]):

𝜌(𝑆𝑀) =
1

𝑍(𝑆𝑀)

[︂
1− 1− 𝑞

𝑞
𝛽(𝑆𝑀)(𝑈 −𝐻(𝑟, 𝑝))

]︂ 1
𝑞−1

,

(10)

𝑍(𝑆𝑀) =

∫︁
𝑋

[︂
1− 1− 𝑞

𝑞
𝛽(𝑆𝑀)(𝑈 −𝐻(𝑟, 𝑝))

]︂ 1
𝑞−1

𝑑Γ,

(11)
где 𝑋 — объём в фазовом пространстве, занимае
мый системой, 𝑟 = (r1, r2, ..., r𝑁 ) — координаты ча
стиц, 𝑝 = (p1,p2, ...,p𝑁 ) — импульсы частиц, 𝑁 —
число частиц, 𝑑Γ — элемент интегрирования по фа
зовому пространству:

𝑑Γ =
1

𝑁 !

𝑁∏︁
𝑖=1

𝛾𝑖
𝑑r𝑖𝑑p𝑖

(2𝜋ℏ)3
, (12)

𝛾𝑖 учитывает квантовые степени свободы частицы
с номером 𝑖 и 𝑁 ! — количество перестановок тож
дественных частиц.

2. ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ
ФОРМАЛИЗМА ШАРМА–МИТТАЛА

Так как формализм Шарма–Миттала является
обобщением формализма Тсаллиса, 𝑞-формула, по
лезная для термодинамического описания энтро
пии, также справедлива. По аналогии с [23] полу
чим её через определение средней энергии 𝑈 , с од
ной стороны, и равенство, справедливое по причине
нормировки распределения, с другой:

𝑈 =

𝑊∑︁
𝑖=1

𝜌𝑖𝐻𝑖, 𝑈 =

𝑊∑︁
𝑖=1

𝜌𝑖𝑈. (13)

Эти два соотношения приводят к равенству
𝑊∑︁
𝑖=1

(𝐻𝑖 − 𝑈)𝜌𝑖 = 0. (14)
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Домножив данное выражение на 𝛽(𝑆𝑀)(1−𝑞)/𝑞 (по
лагая его отличным от 0) и прибавив 𝑍(𝑆𝑀), запи
санную в явном виде, к обеим частям равенства,
получим 𝑞-формулу:

𝑊∑︁
𝑖=1

(︂
1 +

1− 𝑞

𝑞
𝛽(𝑆𝑀)(𝐻𝑖 − 𝑈)

)︂ 1
𝑞−1

=

=

𝑊∑︁
𝑖=1

(︂
1 +

1− 𝑞

𝑞
𝛽(𝑆𝑀)(𝐻𝑖 − 𝑈)

)︂ 𝑞
𝑞−1

. (15)

Используя (15), выразим энтропию Шарма–Митта
ла через обобщённую статистическую сумму:

𝑆(𝑆𝑀)(𝜌) =
1

1− 𝑟

(︁
𝑍(𝑆𝑀)1−𝑟

− 1
)︁
. (16)

Рассмотрим физическую систему, состояние кото
рой определяется набором параметров (𝑈, 𝑥,𝑁), где
𝑥 = (𝑉, 𝑎), 𝑈 — средняя энергия, 𝑁 — число частиц,
𝑉 — объём системы, 𝑎 — воздействующие на систе
му внешние поля. Тогда уровни энергии 𝐻𝑖 зависят
от параметров 𝑥 и 𝑁 . Из (4) следует, что 𝑍(𝑆𝑀) =
𝑍(𝑆𝑀)(𝑈, 𝑥,𝑁), а значит, 𝑆(𝑆𝑀) = 𝑆(𝑆𝑀)(𝑈, 𝑥,𝑁),
согласно зависимости (16). Запишем полный диф
ференциал энтропии

𝑑𝑆(𝑆𝑀) =

(︂
𝜕𝑆(𝑆𝑀)

𝜕𝑈

)︂
𝑥,𝑁

𝑑𝑈 +

(︂
𝜕𝑆(𝑆𝑀)

𝜕𝑥

)︂
𝑈,𝑁

𝑑𝑥+

+

(︂
𝜕𝑆(𝑆𝑀)

𝜕𝑁

)︂
𝑥,𝑈

𝑑𝑁, (17)

который после ряда преобразований принимает
вид:

𝑑𝑆(𝑆𝑀) = 𝑍(𝑆𝑀)1−𝑟
𝛽(𝑆𝑀)(𝑑𝑈 +𝑋𝑑𝑥− 𝜇𝑑𝑁). (18)

Учитывая первое начало термодинамики, мы при
ходим к выражению

𝑑𝑆(𝑆𝑀) = 𝑍(𝑆𝑀)1−𝑟
𝛽(𝑆𝑀)𝛿𝑄, (19)

где 𝛿𝑄 — количество теплоты, получаемое систе
мой. Заметим, что согласно второму началу термо
динамики, интегрирующий множитель в правой ча
сти уравнения (19), равен обратной температуре си
стемы, поэтому

𝛽(𝑆𝑀) =
𝑍(𝑆𝑀)𝑟−1

𝜃
. (20)

3. ТЕОРЕМА О РАВНОРАСПРЕДЕЛЕНИИ
ЭНЕРГИИ

Сформулируем и докажем теорему о равнорас
пределении энергии в формализме Шарма–Мит
тала для классической статистической системы
с 𝐷-мерным фазовым пространством по аналогии

с формализмом Реньи [11]. Запишем условие нор
мировки распределения с учётом (15):

1 =
∑︁
𝑖

𝜌
(𝑆𝑀)
𝑖 =

=
1

𝑍(𝑆𝑀)

𝑊∑︁
𝑖=1

(︂
1− 𝑞 − 1

𝑞
𝛽(𝑆𝑀)(𝐻𝑖 − 𝑈)

)︂ 𝑞
𝑞−1

. (21)

Для удобства введём следующие обозначения:

𝜆 =
𝑞 − 1

𝑞
,∆𝐻𝑖 = 𝐻𝑖 − 𝑈. (22)

Тогда

1

𝑍(𝑆𝑀)

𝑊∑︁
𝑖=1

(︁
1− 𝜆𝛽(𝑆𝑀)∆𝐻𝑖

)︁ 1
𝜆

= 1. (23)

Перейдём от дискретного случая к непрерывно
му. Тогда суммирование по состояниям системы пе
реходит в интегрирование по объёму фазового про
странства 𝑋, а 𝐻𝑖 — к функции 𝐻(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝐷):

1

𝑍(𝑆𝑀)

∫︁
𝑋

(︁
1− 𝜆𝛽(𝑆𝑀)∆𝐻

)︁ 1
𝜆

𝑑Γ = 1. (24)

𝑑Γ — элемент интегрирования:

𝑑Γ =
1

(𝐷/2𝑑)!

𝑑𝑥1𝑑𝑥2...𝑑𝑥𝐷

(2𝜋ℏ)𝐷/2

(𝐷/2𝑑)∏︁
𝑖=1

𝛾𝑖, (25)

где 𝛾𝑖 учитывает квантовые степени свободы части
цы с номером 𝑖, (2𝜋ℏ)𝐷/2 — объём ячейки фазового
пространства и (𝐷/2𝑑)! — количество перестановок
тождественных частиц.

Используя формулу интегрирования по частям
по выделенной переменной 𝑥𝑘, получим

1

𝑍(𝑆𝑀)

∫︁
𝑋𝑘

[︂(︁
1− 𝜆𝛽(𝑆𝑀)∆𝐻

)︁ 1
𝜆

𝑥𝑘

]︂ ⃒⃒⃒⃒𝑥𝑘=𝑏

𝑥𝑘=𝑎

𝑑Γ𝑘+

+
𝛽(𝑆𝑀)

𝑍(𝑆𝑀)

∫︁
𝑋

𝑥𝑘
𝜕∆𝐻

𝜕𝑥𝑘

(︁
1− 𝜆𝛽(𝑆𝑀)∆𝐻

)︁ 1
𝜆−1

𝑑Γ = 1.

(26)

Рассмотрим первый интеграл. Множитель(︀
1− 𝜆𝛽(𝑆𝑀)∆𝐻

)︀
взаимно-однозначно определяет

нулевые значения вероятностей в распределении
Шарма–Миттала:

𝜌(𝑆𝑀)(𝑋0) = 0 ⇔
(︁
1− 𝜆𝛽(𝑆𝑀)∆𝐻(𝑋0)

)︁
= 0. (27)

В соответствии с физическим смыслом плотности
вероятности состояний на границе области возмож
ных значений переменных фазового пространства
данная функция должна равняться нулю, поэтому
в случае конечных значений 𝑎 и 𝑏 первый интеграл
равен нулю. При бесконечных по модулю 𝑎 или 𝑏 мы
имеем дело с неопределенностью. Однако логично

2340102–3



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

считать импульсы и координаты системы лабора
торных размеров ограниченными величинами. По
этому уже при конечных, но достаточно больших
по модулю значениях 𝑎 и 𝑏 достигается область фа
зового пространства, вероятность нахождения си
стемы в которой равна нулю. Итого

1

𝑍(𝑆𝑀)

∫︁
𝑋𝑘

[︂(︁
1− 𝜆𝛽(𝑆𝑀)∆𝐻𝑖

)︁ 1
𝜆

𝑥𝑘

]︂ ⃒⃒⃒⃒𝑥𝑘=𝑏

𝑥𝑘=𝑎

𝑑Γ𝑘 = 0.

(28)
Тогда

1

𝑍(𝑆𝑀)

∫︁
𝑋

𝑥𝑘
𝜕∆𝐻𝑖

𝜕𝑥𝑘

(︁
1− 𝜆𝛽(𝑆𝑀)∆𝐻𝑖

)︁ 1
𝜆−1

𝑑Γ =
1

𝛽(𝑆𝑀)

(29)
или (с учётом (20))⟨

𝑥𝑘
𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑘

⟩
(𝑆𝑀)

=
1

𝛽(𝑆𝑀)
=

𝜃

𝑍(𝑆𝑀)𝑟−1 , (30)

где ⟨...⟩(𝑆𝑀) — усреднение по распределению
Шарма–Миттала. Данное выражение является тео
ремой о равнораспределении в её обобщённом пони
мании:

Для классической статистической систе
мы с D-мерным фазовым пространством
𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝐷) и гамильтонианом 𝐻(𝑋),
находящейся в состоянии термодинамического
равновесия, для любого натурального 𝑘 ≤ 𝐷
выполняется соотношение (30):⟨

𝑥𝑘
𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑘

⟩
(𝑆𝑀)

=
1

𝛽(𝑆𝑀)
. (31)

Для распределения Тсаллиса как частного слу
чая распределения Шарма–Миттала, теорема о рав
нораспределении также справедлива:⟨

𝑥𝑘
𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑘

⟩
(𝑇 )

=
1

𝛽(𝑇 )
=

𝜃

𝑍(𝑇 )𝑞−1 . (32)

4. СРЕДНЕЕ ЗНАЧЕНИЕ ЭНЕРГИИ
СО СТЕПЕННЫМ ГАМИЛЬТОНИАНОМ

Рассмотрим систему с гамильтонианом вида:

𝐻 =

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛𝑥
𝑘
𝑛, (33)

где 𝐶𝑛 ∈ R, 𝑘 > 0, 𝑥𝑛 ∈ [0,∞)∀𝑛 = 1, 𝑁 .
Статистический интеграл и средняя энергия име

ют вид:

𝑈 =
1

𝑍(𝑆𝑀)

∞∫︁
0

∑︀𝑁
𝑛=1 𝐶𝑛𝑥

𝑘
𝑛𝑑𝑥1𝑑𝑥2...𝑑𝑥𝑁(︁

1 + 1−𝑞
𝑞 𝛽(𝑆𝑀)

(︁∑︀𝑁
𝑛=1 𝐶𝑛𝑥𝑘

𝑛 − 𝑈
)︁)︁ 1

1−𝑞

,

(34)

𝑍(𝑆𝑀) =

∞∫︁
0

𝑑𝑥1𝑑𝑥2...𝑑𝑥𝑁(︁
1 + 1−𝑞

𝑞 𝛽(𝑆𝑀)
(︁∑︀𝑁

𝑛=1 𝐶𝑛𝑥𝑘
𝑛 − 𝑈

)︁)︁ 1
1−𝑞

.

(35)
Следуя рассуждениям статьи [23] для обобщённого
формализма Шарма–Миттала, мы получаем значе
ния обобщённого статистического интеграла и сред
ней энергии

𝑍(𝑆𝑀) =

(︃
Γ
(︀
1
𝑘

)︀
𝑘

)︃𝑁

×

×
Γ
(︁

1
1−𝑞 − 𝑁

𝑘

)︁
Γ
(︁

1
1−𝑞

)︁ 1(︁
1− 1−𝑞

𝑞 𝛽(𝑆𝑀)𝑈
)︁ 1

1−𝑞−
𝑁
𝑘

×

×
𝑁∏︁

𝑛=1

(︃
1

1−𝑞
𝑞 𝛽(𝑆𝑀)𝐶𝑛

)︃ 1
𝑘

, (36)

𝑈 =
𝑁

𝑘

1

𝛽(𝑆𝑀)
(37)

с ограничением на параметр 𝑞:

1− 𝑘

𝑘 +𝑁
< 𝑞 < 1. (38)

Полученные результаты позволяют рассмотреть
степенное распределение как частный случай рас
пределения Шарма–Миттала, а также получить
обобщённое распределение Максвелла для идеаль
ного газа.

5. ОБОБЩЕНИЕ СТЕПЕННОГО
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Используя (36) и (37), запишем распределение
без явной зависимости от 𝛽(𝑆𝑀) для гамильтониана
вида 𝐻 = 𝐶𝑥𝑘:

𝜌(𝑆𝑀) =
1

𝑍(𝑆𝑀)

[︂
1− 1− 𝑞

𝑘𝑞
(1− 𝐶𝑢𝑥

𝑘)

]︂ 1
𝑞−1

. (39)

𝑍(𝑆𝑀) =
1

𝑘
·
Γ
(︀
1
𝑘

)︀
Γ
(︁

1
1−𝑞 − 1

𝑘

)︁
Γ
(︁

1
1−𝑞

)︁ (︂
1− 1− 𝑞

𝑘𝑞

)︂ 1
𝑘− 1

1−𝑞

×

×
(︂
1− 𝑞

𝑘𝑞
𝐶𝑢

)︂− 1
𝑘

, (40)

где 𝐶𝑢 = 𝐶
𝑈 .

Проанализируем поведение энтропии и распреде
ления при нижнем пределе 𝑞 (38):

𝑞𝑚𝑖𝑛 =
1

𝑘 + 1
. (41)

Отметим, что для гамильтониана вида 𝐻 = 𝐶𝑥𝑘

нижний предел 𝑞 соответствует максимальному зна
чению энтропии, как наглядно продемонстрирова
но на рис. 2.
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Рис. 2. Зависимость 𝑆(𝑆𝑀) для гамильтониана 𝐻 = 𝐶𝑥𝑘 от 𝑞 и 𝑘 при 𝑟 = 0.61 (a); 𝑞 и 𝑟 при 𝑘 = 1 (б )

Для анализа поведения распределения рассмот
рим 𝑞 = 𝑞𝑚𝑖𝑛+𝜀, где 𝜀 → 0 — положительный пара

метр, чтобы обеспечить сходимость интеграла (34).
Тогда распределение будет иметь вид:

𝜌(𝑆𝑀)(𝑥, 𝜀) =
1

𝑍
(𝐶𝑢𝑥

𝑘)−
𝑘+1
𝑘 (1+𝜀 𝑘+1

𝑘 )
[︂
1− 𝜀

𝑘 + 1

𝑘

(︁
1−

(︀
𝐶𝑢𝑥

𝑘
)︀−1
)︁]︂− 𝑘+1

𝑘 (1+𝜀 𝑘+1
𝑘 )

, (42)

где 𝑍 — нормировочная функция данного распределения:

𝑍 =
1

𝑘
·
Γ
(︀
1
𝑘

)︀
Γ
(︁
1 +

(︀
𝑘+1
𝑘

)︀2)︁
Γ
(︁
1 + 1

𝑘 +
(︀
𝑘+1
𝑘

)︀2)︁
(︃
𝜀
(𝑘 + 1)

2

𝑘

)︃−1−( 𝑘+1
𝑘 )

2 (︃(︃
1− 𝜀

(𝑘 + 1)
2

𝑘

)︃
𝐶𝑢

)︃− 1
𝑘

. (43)

При 𝜀 = 0 распределение приобретает степенную
форму:

𝜌(𝑆𝑀)

⃒⃒⃒⃒
𝜀→0

∼ (𝐶𝑢𝑥
𝑘)−

𝑘+1
𝑘 ∼ 𝑥−(𝑘+1). (44)

Отметим, что при 𝑞 = 𝑞𝑚𝑖𝑛 (𝜀 = 0) имеет ме
сто расходимость (34), следовательно, распределе
ние Шарма–Миттала только асимптотически стре
мится к степенной форме.

Полученное распределение (42) соответствует
обобщению результатов, полученных для форма
лизма Реньи [11], где подробно рассмотрены ха
рактеристики и применения приближения. Совме
стимость рассматриваемых формализмов со степен
ным распределением открывает путь для рассмот
рения соответствующих систем, не описываемых

распределением Гиббса [2].

6. ОБОБЩЁННОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ
МАКСВЕЛЛА

Рассмотрим трёхмерный идеальный одноатом
ный газ 𝑁 частиц:

𝐻 =

𝑁∑︁
𝑖=1

p2
𝑖

2𝑚
. (45)

Используя (36), получаем для данного гамиль
тониана выражения статистического интеграла
и средней энергии системы:

𝑍(𝑆𝑀) =

(︂
2𝜋𝑚

𝛽(𝑆𝑀)(2𝜋ℏ)2

)︂ 3𝑁
2 (𝛾𝑉 )𝑁

𝑁 !

(︂
𝑞

1− 𝑞
− 3𝑁

2

)︂ 3𝑁
2 Γ

(︁
1

1−𝑞 − 3𝑁
2

)︁
Γ
(︁

1
1−𝑞

)︁ (︂
1− 1− 𝑞

𝑞

3𝑁

2

)︂ 1
𝑞−1

, (46)

𝑈 =
3𝑁

2𝛽(𝑆𝑀)
, (47)

где 𝑉 — объём, занимаемый системой, а 𝛾 — число неклассических степеней свободы частицы системы.
Явная связь 𝛽(𝑆𝑀) с температурой системы (из (46) и (20)):

𝛽(𝑆𝑀) =
(︀
𝐶𝑟,𝑞𝜃

1+𝑦𝑟
)︀−1

=
𝛽1+𝑦𝑟

𝐶𝑟,𝑞
, (48)

2340102–5



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

где 𝛽 — обратная температура системы,

𝑦𝑟 =

(︂
2

3𝑁

1

1− 𝑟
− 1

)︂−1

, (49)

𝐶𝑟,𝑞 =

⎡⎣(︂1− 1− 𝑞

𝑞

3𝑁

2

)︂− 1
1−𝑞+

3𝑁
2 Γ

(︁
1

1−𝑞 − 3𝑁
2

)︁
Γ
(︁

1
1−𝑞

)︁
⎤⎦𝑦𝑟

2
3𝑁 (︂

𝑚𝜋

2

𝑞

1− 𝑞

)︂𝑦𝑟

. (50)

Исходя из распределения Шарма–Миттала (10) и связи 𝛽(𝑆𝑀) с температурой системы (46), получаем
обобщённое распределение Максвелла по импульсам для трёхмерного идеального одноатомного газа N
частиц:

𝜌
(𝑆𝑀)
𝑀𝑝

=

(︂
𝛽1+𝑦𝑟

2𝜋𝑚𝐶𝑟,𝑞

)︂ 3𝑁
2

(︁
1 + 1−𝑞

𝑞

(︁∑︀𝑁
𝑖=1

𝛽1+𝑦𝑟

𝐶𝑟,𝑞

p2
𝑖

2𝑚 − 3𝑁
2

)︁)︁ 1
𝑞−1

(︁
𝑞

1−𝑞 − 3𝑁
2

)︁ 3𝑁
2 Γ( 1

1−𝑞−
3𝑁
2 )

Γ( 1
1−𝑞 )

(︁
1− 1−𝑞

𝑞
3𝑁
2

)︁ 1
𝑞−1

. (51)

В полной аналогии с формализмом Тсаллиса одночастичное обобщённое распределение Максвелла по
модулю скорости в формализме Шарма–Миттала примет вид:

𝜌
(𝑆𝑀)
𝑀𝑣

(𝑣𝑗) = 4𝜋𝑣2𝑗

(︂
𝑚𝛽1+𝑦𝑟

2𝜋𝐶𝑟,𝑞

)︂3/2(︂
1− 𝑞

𝑞

)︂3/2

(︁
1 + 1−𝑞

𝑞

(︁
𝛽1+𝑦𝑟

𝐶𝑟,𝑞

𝑚𝑣2
𝑗

2 − 3𝑁
2

)︁)︁ 1
𝑞−1+

3(𝑁−1)
2

Γ( 1
1−𝑞−

3𝑁
2 )

Γ( 1
1−𝑞−

3(𝑁−1)
2 )

(︁
1− 1−𝑞

𝑞
3𝑁
2

)︁ 1
𝑞−1+

3𝑁
2

. (52)

Рис. 3. Распределение по модулям скоростей идеально
го газа в разных формализмах при параметрах 𝑁 = 10,
𝜃 = 1

Ограничения на параметр 𝑞 для распределения
следуют из условий сходимости при получении яв
ного вида статистического интеграла (46):

1− 2

3𝑁 + 2
< 𝑞 < 1. (53)

Запрещённое значение для 𝑟 следует из расходимо
сти функции (52):

𝑟 ̸= 1− 2

3𝑁
. (54)

В настоящей работе мы исследуем область
𝑞 ≤ 𝑟 ≤ 1, которая не затрагивает (54).

Рис. 4. Распределение по модулям скоростей идеально
го газа в разных формализмах при параметрах 𝑁 =
100, 𝜃 = 1. Распределения Гиббса и Реньи на таком мас
штабе совпадают

Полученные распределения (51) и (52) обобща
ют результаты для формализмов Реньи и Тсалли
са. Примерами физических систем, где применяют
ся параметрические распределения скоростей, яв
ляются турбулентности [24], биологические клетки
[25, 26], звёзды в скоплении Плеяды [15] и атомы
в оптических решётках [27].

На рис. 3 и 4 продемонстрировано одночастич
ное обобщённое распределение Максвелла в форма
лизмах Гиббса, Реньи, Тсаллиса и Шарма–Митта
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ла при разных значениях 𝑟. Видим, что распреде
ление в формализме Шарма–Миттала является пе
реходящим от Реньи к Тсаллису при уменьшении
𝑟 с 1 до 𝑞. При этом 𝑞 < 1 обеспечивает отклоне
ние семейства распределений в обобщённых форма
лизмах от классического случая Максвелла–Гибб
са. При увеличении числа частиц распределение
формализма Тсаллиса отклоняется от распределе
ния Гиббса сильнее, чем Реньи.

Также рассмотрим зависимость распределений
от 𝑞 (рис. 5). Заметим, что при 𝑟 ̸= 𝑞 и 𝑟 ̸= 1 (52)
не переходит в распределение Максвелла в форма
лизме Гиббса при 𝑞 → 1.

Рис. 5. Распределение по модулям скоростей идеально
го газа в разных формализмах в зависимости от 𝑞 при
параметрах 𝑁 = 10, 𝜃 = 1

7. ХАРАКТЕРИСТИКИ ОБОБЩЁННОГО
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ МАКСВЕЛЛА

Получим характеристики обобщённого распреде
ления в формализме Шарма–Миттала. Среднеквад
ратичная скорость вычисляется через определение

среднего значения энергии (47) с учётом её незави
симости от направления проекции скорости:√︀

⟨𝑣2⟩ =

√︃
3

𝛽(𝑆𝑀)𝑚
=

√︂
3𝜃

𝑚

√︀
𝐶𝑟,𝑞𝜃𝑦𝑟 . (55)

Среднюю скорость молекул получим через одно
частичное распределение по модулю скорости (52)
с использованием [28]:

⟨𝑣⟩ =
∞∫︁
0

𝑣𝜌
(𝑆𝑀)
𝑀𝑣

(𝑣)𝑑𝑣, (56)

⟨𝑣⟩ =
√︂

8𝜃

𝜋𝑚

√︀
𝐶𝑟,𝑞𝜃𝑦𝑟 ·

Γ
(︁

1
1−𝑞 − 3𝑁

2 − 1
2

)︁
Γ
(︁

1
1−𝑞 − 3𝑁

2

)︁ ×

×

√︃
𝑞

1− 𝑞
− 3𝑁

2
. (57)

Наиболее вероятная скорость обеспечивает экс
тремум функции (52):

𝑣𝑝 =

√︂
2𝜃

𝑚

√︀
𝐶𝑟,𝑞𝜃𝑦𝑟 ·

⎯⎸⎸⎷ 𝑞
𝑞−1 + 3𝑁

2

𝑞
𝑞−1 + 3(𝑁−1)

2

. (58)

На рис. 6 представлена зависимость наиболее ве
роятной скорости частиц от 𝑞. Точки пересечения
кривых Тсаллиса и Шарма–Миттала находятся на
𝑟 = 𝑞. При приближении 𝑟 к 1 зависимость в фор
мализме Шарма–Миттала приближается к зависи
мости в формализме Реньи.

Вычислим ковариацию модулей скоростей через
среднее значение произведения модулей скоростей
частиц 𝑛 и 𝑘:

𝑐𝑜𝑣(𝑣𝑛𝑣𝑘) = ⟨𝑣𝑛𝑣𝑘⟩ − ⟨𝑣⟩2, (59)

⟨𝑣𝑛𝑣𝑘⟩ =
∞∫︁
0

𝑣𝑛𝑣𝑘𝜌
(𝑆𝑀)
𝑀𝑣

(𝑣)

𝑁∏︁
𝑖=1

𝑑𝑣𝑖 =
8𝜃

𝜋𝑚
𝐶𝑟,𝑞𝜃

𝑦𝑟 , (60)

𝑐𝑜𝑣(𝑣𝑛𝑣𝑘) =
8𝜃

𝜋𝑚
𝐶𝑟,𝑞𝜃

𝑦𝑟

⎛⎜⎝1−
(︂

𝑞

1− 𝑞
− 3𝑁

2

)︂
·

⎡⎣Γ
(︁

1
1−𝑞 − 3𝑁

2 − 1
2

)︁
Γ
(︁

1
1−𝑞 − 3𝑁

2

)︁
⎤⎦2
⎞⎟⎠ . (61)

Отличная от нуля ковариация скоростей может свидетельствовать о возможности описания распределени
ем Шарма–Миттала систем с внутренним взаимодействием.

8. ОБОБЩЁННАЯ ФОРМУЛА САКУРА–ТЕТРОДЕ

Получим явный вид энтропии идеального одноатомного газа. Для этого воспользуемся связью энтропии
со статистической суммой (16) и выражением для статистической суммы (46) с учётом (48):
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Рис. 6. Зависимость наиболее вероятной скорости частиц от параметра 𝑞: а — при параметрах 𝑁 = 10, 𝜃 = 1, б —
при параметрах 𝑁 = 100, 𝜃 = 1

𝑆(𝑆𝑀) =
1

1− 𝑟
·
(︂
𝐶𝑟,𝑞𝜃

1+𝑦𝑟
2𝜋𝑚

(2𝜋ℏ)2

)︂ 3𝑁
2 (1−𝑟)

×
(︂
(𝛾𝑉 )𝑁

𝑁 !

)︂1−𝑟

×

×

⎛⎝(︂ 𝑞

1− 𝑞
− 3𝑁

2

)︂ 3𝑁
2 Γ

(︁
1

1−𝑞 − 3𝑁
2

)︁
Γ
(︁

1
1−𝑞

)︁ (︂
1− 1− 𝑞

𝑞

3𝑁

2

)︂ 1
𝑞−1

⎞⎠1−𝑟

− 1

1− 𝑟
. (62)

Данное выражение представляет собой обобщённую формулу Сакура–Тетроде. При 𝑟 → 1 выражение
примет вид:

𝑆(𝑅) = ln

(︃(︂
𝜃

2𝜋𝑚

(2𝜋ℏ)2

)︂ 3𝑁
2 (𝛾𝑉 )𝑁

𝑁 !

)︃
+ ln

⎛⎝(︂ 𝑞

1− 𝑞
− 3𝑁

2

)︂ 3𝑁
2 Γ

(︁
1

1−𝑞 − 3𝑁
2

)︁
Γ
(︁

1
1−𝑞

)︁ (︂
1− 1− 𝑞

𝑞

3𝑁

2

)︂ 1
𝑞−1

⎞⎠, (63)

которое при 𝑞 → 1 перейдёт в известное уравнение Сакура–Тетроде для идеального газа в формализме
Гиббса.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе была доказана теорема
о равнораспределении энергии по степеням свобо
ды классических статистических систем в форма
лизме Шарма–Миттала. Рассмотрено распределе
ние Шарма–Миттала, полученное путём максими
зации одноимённого функционала энтропии. Дан
ная теорема даёт возможность быстро получать
величину средней энергии для статистических си
стем, описываемых рассматриваемым семейством
формализмов.

Установлена связь между статистической энтро
пией Шарма–Миттала и термодинамической энтро
пией Клаузиуса. В результате получено выраже

ние, связывающее множитель 𝛽(𝑆𝑀), фигурирую
щий в распределении Шарма–Миттала, и термоди
намическую температуру 𝜃.

В работе было получено обобщённое распре
деление Максвелла по скоростям в формализме
Шарма–Миттала. Тем самым мы объединили ре
зультаты для формализмов Реньи и Тсаллиса.
Мы продемонстрировали характеристики статисти
ческих систем, описываемых распределением: сред
нюю энергию системы, средний модуль скорости ча
стиц, среднеквадратичую и наивероятнейшую ско
рости атомов газа.

Через связь энтропии Шарма–Миттала со ста
тистическим интегралом системы было получено
обобщённое уравнение Сакура–Тетроде для идеаль
ного газа.

Работа была поддержана фондом развития тео
ретической физики и математики «БАЗИС».
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Some properties of the Sharma–Mittal statistical distribution
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The statistical theory based on the two-parameter Sharma–Mittal functional is a generalization of the statistics
of Gibbs, Renyi and Tsallis. In this paper, the formalism of statistical mechanics based on the Sharma–Mittal
entropy functional is considered, and the theorem on the equidistribution of energy for classical statistical
systems by degrees of freedom is proved. A generalized Maxwell distribution for the corresponding statistics is
obtained and the characteristics of statistical systems described by the distribution are calculated: the average
velocity modulus, the root-mean-square and the most probable velocities of gas particles. A generalized
Sakura–Tetrode formula is also obtained.
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