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Методами численного моделирования исследована трансформация спектра фемтосекундно­
го волнового пакета при филаментации в плавленом кварце в условиях нормальной, нулевой
и аномальной дисперсии групповой скорости. Показано, что при генерации плазмы, вызыва­
ющей фазовую модуляцию светового поля, происходит стремительное антистоксово уширение
спектра. Установлено, что коротковолновый сдвиг спектра широкополосного суперконтинуу­
ма значительно больше при аномальной дисперсии групповой скорости, чем при нормальной
и нулевой. Рассмотрено влияние энергии волнового пакета на динамику уширения спектра.
Получены оценки параметров расчетной схемы на основе дисперсионного анализа процесса
распространения широкополосного суперконтинуума в среде.
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ВВЕДЕНИЕ

В фемтосекундном лазерном излучении эффек­
ты нелинейного самовоздействия в объеме прозрач­
ного диэлектрика приводят к образованию фила­
ментов, в которых в процессе распространения из­
лучения динамически поддерживается высокая ло­
кализация энергии на длине, значительно превы­
шающей рэлеевскую [1–4]. Локализация излуче­
ния при филаментации в отсутствие направляю­
щих структур типа капилляров, волноводов, фо­
тонных кристаллов является результатом динами­
ческого баланса керровской самофокусировки и де­
фокусировки в наведенной лазерной плазме.

Явление фемтосекундной филаментации сопро­
вождается значительными пространственно-вре­
менными и спектральными искажениями волнового
пакета. Одним из ярких примеров проявления нели­
нейно-оптической трансформации импульса в про­
цессе филаментации является значительное уши­
рение его частотного спектра — генерация коге­
рентного излучения суперконтинуума, простираю­
щегося от ультрафиолетового до инфракрасного
спектрального диапазона [5, 6]. Частотно–угловое
распределение интенсивности спектральных ком­
понент суперконтинуума определяется простран­
ственно-временным градиентом нелинейного набе­
га фазы импульса при нелинейно-оптическом взаи­
модействии со средой [7]. При фазовой самомоду­
ляции, вызванной керровской нелинейностью с до­
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минирующей электронной компонентой, в твердо­
тельных диэлектриках происходит симметричное
уширение спектра; при самомодуляции, вызванной
нелинейностью плазмы, которая развивается на
хвосте фемтосекундного импульса, происходит ан­
тистоксово уширение. При этом вследствие более
сильных градиентов фазы, связанных с плазменной
нелинейностью, ширина антистоксовой полосы пре­
вышает стоксову.

Дисперсия групповой скорости (ДГС) существен­
но влияет на динамику волнового пакета и, соот­
ветственно, на его пространственно-угловой спектр
в филаменте [8]. В условиях нормальной ДГС, при
которой в среде параметр 𝑘2 = 𝜕2𝑘/𝜕𝜔2 > 0, фазо­
вая самомодуляция импульса вызывает уширение
и распад его на субимпульсы, а интенсивность спек­
тральных компонент монотонно убывает с увели­
чением их отстройки от центральной длины вол­
ны [9]. Общий сценарий генерации спектра супер­
континуума при 𝑘2 > 0, основанный на описании
пространственно-временной трансформации излу­
чения в процессе филаментации, представлен в [10].
Авторы [11] демонстрируют зависимость антисток­
сова уширения спектра от отношения ширины за­
прещенной зоны диэлектрика к энергии фотона. В
условиях аномальной дисперсии групповой скоро­
сти (𝑘2 = 𝜕2𝑘/𝜕𝜔2 < 0) пространственное сжатие
волнового пакета развивается вместе с его компрес­
сией во времени, в результате чего формируются
световые пули — экстремально сжатые в простран­
стве и времени волновые пакеты с высокой лока­
лизацией энергии [12, 13]. В спектре суперконтинуу­
ма, генерируемого световой пулей, в антистоксовой
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области формируется изолированное крыло, отде­
лённое широким минимумом от полосы в окрест­
ности несущей длины волны [14, 15]. Закономер­
ности сдвига спектрального максимума антисток­
сова крыла в коротковолновую область при изме­
нении центральной длины волны световой пули,
установленные на основе интерференционных пред­
ставлений, обобщают результаты известных экспе­
риментов [16]. Пространственно-временной коллапс
волнового пакета при образовании световой пули
в филаменте сопровождается стремительным сме­
щением коротковолновой отсечки его спектра в ан­
тистоксову область [17, 18]. Зависимость ширины
и профиля спектра суперконтинуума от значения
параметра дисперсии 𝑘2 экспериментально исследо­
ваны в [19]. Показано значительное уширение спек­
тра импульса при увеличении несущей длины вол­
ны излучения и переходе от нормального режима
ДГС к аномальному.

Однако на данный момент не существует полно­
го сравнительного исследования динамики форми­
рования суперконтинуума и скорости сдвига корот­
коволновой отсечки его спектра при филаментации
импульсов в условиях нормальной и аномальной
ДГС. В связи с этим подробное исследование ди­
намики антистоксова уширения спектра волнового

пакета и пространственно-временной трансформа­
ции напряженности электрического поля при фи­
ламентации в различных режимах ДГС является
актуальной задачей современной оптики мощного
фемтосекундного излучения.

В настоящей работе численным моделированием
методом однонаправленного распространения из­
лучения в нелинейной среде исследовано влияние
ДГС на формирование антистоксовой полосы и ди­
намику коротковолновой отсечки спектра волно­
вого пакета при нелинейно-оптическом взаимодей­
ствии в плавленом кварце. Рассмотрено антисток­
сово уширение спектра фемтосекундного импульса
при филаментации в условиях нормальной, нулевой
и аномальной ДГС.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Уравнение однонаправленного распространения
волнового пакета (UPPE) [20] для компонент ча­
стотно-углового спектра напряжённости электриче­
ского поля 𝐸̂ (𝜔, 𝑘⊥, 𝑧) в нелинейной диспергирую­
щей среде имеет следующий вид в «бегущей» си­
стеме координат (знаком ̂︀ обозначается простран­
ственно-временное Фурье-преобразование):

𝜕𝐸̂

𝜕𝑧
= 𝑖𝑘𝑧𝐸̂ + 𝑖

𝜇0𝜔
2

2𝑘𝑧

[︃
𝜀0𝜒

(3)(𝜔0)̂︁𝐸3 +
𝑖

𝜔

{︃
𝑒2𝑁𝑒𝐸

𝑚* (𝜈𝑐 − 𝑖𝜔)
+𝐾ℏ𝜔0

̂(︂
𝜕𝑁𝑒

𝜕𝑡

1

𝐸

)︂}︃ ]︃
, (1)

где 𝑘2𝑧 (𝜔) = (𝜔𝑛(𝜔)/𝑐)2 − 𝑘2⊥; 𝑛 (𝜔) — матери­
альная дисперсия диэлектрика, 𝑘⊥ — радиальная
компонента волнового вектора лазерного импуль­
са, 𝜒(3)(𝜔0) — коэффициент кубической нелиней­
ности среды на центральной частоте импульса 𝜔0,
𝑒 — заряд электрона, 𝑚* — эффективная масса
электрона, 𝑁𝑒 — концентрация свободных электро­
нов, 𝜈𝑐 — частота столкновений электронов с ней­
тралами, 𝐾 — порядок многофотонности процесса
ионизации, 𝜀0 и 𝜇0 — электрическая и магнитная
постоянные, ℏ — приведенная постоянная Планка.
Уравнение (1) записано в форме, соответствующей
Международной системе единиц (СИ), и включа­
ет в себя дифракцию, дисперсию, нелинейную ре­
фракцию волнового пакета, вызванную керровской
и плазменной нелинейностями, а также его ослаб­
ление при фотоионизации и поглощении в лазерной
плазме. При выводе уравнения (1) ограничения на
ширину частотно-углового спектра волнового паке­
та не накладываются [20], что позволяет в полной
мере описывать генерацию суперконтинуума и эво­
люцию всех гармоник излучения.

Кинетическое уравнение для концентрации элек­
тронов 𝑁𝑒(𝑟, 𝑡, 𝑧) описывает процессы полевой и ла­
винной ионизации:

𝜕𝑁𝑒

𝜕𝑡
= 𝑊 (|𝐸|) (1−𝑁𝑒/𝑁0) + 𝜈𝑖 (|𝐸|)𝑁𝑒, (2)

где 𝑊 (|𝐸|) — скорость полевой ионизации, опре­
деляемая по формуле Келдыша [21], 𝑁0 — концен­

трация нейтральных атомов, 𝜈𝑖 =
𝑒2|𝐸|2𝜈𝑐

(2𝑈𝑖𝑚*(𝜔2
0+𝜈2

𝑐))
—

скорость лавинной ионизации, 𝑈𝑖 — ширина за­
прещенной зоны. Для плавленого кварца приня­
то: кубическая нелинейная восприимчивость —
𝜒(3) (𝜔0) = 1.3 · 10−22 м2/В2, частота столкновений
«электрон-нейтрал» — 𝜈𝑐 = 1014 с−1, ширина запре­
щенной зоны — 𝑈𝑖 = 9 эВ [22].

Рассматривалась филаментация гауссова спек­
трально-ограниченного волнового пакета фемто­
секундной длительности, для которого простран­
ственно-временное распределение напряженности
электрического поля в осесимметричном представ­
лении имеет вид:

𝐸 (𝑟, 𝑡, 𝑧 = 0) = 𝐸0 exp

(︂
− 𝑟2

2𝑟20
− 𝑡2

2𝑡20

)︂
cos

(︂
2𝜋𝑐

𝜆0
𝑡

)︂
.

(3)
Полудлительность волнового пакета по уровню ин­
тенсивности e−1 составляла 𝑡0 = 42 фс, радиус
его пучка по уровню интенсивности e−1 — 𝑟0 =
80 мкм, энергия варьировались в диапазоне от 0.3
до 6 мкДж, что соответствует изменению пиковой
мощности 𝑃𝑝𝑒𝑎𝑘 в диапазоне от 4 до 80 МВт. Чис­
ленное моделирование выполнено для излучения на
длинах волны 𝜆0 = 800 нм, 1300 нм, 1900 нм, ко­
торые лежат соответственно в областях нормаль­
ной (𝑘2|800 = 57.5 фс2/мм), нулевой (𝑘2|1300 =

−2.4 фс2/мм и аномальной (𝑘2|1900 = −80.6 фс2/мм
дисперсии групповой скорости в плавленом кварце.
Для волнового пакета на длине волны 1900 нм ди­
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Рис. 1. Пространственно-временное распределение напряженности электрического поля 𝐸(𝑟, 𝑡, 𝑧*) на входе (𝑧 = 0)
в плавленый кварц и на характерных расстояниях 𝑧* при филаментации волнового пакета на длине волны 𝜆0 =
800 нм при нормальной ДГС (а, б ) и на длине волны 𝜆0 = 1900 нм при аномальной ДГС (в, г). Для обеих длин
волн пиковая мощность волновых пакетов 𝑃𝑝𝑒𝑎𝑘 = 5𝑃𝑐𝑟. Излучение распространяется справа налево

фракционная 𝐿𝑑𝑖𝑓𝑓 = 𝑘𝑟20 и дисперсионная 𝐿𝑑𝑖𝑠𝑝 =
𝑡20/|𝑘2| длины близки по величине и его компрес­
сия в пространстве и времени развивается согла­
сованно при распространении [23]. Рассматривался
режим одиночной филаментации, при котором пи­
ковая мощность 𝑃𝑝𝑒𝑎𝑘 = (1.5÷ 5)𝑃𝑐𝑟, где 𝑃𝑐𝑟 — кри­
тическая мощность самофокусировки в плавленом
кварце, которая составляет 𝑃𝑐𝑟|800 = 2.7 МВт для
излучения на длине волны 𝜆0 = 800 нм, 𝑃𝑐𝑟|1300 =

7.1 МВт для 𝜆0 = 1300 нм и 𝑃𝑐𝑟|1900 = 15.2 МВт
для 𝜆0 = 1900 нм.

В результате решения уравнений (1,2) с началь­
ным условием (3) определялось изменение с рас­
стоянием 𝑧 напряженности электрического поля
𝐸 (𝑟, 𝑡, 𝑧) и спектра 𝑆Σ (𝜆, 𝑧) волнового пакета при
филаментации в плавленом кварце:

𝑆Σ (𝜆, 𝑧) =
2𝜋𝑐

𝑛(𝜆)𝜆2

∫︁ +∞

0

⃒⃒⃒⃒∫︁ +∞

−∞
𝐸(𝑟, 𝑡, 𝑧)ei𝜔𝑡𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒2
𝑟𝑑𝑟.

(4)

2. НАПРЯЖЕННОСТЬ
ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ

Трансформацию напряженности электрического
поля 𝐸(𝑟, 𝑡, 𝑧) волнового пакета при филамента­

ции в условиях нормальной и аномальной ДГС
иллюстрирует рис. 1, где приведено распределе­
ние 𝐸(𝑟, 𝑡, 𝑧) в волновом пакете на входе в плав­
леный кварц (𝑧 = 0) и на расстояниях 𝑧*, харак­
терных для филаментации. При одинаковом пре­
вышении пиковой мощности 𝑃𝑝𝑒𝑎𝑘 над критической
мощностью самофокусировки 𝑃𝑐𝑟 напряженность
электрического поля в исходном волновом пакете
на длине волны 1900 нм в два с половиной раза
больше, чем на длине волны 800 нм, и в случае
𝑃𝑝𝑒𝑎𝑘/𝑃𝑐𝑟 = 5 пиковая величина напряженности со­
ставляет 𝐸𝑝𝑒𝑎𝑘 (𝑟, 𝑡, 𝑧 = 0) = 14 МВ/см (рис. 1, а, в).
При нормальной ДГС, вследствие фазовой само­
модуляции, вызванной керровской нелинейностью,
импульс распадается на два субимпульса, разбегаю­
щиеся во времени при распространении (рис. 1, б ),
тогда как при аномальной ДГС волновой пакет
сжимается как в поперечном сечении, так и во вре­
мени, что приводит к образованию световой пу­
ли (рис. 1, г). Возрастание напряженности поля,
вызванное кубичной нелинейностью, ограничивает­
ся дефокусировкой в лазерной плазме, наведенной
в результате полевой, а также лавинной ионизации
в сильном световом поле. С увеличением длины вол­
ны сечение фотоионизации уменьшается и рост на­
пряженности поля ограничивается при более высо­
кой величине 𝐸𝑝𝑒𝑎𝑘(𝑟, 𝑡, 𝑧). Пиковая напряженность
электрического поля 𝐸𝑝𝑒𝑎𝑘(𝑟, 𝑡, 𝑧) при нормальной
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Рис. 2. Изменение с расстоянием в плавленом кварце спектра 𝑆Σ (𝜆, 𝑧) (а-в) и концентрации электронов на оси
max𝑡 (𝑁𝑒(𝑟 = 0, 𝑡, 𝑧)) (г-е) при филаментации фемтосекундного волнового пакета в условиях нормальной ДГС при
длине волны 𝜆0 = 800 нм (а, г), нулевой — при 𝜆0 = 1300 нм (б, д), аномальной — при 𝜆0 = 1900 нм (в, е).
Коротковолновая отсечка спектра нанесена штриховой линией белого цвета. Параметр длительности 𝑡0 = 42 фс,
пиковая мощность 𝑃𝑝𝑒𝑎𝑘 = 5 𝑃𝑐𝑟, где 𝑃𝑐𝑟 — критическая мощность самофокусировки на соответствующей длине
волны. Для представления интенсивности спектральных компонент использован логарифмический масштаб

ДГС возрастает приблизительно в 8 раз, тогда как
при аномальной ДГС — в 14 раз и составляет
195 МВ/cм.

На заднем фронте волнового пакета напряжен­
ность поля на оси уменьшается вследствие абер­
рационной дефокусировки в наведенной лазерной
плазме и возникает расходящееся излучение, полу­
чившее название конической эмиссии [24]. Вслед­
ствие сильной фазовой самомодуляции светового
поля, вызванной плазменной нелинейностью, излу­
чение конической эмиссии обогащено высшими гар­
мониками. Нелинейная трансформация волнового
пакета и генерация конической эмиссии в услови­
ях аномальной ДГС проявляется сильнее, чем при
нормальной, вследствие более высокого градиента
напряженности электрического поля (рис. 1, б, г).

3. СПЕКТР. КОРОТКОВОЛНОВАЯ
ОТСЕЧКА

Трансформация спектра волнового пакета
𝑆Σ (𝜆, 𝑧) при филаментации представлена на

рис. 2, где интенсивности спектральных компонент
в широком диапазоне приведены в логарифмиче­
ском масштабе lg (𝑆Σ(𝜆, 𝑧)/𝑆0(𝜆0)), где 𝑆0(𝜆0) —
пиковая спектральная интенсивность первоначаль­
ного волнового пакета (3) на трех рассматриваемых
длинах волны.

В начале распространения волнового пакета, до
возникновения плазмы, нелинейное преобразование

его спектра определяется керровской нелинейно­
стью, при которой происходит формирование двух
характерных полос, одна из которых связана с сим­
метричным уширение спектра в окрестности цен­
тральной длины волны, другая — с генерацией
нечетных гармоник (рис. 2, а, б, в). При образова­
нии лазерной плазмы (рис. 2, г, д, е) в филаменте
генерируется суперконтинуум, спектральная поло­
са которого в антистоксовой области перекрывает
высшие гармоники. В условиях аномальной ДГС,
в отличие от нормальной и нулевой, происходит
более существенная трансформация спектра, вы­
званная керровским уширением, генерацией гармо­
ник и формированием антистоксовой полосы, что
обусловлено более высоким градиентом напряжен­
ности электрического поля. В антистоксовой об­
ласти спектра суперконтинуума формируется изо­
лированное крыло, которое отделено широким ми­
нимумом от полосы в окрестности центральной
длины волны.

Независимо от характера ДГС спектр суперкон­
тинуума в антистоксовой области простирается до
ближнего УФ-диапазона (рис. 2). Антистоксово
уширение спектра характеризует коротковолновая
отсечка 𝜆𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 , определяемая по уровню в 10−5 от
спектральной интенсивности на центральной длине
волны 𝜆0 в начальном спектре импульса. Мини­
мальная отсечка 𝜆𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 , достигаемая в спектре вол­
нового пакета при филаментации в плавленом квар­
це, составляет 230 ÷ 300 нм. Величина 𝜆𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 не
меняется с расстоянием, и получаемое в численном
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Рис. 3. Сдвиг коротковолновой отсечки 𝜆𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 фемтосекундного импульса в процессе филаментации в условиях
нормальной (синяя линия), нулевой (красная линия) и аномальной (чёрная линия) дисперсии групповой скорости
при пиковой мощности 𝑃 = 5𝑃𝑐𝑟 (а), 𝑃 = 1.5𝑃𝑐𝑟 (б )

моделировании возрастание 𝜆𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 является след­
ствием погрешности, вызванной ослаблением рас­
ходящегося излучения коротковолновых компонент
суперконтинуума в поглощающем слое 𝐷𝑙𝑜𝑠𝑠

𝑡 на гра­
нице расчетной области (cм. разд. 4).

Сдвиг коротковолновой отсечки 𝜆𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 от цен­
тральной длины волны 𝜆0, определяемый поряд­
ком многофотонности 𝐾 =

[︁
𝑈𝑖

(2𝜋ℏ𝑐0/𝜆0)
+ 1

]︁
, воз­

растает с увеличением 𝜆0 [25]. При аномальной
ДГС антистоксово уширение спектра при генера­
ции суперконтинуума превышает три октавы, то­
гда как при нормальной составляет около полуто­
ра. Уменьшение отсечки 𝜆𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 с расстоянием 𝑧
при распространении волнового пакета в филамен­
те происходит более стремительно при аномальной
ДГС, чем при нормальной и нулевой (рис. 3, а).
На длине волны 800 нм (нормальная ДГС) ско­
рость антистоксова сдвига коротковолновой отсеч­
ки при распространении волнового пакета дости­
гает 𝑣𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 = 1.5 нм/мкм. При аномальной ДГС,
в излучении на длине волны 1900 нм происходит до­
полнительное сжатие волнового пакета во времени,
вызывающее быстрое увеличение крутизны заднего
фронта импульса при плазменной дефокусировке и,
как следствие, возрастание скорости антистоксова
сдвига отсечки до 𝑣𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 = 2 нм/мкм.

Уменьшение энергии волнового пакета качествен­
но влияет на его спектр при филаментации в усло­
виях нормальной и нулевой ДГС (ср. рис. 3, а
и рис. 3, б ). При нормальной ДГС дисперсион­
ное расплывание волнового пакета может пода­
вить локализацию излучения при филаментации.
Так, в импульсе на длине волны 800 нм при
𝑃𝑝𝑒𝑎𝑘 = 1.5𝑃𝑐𝑟 коротковолновая отсечка не меняет­
ся при распространении в плавленом кварце вслед­
ствие отсутствия филаментации, тогда как при ано­
мальной ДГС на длине волны 1900 нм компрессия

волнового пакета во времени вызывает уширение
спектра, характер которого не зависит от энергии,
если пиковая мощность превышает порог филамен­
тации и образования световой пули [23].

4. ОСОБЕННОСТИ И ПАРАМЕТРЫ
ЧИСЛЕННОЙ СХЕМЫ

Трансформация волнового пакета при нелинейно­
оптическом взаимодействии сопровождается рас­
ширением диапазона масштабов локализации све­
тового поля во времени и пространстве и, соот­
ветственно, уширением частотно-углового спектра.
Это накладывает жесткие требования к парамет­
рам расчетной схемы, используемой в численном
моделировании. При численном решении уравне­
ния (1) использовалась однородная расчётная сетка
с шагом по радиальной координате ∆𝑟 ≈ 0.3 мкм,
что во много раз меньше области локализации
светового поля, составляющей несколько микрон
в плоскости поперечного сечения. Для устранения
отражения световой волны от границы расчетной
сетки радиусом 𝐷𝑟 = 8𝑟0 вводился поглощающий
слой размером 𝐷𝑙𝑜𝑠𝑠

𝑟 ≈ 0.5𝑟0 с плавно нарастающим
коэффициентом поглощения.

Шаг по времени в расчетной схеме выбран рав­
ным ∆𝑡 ≈ 0.3 фс, при котором длина волны Найкви­
ста, ограничивающая спектральную полосу сетки,
составляла 𝜆𝑁 ≈ 100 нм, что вдвое меньше длины
волны коротковолновой отсечки 𝜆𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 . Границы
и размеры расчетной области во времени 𝐷𝑡 опре­
делялись на основе анализа динамики волнового
пакета и его спектра при распространении в усло­
виях материальной дисперсии в плавленом кварце.
Из пространственно-временного распределения на­
пряженности электрического поля видно (рис. 1),
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что волновой пакет отстает в бегущей системе коор­
динат, скорость которой равна групповой скорости
𝑉𝑔𝑟(𝜆0) на центральной длине волны 𝜆0 в линей­
ной среде. При этом особенно значительно отстава­
ние коротковолновых компонент спектра, поэтому
границы расчетной области во времени 𝐷𝑡 не сим­
метричны относительно начала системы координат
𝑡 = 0. Левая граница при 𝑡 < 0 выбрана равной
𝐷−

𝑡 = −400 фс, что почти в десять раз превышает
параметр длительности 𝑡0 = 42 фс. Правая граница
𝐷+

𝑡 оценена на основе дисперсионного анализа рас­
пространения коротковолновых компонент спектра
волнового пакета, образующихся в условиях нели­
нейности. На интервале распространения ∆𝑧 вре­
мя запаздывания ∆𝑡 коротковолновых компонент
спектра составляет:

∆𝑡 =
∆𝑧

𝑉𝑔𝑟(𝜆𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 )
− ∆𝑧

𝑉𝑔𝑟 (𝜆0)
, (5)

где 𝑉𝑔𝑟(𝜆𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 ) — групповая скорость коротковол­
новых компонент. Отсюда следует, что для адек­
ватного анализа коротковолновой области спектра
на заданном интервале ∆𝑧 от начала возникнове­
ния суперконтинуума в филаменте необходима рас­
четная область во времени с правой границей 𝐷+

𝑡 ,
равной

𝐷+
𝑡 =

∆𝑧

𝑐0
(𝑛𝑔𝑟(𝜆𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 )− 𝑛𝑔𝑟(𝜆0)) , (6)

где 𝑛𝑔𝑟(𝜆𝑐𝑢𝑡𝑡𝑜𝑓𝑓 ), 𝑛𝑔𝑟(𝜆0) — показатель преломле­
ния групповой скорости (групповой индекс рефрак­
ции) на длинах волн 𝜆𝑐𝑢𝑡𝑡𝑜𝑓𝑓 и 𝜆0 соответствен­
но [26]. В численном моделировании интервал адек­
ватного воспроизведения спектра выбран равным
∆𝑧 = 2 мм. В этом случае для волнового паке­
та с центральной длиной волны 𝜆0 = 1900 нм
при 𝜆𝑐𝑢𝑡𝑡𝑜𝑓𝑓 = 250 нм правая граница составляет
𝐷+

𝑡 ≈ 1200 фс. На границах временной области
c общим размером 𝐷𝑡 = 1600 фс, что соответству­
ет 𝐷𝑡 ≈ 40𝑡0, вводился поглощающий слой разме­
ром 𝐷𝑙𝑜𝑠𝑠

𝑡 ≈ 1.5𝑡0. Тестовые расчеты показали, что
при уменьшении параметра 𝐷+

𝑡 сокращается про­
тяженность интервала ∆𝑧, на котором сохраняет­
ся неизменным спектр в коротковолновой области.
На расстоянии, превышающем заданный интервал
∆𝑧, величина напряженности электрического поля
на границе расчетной области достигает 10−3𝐸0,
что свидетельствует о возникновении потерь в по­
глощающем слое, при которых ширина спектра
сокращается в антистоксовой области и получае­
мая численно коротковолновая отсечка возрастает
с расстоянием.

Спектральное разрешение расчетной схемы, ко­
торое оценивается выражением ∆𝜆 = 𝑛0𝜆

2/𝑐𝐷𝑡, со­
ставляет ∆𝜆 ≈ 10 нм на центральной длине волны
𝜆0 = 1900 нм и ∆𝜆 ≃ 0.1 нм в окрестности корот­
коволновой отсечки 𝜆 ≃ 𝜆𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 .

По продольной координате z использовал­
ся адаптивный шаг, величина которого равна
∆𝑧 ≈ 100 мкм в начале распространения импульса,
а впоследствии уменьшается так, чтобы нелиней­
ный фазовый набег на каждом шаге не превышал
𝜋/100. Вблизи нелинейного фокуса шаг ∆𝑧 состав­
лял менее 1 мкм. Для перехода от напряжённости
электрического поля в пространственно-времен­
ном пространстве 𝐸 (𝑟, 𝑡, 𝑧) к частотно-угловому
спектру 𝐸̂ (𝜔, 𝑘⊥, 𝑧) использовались быстрое преоб­
разование Фурье по временной координате и дис­
кретное преобразование Ханкеля по радиальной.
В численном моделировании использовался па­
раллельный код [27], разработанный для решения
уравнения однонаправленного распространения
импульса в нелинейной среде.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Численным моделированием на основе однона­
правленного уравнения распространения фемтосе­
кундного волнового пакета в нелинейной среде
исследовано влияние материальной дисперсии на
трансформацию антистоксовой области его спек­
тра при филаментации в плавленом кварце. Пока­
зано, что интенсивное излучение широкополосно­
го суперконтинуума, образующегося при фазовой
модуляции светового поля в наведенной лазерной
плазме, перекрывает спектральную полосу с тре­
тьей, пятой и следующими гармониками централь­
ной длины волны, которые генерируются в среде
с кубичной нелинейностью. При нормальной дис­
персии групповой скорости антистоксово уширение
спектра составляет около полутора октав, при ано­
мальной — превышает три октавы. Характер гене­
рации лазерной плазмы близок к пороговому, и ан­
тистоксово уширение спектра стремительно разви­
вается при распространении волнового пакета в фи­
ламенте. Скорость антистоксова сдвига коротковол­
новой отсечки спектра при распространении волно­
вого пакета достигает 𝑣𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 = 1.5 нм/мкм при
нормальной дисперсии групповой скорости и воз­
растает до 𝑣𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 = 2 нм/мкм при аномаль­
ной дисперсии групповой скорости вследствие ком­
прессии волнового пакета во времени. При чис­
ленном моделировании трансформации фемтосе­
кундного волнового пакета в филаменте необхо­
дим дисперсионный анализ распространения широ­
кополосного спектра суперконтинуума для оценки
параметров расчетной схемы.

И. Ю. Гейнц и Е.Д. Залозная благодарят
фонд развития теоретической физики и мате­
матики «БАЗИС» за финансовую поддержку
исследований.
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Influence of dispersion on dynamics of the anti-Stokes broadening of the
femtosecond pulse spectrum during filamentation in fused silica
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Numerical simulation methods are used to study the spectral transformation of a femtosecond wave packet
during filamentation in fused silica under conditions of normal, zero, and anomalous group velocity dispersion.
It is shown that during plasma generation that causes phase modulation of the light field, a rapid anti-Stokes
broadening of the spectrum occurs. It was established that the short-wavelength shift of the broadband
supercontinuum spectrum is much larger in case of anomalous group velocity dispersion than in case of
normal and zero dispersion. The influence of the wave packet energy on the spectrum broadening dynamics
is considered. Estimates of the numerical scheme parameters are obtained based on the dispersion analysis of
the process of broadband supercontinuum propagation in a medium.
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Keywords: filamentation, supercontinuum spectrum, space-time compression, short-wavelength cutoff,
numerical scheme.
Received 14 March 2023.
English version: Moscow University Physics Bulletin. 2023. 78, No. 4. Pp. 489-495.

Сведения об авторах

1. Гейнц Илья Юрьевич — студент магистратуры; e-mail: geintc.ii17@physics.msu.ru.

2. Залозная Елизавета Дмитриевна — аспирант; e-mail: ed.zaloznaya@physics.msu.ru.

3. Дормидонов Александр Евгеньевич — канд. физ.-мат. наук, нач. научно-исследовательского отдела;
тел.: (495) 730-12-82, e-mail: dormidonov@gmail.com.

4. Кандидов Валерий Петрович — доктор физ.-мат. наук, профессор; тел.: (495) 939-30-91,
e-mail: kandidov@physics.msu.ru.

2340403–7

http://dx.doi.org/10.1139/p05-048
http://dx.doi.org/10.1139/p05-048
http://dx.doi.org/10.1016/j.physrep.2006.12.005
http://dx.doi.org/10.1016/j.physrep.2006.12.005
http://dx.doi.org/10.1070/QE2009v039n03ABEH013916
http://dx.doi.org/10.3367/UFNe.2018.06.038419
http://dx.doi.org/10.1007/s00340-003-1214-7
http://dx.doi.org/10.3952/physics.v57i3.3541
http://dx.doi.org/10.1070/QE2004v034n04ABEH002679
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2006.06.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2006.06.006
http://dx.doi.org/10.1134/S1063776111080073
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.84.3582
http://dx.doi.org/10.1364/AO.41.003735
http://dx.doi.org/10.1364/AO.41.003735
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.71.065601
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.71.065601
http://dx.doi.org/10.1070/QEL18000
http://dx.doi.org/10.1364/OL.38.000016
http://dx.doi.org/10.1364/JOSAB.34.000088
http://dx.doi.org/10.1364/JOSAB.34.000088
http://dx.doi.org/10.1134/S002136401615008X
http://dx.doi.org/10.1007/s00340-021-07584-y
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.104.043506
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.104.043506
http://dx.doi.org/10.1007/s00340-014-5857-3
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.70.036604
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.70.036604
http://dx.doi.org/10.1070/QEL16634
http://dx.doi.org/10.1364/OL.22.001332
http://dx.doi.org/10.1134/S0370274X18170022
http://dx.doi.org/10.1134/S0021364018170071
https://refractiveindex.info/
https://refractiveindex.info/
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.117.043902
mailto:geintc.ii17@physics.msu.ru
https://doi.org/10.3103/S0027134923040070
mailto:geintc.ii17@physics.msu.ru
mailto:ed.zaloznaya@physics.msu.ru
mailto:dormidonov@gmail.com
mailto:kandidov@physics.msu.ru

	Влияние дисперсии на динамику антистоксова уширения спектра фемтосекундного импульса при филаментации в плавленом кварце
	Аннотация
	Введение
	Математическая модель
	Напряженность электрического поля
	Спектр. Коротковолновая отсечка
	Особенности и параметры численной схемы
	Заключение
	Список литературы


