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В работе рассматривается задача Коши для сингулярно возмущенного обыкновенного диф­
ференциального уравнения первого порядка с, вообще говоря, нелинейной правой частью, за­
висящей, помимо искомой функции, еще и от этой же функции, но взятой с запаздыванием по
времени. Рассмотренная задача является сингулярно возмущенной благодаря наличию малого
параметра перед производной по времени. Для таких задач характерны решения, обладающие
большим градиентом в окрестности начального момента времени и в окрестности момента,
равного времени запаздывания. Целью работы является построение асимптотического прибли­
жения и доказательство существования гладкого решения задачи.
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ВВЕДЕНИЕ

В работе рассматривается задача Коши для
сингулярно возмущенного обыкновенного диффе­
ренциального уравнения первого порядка с, во­
обще говоря, нелинейной правой частью, завися­
щей, помимо искомой функции, еще и от этой
же функции, но взятой с запаздыванием по вре­
мени. Задачи с запаздывающим аргументом ши­
роко используются в различных приложениях, на­
пример для моделирования когерентно-оптических
систем [1] или релаксационных колебаний в се­
тях импульсных нейронов [2]. К таким задачам
относится широко используемое в экономических
моделях логистическое уравнение [3]. В большин­
стве работ, посвященных уравнениям с запазды­
ванием, рассматриваются возникающие при этом
автоколебательные циклы, исследуется динамика
решений на больших промежутках времени или
положения равновесия [4–7].

Рассмотренная здесь задача является сингуляр­
но возмущенной благодаря наличию малого пара­
метра перед производной по времени. Для таких
задач характерны решения, обладающие большим
градиентом в окрестности начального момента вре­
мени. В задаче с запаздывающим аргументом реше­
ние может иметь большой градиент также в окрест­
ности моментов времени, кратных времени запаз­
дывания. В настоящей работе для простоты мы по­
дробно рассмотрим поведение решения на проме­
жутке времени, не превосходящем удвоенное время
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запаздывания. Целью работы является построение
асимптотического приближения и доказательство
существования гладкого решения задачи.

Среди публикаций, касающихся уравнений с за­
паздывающим аргументом, стоит отметить работы
[8–10], поскольку в них тоже применялись асимп­
тотические методы исследования решений. В част­
ности, в работе [8] приведен алгоритм построения
асимптотического приближения решения краевой
задачи для системы двух дифференциальных урав­
нений второго порядка, одно из которых содержит
малый параметр при старшей производной. Как и в
настоящей работе, для построения приближения ис­
пользовался метод Васильевой [11]. В работе [9] рас­
сматривалась задача Коши для системы двух обык­
новенных дифференциальных уравнений с запаз­
дывающим аргументом. Для системы было постро­
ено асимптотическое приближение решения, а так­
же доказано его существование и единственность.
Для этого применялся метод сведения к интеграль­
ным уравнениям и теорема о неподвижной точке.
В работе [10] расматривалась задача с быстро ос­
циллирующим решением. Для построения асимпто­
тического приближения в этом случае применялся
метод ВКБ.

Наиболее близко в смысле применяемых методов
к настоящей работе примыкает исследование [12],
в котором рассматривалось решение с внутрен­
ним переходным и пограничными слоями крае­
вой задачи для обыкновенного дифференциально­
го уравнения второго порядка с нелинейной пра­
вой частью, содержащей функции запаздывающего
аргумента.
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим следующую задачу:⎧⎨⎩𝜀
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− 𝜎), 𝑡, 𝜀), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ),

𝑦(𝑡) = ℎ(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝜎, 0],
(1)

где 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] — малый параметр 𝜎, 𝑇 — заданные
числа: 𝜎 > 0, 𝜎 < 𝑇 < 2𝜎, 𝑓 и ℎ — достаточно
гладкие функции своих аргументов. Требование к
классу гладкости этих функций связано с поряд­
ком строящегося асимптотического приближения.
Если нужно построить приближение 𝑛-го порядка,
то функция 𝑓(𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− 𝜎), 𝑡, 𝜀) должна быть 𝑛+ 1
раз непрерывно дифференцируемой на множестве
𝐼𝑦 × 𝐼𝑦 × (0, 𝑇 ] × (0, 𝜀0], где 𝐼𝑦 — допустимый
интервал изменения решения задачи, а функция
ℎ(𝑡) — (𝑛 + 1) раз непрерывно дифференцируемой
на интервале 𝑡 ∈ (−𝜎, 0).

Определение 1. Под решением задачи (1) будем
понимать функцию

𝑦𝜀(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ] ∩ 𝐶1(0, 𝑇 ),

удовлетворяющую уравнению (1) при 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ] и
начальному условию задачи (1).

Предположим, что выполнено следующее усло­
вие.

Условие (A1). Пусть уравнение

𝑓(𝑦(𝑡), ℎ(𝑡− 𝜎), 𝑡, 0) = 0 (2)

имеет на отрезке 𝑡 ∈ [0, 𝜎] решение 𝑦(𝑡) = 𝛼(𝑡), при­
чем на этом отрезке выполняется неравенство

𝑓𝑦(𝛼(𝑡), ℎ(𝑡− 𝜎), 𝑡, 0) < 0. (3)

Пусть уравнение

𝑓(𝑦(𝑡), 𝛼(𝑡− 𝜎), 𝑡, 0) = 0 (4)

имеет на отрезке 𝑡 ∈ [𝜎, 𝑇 ] решение 𝑦(𝑡) = 𝛽(𝑡), при­
чем на этом отрезке выполняется неравенство

𝑓𝑦(𝛽(𝑡), 𝛼(𝑡− 𝜎), 𝑡, 0) < 0. (5)

Далее мы будем исследовать решение задачи (1),
близкое при достаточно малых значениях 𝜀 к функ­
ции 𝛼(𝑡) внутри интервала (0, 𝜎), к функции 𝛽(𝑡)
внутри интервала (𝜎, 𝑇 ), и резко изменяющееся
в окрестности точки 𝑡 = 0 от значения ℎ(0) до 𝛼(𝑡),
а в окрестности 𝑡 = 𝜎 — от 𝛼(𝑡) до 𝛽(𝑡).

1.1. Присоединенная система

Введем так называемую присоединенную систе­
му уравнений относительно функций 𝑦(𝜏), 𝑦(𝜏), где
𝜏 изменяется на полупрямой [0; +∞):⎧⎨⎩

𝑑𝑦

𝑑𝜏
= 𝑓(𝑦, ℎ(−𝜎), 0, 0),

𝑑𝑦

𝑑𝜏
= 𝑓(𝑦, 𝑦(𝜏), 𝜎, 0), 𝜏 > 0,

𝑦(0) = ℎ(0), 𝑦(0) = 𝛼(𝜎).

(6)

Из условия (А1) следует, что положением равно­
весия этой системы является точка

(𝑦, 𝑦) = (𝛼(0), 𝛽(𝜎)). (7)

Вычисляя собственные значения матрицы соответ­
ствующей линеаризованной системы, получаем

𝜆1 = 𝑓𝑦(𝛼(0), ℎ(−𝜎), 0, 0), 𝜆2 = 𝑓𝑦(𝛽(𝜎), 𝛼(0), 𝜎, 0).

Согласно теореме Ляпунова об устойчивости по
первому приближению, условием асимптотической
устойчивости точки покоя (7) являются неравен­
ства 𝜆1,2 < 0. Их выполнение обеспечивается усло­
вием (А1).

Потребуем выполнения ещe одного условия.
Условие (A2). Пусть начальное условие

𝑦(0) = ℎ(0) принадлежит области влияния точки
покоя 𝑦 = 𝛼(0) первого уравнения системы (6).

Пусть начальное условие

𝑦(0) = 𝛼(𝜎) (8)

принадлежит области влияния точки покоя
𝑦 = 𝛽(𝜎) уравнения

𝑑𝑦

𝑑𝜏
= 𝑓(𝑦, 𝛼(0), 𝜎, 0). (9)

Замечание. Структура области влияния устой­
чивых положений равновесия нелинейных задач
Коши описана в [13].

Лемма. При выполнении условий (А1), (А2),
задача (6) имеет решение, притягивающееся
к точке покоя (7) при 𝜏 → +∞.

Утверждение леммы следует из теоремы о непре­
рывной зависимости решения задачи Коши от па­
раметра, применяя которую к задаче

𝑑𝑦

𝑑𝜏
= 𝑓(𝑦, 𝛼(0) +∆, 𝜎, 0), 𝜏 > 0, 𝑦(0) = 𝛼(𝜎), (10)

получаем, что решение этой задачи стремится к
решению задачи (9),(8), если ∆ → 0. В свою оче­
редь, решение задачи (9),(8) стремится к точке по­
коя 𝛽(𝜎) этой задачи в силу условия (A2). Поло­
жим в (10) ∆ = 𝑦 − 𝛼(0) и заметим, что ∆ → 0
при 𝜏 → +∞ в силу условия (А2). Итак, получаем:
𝑦 → 𝛼(0) при 𝜏 → +∞, и при этом 𝑦 → 𝛽(𝜎). В ре­
зультате приходим к выводу, что решение системы
(6) стремится к точке покоя (7) при 𝜏 → +∞.

В силу выполнения неравенства (3) справедлива
оценка [13]

|𝑦(𝜏)− 𝛼(0)| ≤ 𝐶0𝑒
−κ0𝜏 ,

где 𝐶0, κ0 — положительные постоянные, не завися­
щие от 𝜀. Используя неравенство (5) и эту оценку,
тем же способом, что и в [13], можно доказать, что

|𝑦(𝜏)− 𝛽(𝜎)| ≤ 𝐶𝑒−κ𝜏 ,

где 𝐶, κ — также положительные постоянные, не
зависящие от 𝜀.
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2. ПОСТРОЕНИЕ АСИМПТОТИЧЕСКОГО
ПРИБЛИЖЕНИЯ РЕШЕНИЯ

Построим асимптотическое приближение реше­
ния 𝑦𝜀(𝑡) задачи (1), имеющее внутренний переход­
ный слой в окрестности точки 𝑡 = 𝜎 и пограничный
слой в окрестности точки 𝑡 = 0. В окрестности этих
точек введем растянутые переменные

𝜏0 :=
𝑡

𝜀
, 𝜏 :=

𝑡− 𝜎

𝜀
.

Асимптотическое приближение решения задачи
(1) будем строить отдельно на отрезках [0, 𝜎] и
[𝜎, 𝑇 ], непрерывно сшивая его левую и правую ча­
сти в точке 𝑡 = 𝜎.

Рассмотрим две задачи:

⎧⎪⎨⎪⎩𝜀
𝑑𝑦(−)

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑦(−)(𝑡), ℎ(𝑡− 𝜎), 𝑡, 𝜀), 𝑡 ∈ (0, 𝜎),

𝑦(−)(0) = ℎ(0).

(11)

⎧⎪⎨⎪⎩𝜀
𝑑𝑦(+)

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑦(+)(𝑡), 𝑦(−)(𝑡− 𝜎), 𝑡, 𝜀), 𝑡 ∈ (𝜎, 𝑇 ),

𝑦(+)(𝜎) = 𝑦(−)(𝜎).

(12)
Будем искать асимптотические приближения ре­

шений каждой из задач в виде:

𝑌 (−)(𝑡, 𝜀) = 𝑦(−)(𝑡, 𝜀) + 𝐿(𝜏0, 𝜀),

𝑌 (+)(𝑡, 𝜀) = 𝑦(+)(𝑡, 𝜀) +𝑄(𝜏, 𝜀).
(13)

Здесь 𝑦(±)(𝑡, 𝜀) — регулярная часть, 𝐿(𝜏0, 𝜀) —
функция пограничного слоя в окрестности точки
𝑡 = 0; 𝑄(𝜏, 𝜀) — функция переходного слоя в окрест­
ности точки 𝑡 = 𝜎.

Каждое из слагаемых в представлениях (13) бу­
дем искать в виде разложения по степеням малого
параметра:

𝑦(±)(𝑡, 𝜀) = 𝑦
(±)
0 (𝑡) + 𝜀𝑦

(±)
1 (𝑡) + 𝜀2𝑦

(±)
2 (𝑡) + ...; (14)

𝐿(𝜏0, 𝜀) = 𝐿0(𝜏0) + 𝜀𝐿1(𝜏0) + 𝜀2𝐿2(𝜏0) + ...; (15)

𝑄(𝜏, 𝜀) = 𝑄0(𝜏) + 𝜀𝑄1(𝜏) + 𝜀2𝑄2(𝜏) + ... . (16)

2.1. Регулярная часть

Подставляя разложения (14) для функций
𝑦(±)(𝑡, 𝜀) в уравнения

𝜀
𝑑𝑦(−)

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑦(−)(𝑡), ℎ(𝑡− 𝜎), 𝑡, 𝜀),

𝜀
𝑑𝑦(+)

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑦(+)(𝑡), 𝑦(−)(𝑡− 𝜎), 𝑡, 𝜀),

раскладывая правые части этих уравнений по фор­
муле Тейлора, а затем приравнивая коэффициен­
ты при одинаковых степенях 𝜀, получим уравнения
для определения коэффициентов разложения (14).

Для определения функции 𝑦
(−)
0 (𝑡) получим урав­

нение (2), а для определения функции 𝑦
(+)
0 (𝑡) —

уравнение (4).
Согласно условию (A1), следует положить

𝑦
(−)
0 (𝑡) = 𝛼(𝑡), 𝑦

(+)
0 (𝑡) = 𝛽(𝑡).

Уравнения для функций 𝑦
(±)
𝑘 (𝑡), 𝑘 = 1, 2, . . . име­

ют вид:

𝑓𝑦(𝛼(𝑡), ℎ(𝑡− 𝜎), 𝑡, 0)𝑦
(−)
𝑘 (𝑡) = 𝑏̄

(−)
𝑘 (𝑡),

𝑓𝑦(𝛽(𝑡), 𝛼(𝑡− 𝜎), 𝑡, 0)𝑦
(+)
𝑘 (𝑡) = 𝑏̄

(+)
𝑘 (𝑡),

(17)

где 𝑏̄
(±)
𝑘 (𝑡) — известные функции, зависящие от

𝑦
(±)
𝑗 (𝑡), 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 − 1 соответственно.
В частности,

𝑏̄
(−)
1 (𝑡) := 𝑓𝜀(𝛼(𝑡), ℎ(𝑡− 𝜎), 𝑡, 0),

𝑏̄
(+)
1 (𝑡) := 𝑓𝑦𝜎

(𝛽(𝑡), 𝛼(𝑡− 𝜎), 𝑡, 0)𝑦
(−)
1 (𝑡− 𝜎)+

+𝑓𝜀(𝛽(𝑡), 𝛼(𝑡− 𝜎), 𝑡, 0).

Здесь и далее 𝑓𝑦 означает производную по первому
аргументу, а 𝑓𝑦𝜎 — производную по второму аргу­
менту (с запаздыванием).

Уравнения (17) однозначно разрешимы в силу
условия (А1).

2.2. Функции переходного и пограничных
слоев

Задачи для пограничных функций и функций пе­
реходного слоя получаются стандартным образом
согласно алгоритму Васильевой [11].

Для коэффициентов разложения (15), функций
𝐿𝑘(𝜏0), 𝑘 = 0, 1, 2, ..., описывающих пограничный
слой в окрестности точки 𝑡 = 0, они определяют­
ся путем приравнивания коэффициентов при оди­
наковых степенях малого параметра в разложении
Тейлора равенств

⎧⎨⎩
𝜕

𝜕𝜏0
𝐿(𝜏0, 𝜀) = 𝑓(𝑦(−)(𝜀𝜏0, 𝜀) + 𝐿(𝜏0, 𝜀), ℎ(𝜀𝜏0 − 𝜎), 𝜀𝜏0, 𝜀)− 𝑓(𝑦(−)(𝜀𝜏0, 𝜀), ℎ(𝜀𝜏0 − 𝜎), 𝜀𝜏0, 𝜀),

𝐿(0, 𝜀) = ℎ(0)− 𝑦(−)(0, 𝜀).
(18)
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Задачи для коэффициентов разложения (16) и функций 𝑄𝑘(𝜏), 𝑘 = 0, 1, 2 ... , описывающих переходный
слой в правой полуокрестности точки 𝑡 = 𝜎, получаются тем же способом из равенств⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜕

𝜕𝜏
𝑄(𝜏, 𝜀) = 𝑓(𝑦(+)(𝜎 + 𝜀𝜏, 𝜀) +𝑄(𝜏, 𝜀), 𝑦(−)(𝜀𝜏, 𝜀) + 𝐿(𝜏, 𝜀), 𝜎 + 𝜀𝜏, 𝜀)−

−𝑓(𝑦(+)(𝜎 + 𝜀𝜏, 𝜀), 𝑦(−)(𝜀𝜏, 𝜀), 𝜎 + 𝜀𝜏, 𝜀),

𝑄(0, 𝜀) = 𝑦(−)(𝜎, 𝜀)− 𝑦(+)(𝜎, 𝜀).

(19)

Здесь 𝐿(𝜏, 𝜀) — сумма (15), в которой аргумент
𝜏0 заменен на аргумент 𝜏 .

Отметим, что в силу способа построения функ­
ций в правых частях равенств (18) и (19), а так­
же неравенств (3) и (5) из условия (А1) выполня­
ются условия убывания функций 𝐿𝑘(𝜏0) и 𝑄𝑘(𝜏),
𝑘 = 0, 1, 2, ... до нуля на бесконечности и справед­
ливость оценок

|𝐿𝑘(𝜏0)| ≤ 𝐶𝑒−κ0𝜏0 , |𝑄𝑘(𝜏)| ≤ 𝐶𝑒−κ𝜏 , (20)

где 𝐶, κ0 и κ — положительные постоянные, не
зависящие от 𝜀.

2.3. Нулевое приближение функций
переходного слоя

Приравнивая слагаемые при 𝜀0 в равенствах (18)
и (19), получим следующие задачи для определения
функций 𝐿0(𝜏0) и 𝑄0(𝜏):⎧⎨⎩

𝑑𝐿0

𝑑𝜏0
= 𝑓(𝛼(0) + 𝐿0, ℎ(−𝜎), 0, 0), 𝜏0 > 0,

𝐿0(0) = ℎ(0)− 𝛼(0);

(21)

⎧⎨⎩
𝑑𝑄0

𝑑𝜏
= 𝑓(𝛽(𝜎) +𝑄0, 𝛼(0) + 𝐿0(𝜏), 𝜎, 0), 𝜏 > 0,

𝑄0(0) = 𝛼(𝜎)− 𝛽(𝜎).

(22)

Введем обозначения

𝑦(𝜏) = 𝛼(0) + 𝐿0(𝜏), 𝑦(𝜏) = 𝛽(𝜎) +𝑄0(𝜏).

С использованием этих обозначений уравнения
(21) и (22) принимают вид уравнений присоединён­
ной системы (6). Как отмечено ранее при выполне­
нии условий (A1) — (A2) решения этих задач су­
ществуют и имеют экспоненциальные оценки, вида
(20).

2.4. Функции переходного слоя первого
и произвольного порядков

Объединяя коэффициенты при 𝜀𝑘, 𝑘 = 1, 2, ...
в разложении Тейлора функций из равенств (18),
(19), будем получать задачи следующего вида для
функций 𝐿𝑘(𝜏0), 𝑄𝑘(𝜏):⎧⎨⎩

𝑑𝐿𝑘

𝑑𝜏0
= 𝑓𝑦(𝑦(𝜏0), ℎ(−𝜎), 0, 0)𝐿𝑘(𝜏0) + 𝐿𝑓𝑘(𝜏0), 𝜏0 > 0,

𝐿𝑘(0) = −𝑦𝑘
(−)(0);

⎧⎨⎩
𝑑𝑄𝑘

𝑑𝜏
= 𝑓𝑦(𝑦(𝜏), 𝑦(𝜏), 𝜎, 0)𝑄𝑘(𝜏) +𝑄𝑓𝑘(𝜏), 𝜏 > 0,

𝑄𝑘(0) = 𝑦
(−)
𝑘 (𝜎)− 𝑦

(+)
𝑘 (𝜎),

где 𝐿𝑓𝑘(𝜏0), 𝑄𝑓𝑘(𝜏) — известные на каждом шаге
функции. В частности, в первом порядке

𝐿𝑓1(𝜏0) := (𝑦
(−)
1 (0) + 𝛼

′
(0)𝜏0)[𝑓𝑦(𝑦(𝜏0), ℎ(−𝜎), 0, 0)− 𝑓𝑦(𝛼(0), ℎ(−𝜎), 0, 0)]+

+ ℎ
′
(−𝜎)𝜏0[𝑓𝑦𝜎 (𝑦(𝜏0), ℎ(−𝜎), 0, 0)− 𝑓𝑦𝜎 (𝛼(0), ℎ(−𝜎), 0, 0)]+

+ 𝜏0[𝑓𝑡(𝑦(𝜏0), ℎ(−𝜎), 0, 0)− 𝑓𝑡(𝛼(0), ℎ(−𝜎), 0, 0)]+

+ 𝑓𝜀(𝑦(𝜏0), ℎ(−𝜎), 0, 0)− 𝑓𝜀(𝛼(0), ℎ(−𝜎), 0, 0);

𝑄𝑓1(𝜏) := 𝑓𝑦𝜎
(𝑦(𝜏), 𝑦(𝜏), 𝜎, 0)𝐿1(𝜏)+

+ (𝑦
(+)
1 (𝜎) + 𝛽

′
(𝜎)𝜏)[𝑓𝑦(𝑦(𝜏), 𝑦(𝜏), 𝜎, 0)− 𝑓𝑦(𝛽(𝜎), 𝛼(0), 𝜎, 0)]+

+ (𝑦
(−)
1 (0) + 𝛼

′
(0)𝜏)[𝑓𝑦𝜎

(𝑦(𝜏), 𝑦(𝜏), 𝜎, 0)− 𝑓𝑦𝜎
(𝛽(𝜎), 𝛼(0), 𝜎, 0)]+

+ 𝜏 [𝑓𝑡(𝑦(𝜏), 𝑦(𝜏), 𝜎, 0)− 𝑓𝑡(𝛽(𝜎), 𝛼(0), 𝜎, 0)] + 𝑓𝜀(𝑦(𝜏), 𝑦(𝜏), 𝜎, 0)− 𝑓𝜀(𝛽(𝜎), 𝛼(0), 𝜎, 0).

Функции 𝐿𝑘(𝜏0), 𝑄𝑘(𝜏) можно выписать в явном виде:

𝐿𝑘 = −𝑦𝑘
(−)(0, 𝜀)Φ𝑙(𝜏0) + Φ𝑙(𝜏0)

∫︁ 𝜏0

0

(Φ𝑙(𝑠))
−1𝐿𝑓𝑘(𝑠)𝑑𝑠,
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где

Φ𝑙(𝜏0) = exp

(︂∫︁ 𝜏0

0

𝑓𝑦(𝑦(𝜉), ℎ(−𝜎), 0, 0)𝑑𝜉

)︂
.

𝑄𝑘 = (𝑦
(−)
𝑘 (𝜎)− 𝑦

(+)
𝑘 (𝜎))Φ𝑞(𝜏)+

+ Φ𝑞(𝜏)

∫︁ 𝜏

0

(Φ𝑞(𝑠))
−1𝑄𝑓𝑘(𝑠)𝑑𝑠,

где

Φ𝑞(𝜏) := exp

(︂∫︁ 𝜏

0

𝑓𝑦(𝑦(𝜉), 𝑦(𝜉), 𝜎, 0)𝑑𝜉

)︂
.

2.5. Асимптотическое приближение решения

Определим с помощью алгоритма, предложен­
ного в предыдущем пункте, все функции 𝑦

(∓)
𝑖 (𝑡),

𝐿𝑖(𝜏0), 𝑄𝑖(𝜏) при 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛 и составим суммы

𝑌 (−)
𝑛 (𝑡, 𝜀) :=

𝑛∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖(𝑦
(−)
𝑖 (𝑡) + 𝐿𝑖(𝜏0)), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜎, 𝜏0 ≥ 0;

𝑌 (+)
𝑛 (𝑡, 𝜀) :=

𝑛∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖(𝑦
(+)
𝑖 (𝑡) +𝑄𝑖(𝜏)), 𝜎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, 𝜏 ≥ 0.

(23)

Введем функцию

𝑌𝑛(𝑡, 𝜀) =

⎧⎨⎩𝑌
(−)
𝑛 (𝑡, 𝜀), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜎;

𝑌
(+)
𝑛 (𝑡, 𝜀), 𝜎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇.

Дальше мы докажем, что эта функция является
равномерным асимптотическим приближением ре­
шения задачи (1) с точностью 𝑂

(︀
𝜀𝑛+1

)︀
.

3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Основным результатом работы является следую­
щая

Теорема. Пусть выполнены условия (A1)
и (A2), тогда при достаточно малых 𝜀 на сегмен­
те 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 существует единственное решение
𝑦 = 𝑦𝜀(𝑡) задачи (1) в смысле Определения 1, при­
чем имеет место равномерная оценка

|𝑦𝜀(𝑡)− 𝑌𝑛(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝐶𝜀𝑛+1, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, (24)

где 𝐶 > 0 — некоторая постоянная, не зависящая
от параметра 𝜀.

Для обоснования существования решения зада­
чи (1) в смысле Определения 1 можно восполь­
зоваться теоремами существования решения при­
менительно к каждой из задач Коши (11) и (12).
Применение этих теорем гарантирует существова­
ние решения задачи (1) на каждом из интервалов

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜎, 𝜎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 и выполнение равенства
𝑦(−)(𝜎) = 𝑦(+)(𝜎). Гладкость решения задачи (1),
функции

𝑦𝜀(𝑡) =

{︃
𝑦(−)(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜎,

𝑦(+)(𝑡), 𝜎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇
(25)

в точке 𝑡 = 𝜎 следует из цепочки равенств

𝑑𝑦

𝑑𝑡
(𝜎 − 0) =

1

𝜀
𝑓(𝑦(−)(𝜎), ℎ(0), 𝑡, 𝜀) =

=
1

𝜀
𝑓(𝑦(+)(𝜎), 𝑦(−)(0), 𝑡, 𝜀) =

𝑑𝑦

𝑑𝑡
(𝜎 + 0).

Равномерная оценка вида (24) для решения зада­
чи (11) следует из теоремы Васильевой [11]. В слу­
чае задачи (12) эту оценку можно доказать, поль­
зуясь теоремой Чаплыгина, путем построения верх­
него и нижнего решений этой задачи как модифи­
каций асимптотического приближения решения.

Сформулируем определение верхнего и нижнего
решений задачи (12).

Определение 2.
Функция 𝑈

(+)
(𝑡) ∈ 𝐶1((𝜎;𝑇 ]) ∩ 𝐶([𝜎;𝑇 ]) называ­

ется верхним решением задачи (12), если она удо­
влетворяет неравенствам

𝜀
𝑑𝑈

(+)

𝑑𝑡
> 𝑓(𝑈

(+)
(𝑡), 𝑦(−)(𝑡− 𝜎), 𝑡, 𝜀), 𝜎 < 𝑡 ≤ 𝑇 ;

𝑈
(+)

(𝜎) > 𝑦(−)(𝜎).

В определениях нижних решений знаки в опера­
торных неравенствах и неравенствах в начальный
момент времени меняются на противоположные.

3.1. Построение верхнего и нижнего решений

Верхнее, 𝑌
(+)

𝑛+1(𝑡, 𝜀) и нижнее, 𝑌 (+)
𝑛+1(𝑡, 𝜀) решения

задачи (11) построим в виде:

𝑌
(+)

𝑛+1(𝑡, 𝜀) := 𝑌
(+)
𝑛+1(𝑡, 𝜀) + 𝜀𝑛+1𝑣(+)+

+ 𝜀𝑛+1𝑞𝑛+1(𝜏), 𝜎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

𝑌
(+)
𝑛+1(𝑡, 𝜀) := 𝑌

(+)
𝑛+1(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑛+1𝑣(+)−

− 𝜀𝑛+1𝑞𝑛+1(𝜏), 𝜎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇.

Здесь 𝑌
(+)
𝑛+1(𝑡, 𝜀) — сумма вида (23), 𝑣(+) — по­

ложительная константа, обеспечивающая выполне­
ние операторного неравенства из Определения 2
верхнего решения и аналогичного неравенства для
нижнего решения вдали от точки 𝑡 = 𝜎, функция
𝑞𝑛+1(𝜏) устраняет невязки в операторных неравен­
ствах, возникающие за счет добавления 𝑣(+). Эта
функция определяется как решение задачи⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑑𝑞𝑛+1

𝑑𝜏
− 𝑓𝑦(𝑦, 𝑦, 𝜎, 0)(𝑞𝑛+1 + 𝑣(+))+

+𝑣(+)𝑓𝑦(𝛼, 𝛽, 𝜎, 0) = 0, 𝜏 > 0;

𝑞𝑛+1(0) + 𝑣(+) = 𝛿,
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где 𝛿 > 0. При таком выборе функции 𝑞𝑛+1(𝜏) спра­
ведливы равенства

𝐿(+)
𝜀 [𝑌

(+)

𝑛+1] = 𝜀
𝑑𝑌

(+)

𝑛+1

𝑑𝑡
−

− 𝑓(𝑌
(+)

𝑛+1(𝑡), 𝑌
(−)
𝑛+1(𝑡− 𝜎) +𝑂(𝜀𝑛+2), 𝜎, 0) =

= −𝜀𝑛+1𝑣(+)𝑓𝑦(𝛼, 𝛽, 𝜎, 0) +𝑂(𝜀𝑛+2).

В силу условия (А1) операторное неравенство из
Определения 2 будет выполнено при достаточно ма­
лых 𝜀, если 𝑣(+) > 0, а неравенство при 𝑡 = 𝜎 бу­
дет выполнено, если 𝛿 > 0. Выполнение аналогич­
ных неравенств для нижнего решения гарантирова­
но при тех же значениях 𝑣(+) и 𝛿.

Из приведенных выше рассуждений следует, что
пара функций 𝑌

(+)

𝑛+1(𝑡, 𝜀), 𝑌
(+)
𝑛+1(𝑡, 𝜀) является верх­

ним и нижним решением задачи (12). Согласно тео­
реме Чаплыгина выполняются неравенства

𝑌
(+)
𝑛+1(𝑡, 𝜀) < 𝑦(+)(𝑡) < 𝑌

(+)

𝑛+1(𝑡, 𝜀), 𝜎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇.

Из этих неравенств и вида верхнего и нижнего ре­
шений следует оценка вида (24) для решения зада­
чи (12).

Из полученного выше следует, что для решения
𝑦𝜀(𝑡) задачи (1), определенного выражением (25),
справедлива оценка (24).

4. ПРИМЕР

Рассмотрим краевую задачу:

⎧⎨⎩𝜀
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑎(𝑡)𝑦(𝑡)− 𝑏(𝑡)𝑦(𝑡− 𝜎), 𝑡 ∈ (0, 1),

𝑦(𝑡) = ℎ(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝜎, 0],

(26)

где 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡), ℎ(𝑡) — достаточно гладкие функции,
а 𝜎 — число из интервала (0.5; 1), причем выполня­
ется неравенство 𝑎(𝑡) < 0, 𝑡 ∈ (0, 1).

Для функций 𝛼(𝑡) и 𝛽(𝑡) из условия (А1) полу­
чаем выражения

𝛼(𝑡) :=
𝑏(𝑡)

𝑎(𝑡)
ℎ(𝑡− 𝜎), 𝛽(𝑡) :=

𝑏(𝑡)

𝑎(𝑡)
𝛼(𝑡− 𝜎).

Функция 𝑦
(−)
1 (𝑡) определяется из уравнения

𝑑𝛼

𝑑𝑡
= 𝑎(𝑡)𝑦

(−)
1 (𝑡)

и имеет вид

𝑦
(−)
1 (𝑡) =

[𝑏′(𝑡)ℎ(𝑡− 𝜎) + 𝑏(𝑡)ℎ′(𝑡− 𝜎)]𝑎(𝑡)− 𝑏(𝑡)ℎ(𝑡− 𝜎)𝑎′(𝑡)

𝑎3(𝑡)
.

Функция 𝑦
(+)
1 (𝑡) определяется из уравнения

𝑑𝛽

𝑑𝑡
= 𝑎(𝑡)𝑦

(+)
1 (𝑡)− 𝑏(𝑡)𝑦

(−)
1 (𝑡− 𝜎)

и имеет вид

𝑦
(+)
1 (𝑡) =

[𝑏′(𝑡)𝛼(𝑡− 𝜎) + 𝑏(𝑡)𝛼′(𝑡− 𝜎)]𝑎(𝑡)− 𝑏(𝑡)𝛼(𝑡− 𝜎)𝑎′(𝑡)

𝑎3(𝑡)
+

𝑏(𝑡)

𝑎(𝑡)
𝑦
(−)
1 (𝑡− 𝜎).

Функция 𝐿0(𝜏0) определяется как решение задачи⎧⎨⎩
𝑑𝐿0

𝑑𝜏0
= 𝑎(0)𝐿0(𝜏0), 𝜏0 > 0,

𝐿0(0) = ℎ(0)− 𝛼(0)

и имеет вид

𝐿0(𝜏0) = (ℎ(0)− 𝛼(0))𝑒𝑎(0)𝜏0 .

Функция 𝑄0(𝜏) определяется из задачи⎧⎨⎩
𝑑𝑄0

𝑑𝜏
= 𝑎(𝜎)𝑄0(𝜏)− 𝑏(𝜎)𝐿0(𝜏), 𝜏 > 0,

𝑄0(0) = 𝛼(𝜎)− 𝛽(𝜎)

и имеет вид

𝑄0(𝜏) =
(︁
𝛼(𝜎)− 𝛽(𝜎)− 𝑏(𝜎)(ℎ(0)− 𝛼(0))

𝑎(𝜎)− 𝑎(0)

)︁
𝑒𝑎(𝜎)𝜏 +

𝑏(𝜎)(ℎ(0)− 𝛼(0))

𝑎(𝜎)− 𝑎(0)
𝑒𝑎(0)𝜏 .
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Рисунок. a — Численное решение задачи (26) и функции 𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡) ; б — численное решение задачи (26) и асимп­
тотическое приближение нулевого порядка (𝜀 = 0.01, 𝜎 = 0.55, а функции 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡), ℎ(𝑡) заданы равенствами (27))

Функция 𝐿1(𝜏0) определяется как решение зада­
чи ⎧⎨⎩

𝑑𝐿1

𝑑𝜏0
= 𝑎(0)𝐿1(𝜏0), 𝜏0 > 0,

𝐿1(0) = −𝑦
(−)
1 (0)

и имеет вид 𝐿1(𝜏0) = −𝑦
(−)
1 (0)𝑒𝑎(0)𝜏0 .

Функция 𝑄1(𝜏) определяется из задачи⎧⎨⎩
𝑑𝑄1

𝑑𝜏
= 𝑎(𝜎)𝑄1(𝜏)− 𝑏(𝜎)𝐿1(𝜏), 𝜏 > 0,

𝑄1(0) = 𝑦
(−)
1 (𝜎)− 𝑦

(+)
1 (𝜎).

Решение этой задачи

𝑄1(𝜏) =
(︁
𝑦
(−)
1 (𝜎)− 𝑦

(+)
1 (𝜎)−

− 𝑏(𝜎)𝐿1(0)

𝑎(𝜎)− 𝑎(0)

)︁
𝑒𝑎(𝜎)𝜏 +

𝑏(𝜎)𝐿1(𝜏)

𝑎(𝜎)− 𝑎(0)
.

Таким образом построено асимптотическое при­
ближение решения задачи (26) первого порядка ви­
да

𝑌1(𝑡, 𝜀) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝛼(𝑡) + 𝐿0(𝜏0) + 𝜀𝑦

(−)
1 (𝑡) + 𝜀𝐿1(𝜏0),

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜎,

𝛽(𝑡) +𝑄0(𝜏) + 𝜀𝑦
(+)
1 (𝑡) + 𝜀𝑄1(𝜏),

𝜎 ≤ 𝑡 ≤ 1.

Графическая иллюстрация решения задачи (26)

при

𝑎(𝑡) = −2(𝑡2 + 0.1), 𝑏(𝑡) = 𝑡2 + 0.2,

ℎ(𝑡) = 𝑡− 0.2, 𝜀 = 0.01, 𝜎 = 0.55
(27)

представлена на рисунке. Численное решение бы­
ло получено методом Рунге–Кутта четвертого
порядка.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Сингулярно возмущенные задачи для дифферен­
циальных уравнений в случае, когда функция в пра­
вой части нелинейно зависит от запаздывающего
аргумента, в плане применения асимптотических
методов схожи с задачами с разрывными правыми
частями [14]. Однако построение асимптотических
приближений, а также обоснование применимости
классических методов доказательства существова­
ния решения, равномерно приближенного построен­
ной асимптотикой, имеет некоторые отличия. В на­
стоящей работе были отмечены особенности приме­
нения этих методов в случае решения задачи Коши
для обыкновенного дифференциального уравнения
с запаздывающим аргументом. Проведенные иссле­
дования могут быть полезны для создания эконо­
мических или популяционных моделей, в которых
необходимо учитывать функции запаздывающего
аргумента.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РНФ (проект № 23-11-00069).
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Cauchy Problem for a Singularly Perturbed Delay Equation
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In the study, the Cauchy problem for a singularly perturbed first-order ordinary differential equation is
considered, with, generally speaking, a nonlinear right-hand side that depends not only on the desired
function but also on this same function taken with a time delay. The problem under consideration
is singularly perturbed due to the presence of a small parameter in front of the time derivative. For
such problems, solutions that possess a large gradient in the vicinity of the initial time moment and
in the vicinity of the moment equal to the delay time are typical. The aim of the work is to construct
an asymptotic approximation and to prove the existence of a smooth solution to the problem.
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