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В настоящей работе впервые получено обобщенное уравнение Гуггенгейма для системы твер-
дых сфер на основе использования метода ускоренной сходимости Эйлера. Данное уравнение
позволяет учитывать произвольное число известных вириальных коэффициентов. Для мета-
стабильной области это уравнение обобщается на случай учета асимптотического поведения
свободной энергии при больших плотностях. Полученное выражение для сжимаемости одно-
родной фазы системы твердых сфер описывает данные численного эксперимента в пределах
их точности.
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ВВЕДЕНИЕ

Уравнение Гуггенгейма было получено эмпири-
чески для уравнения состояния системы твердых
сфер [1] с целью улучшения той части уравнения
Ван-дер-Ваальса, которая отвечает за отталкива-
ние. При этом основными принципами выбора были
следующие. Во-первых, принцип простоты, то есть
данное уравнение должно быть не намного сложнее
приближения Ван-дер-Ваальса для системы твер-
дых сфер. Во-вторых, оно должно точно воспроиз-
водить точно не один, как приближение Ван-дер-
Ваальса, а два вириальных коэффициента. В итоге
было получено выражение

z =
pV

NkT
=

1

(1− y)
4 . (1)

Здесь V — объем системы, N — число частиц в ней,
T — абсолютная температура, p — давление в си-
стеме, k — постоянная Больцмана, ρ = N/V —
плотность, y = vσρ , vσ = πσ3/6 — объем сферы
диаметром σ . В дальнейшем это уравнение часто
используется [2–14], хотя с точки зрения современ-
ных данных оно не является достаточно точным.
Причина использования в основном заключается
в его простоте, которая в ряде случаев превалирует
над другими свойствами. Это относится, например,
к использованию (1) в рамках модифицированного
уравнения Ван-дер-Ваальса для оценки целого ря-
да термодинамических параметров веществ, обла-
дающих сложной структурой [1, 4, 13, 14].

Гуггенгейм перешел от уравнения

z =
1

1− 4y
, (2)
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соответствующего приближению Ван-дер-Ваальса
для системы твердых сфер, к (1), так как к сере-
дине 60-х годов ХХ века появился целый ряд вы-
ражений для сжимаемости системы твердых сфер,
которые были значительно точнее (2), но уступали
ему по простоте. Эти выражения были получены на
основе самых разных подходов – непосредственно-
го использования метода Гиббса, метода функций
распределения, вириального разложения на основе
теоремы вириала и других [1, 15–18].

Здесь следует назвать уравнение

z =
1 + y + y2

(1− y)
3 , (3)

полученное методом масштабной частицы [15, 16]
(Гуггенгейм называет это уравнение уравнением
Фриша), а затем Тилем [17] и Вертхеймом [18]
на основе использования решения уравнения Пер-
куса–Йевика [5, 17, 18] и выражения для сжимае-
мости. Если использовать решение уравнения Пер-
куса–Йевика и выражение для давления, то полу-
чается уравнение [17]

z =
1 + 2y + 3y2

(1− y)2
, (4)

которое Гуггенгейм называет уравнением Тиля [1].
Уравнения (3) и (4) получаются на основе точ-

ного решения уравнения Перкуса–Йевика для си-
стемы твердых сфер. В общем случае они не сов-
падают, что говорит о термодинамической несогла-
сованности уравнения Перкуса–Йевика: известное
точное решение этого уравнения приводит к двум
различным выражениям для сжимаемости в зави-
симости от способа вычисления. В течение доста-
точно долгого времени термодинамическая несогла-
сованность считалась трудно устранимым недостат-
ком, но в дальнейшем эту проблему удалось решить
на основе введения мостовой функции [8].
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Запишем выражение для сжимаемости в виде ви-
риального разложения

z = 1 + b̄2y + b̄3y
2 + b̄4y3 + b̄5y

4 + . . . . (5)

В (5) b̄i = bi/vσ
i−1 , bi — вириальные коэффициен-

ты. В любом из приближений (1)–(4) безразмерные
вириальные коэффициенты определяются форму-
лами, зависящими от целых чисел. Этот факт и ис-
пользовали Карнахан и Старлинг [19], которые по
первым шести вириальным коэффициентам пред-
ложили удачную аппроксимацию для b̄i:

b̄i = i2 + i− 2. (6)

Предполагая, что (6) справедливо для произволь-
ного i ≥ 2 , они получили формулу

z =
1 + y + y2 − y3

(1− y)
3 , (7)

которую в дальнейшем стали называть формулой
Карнахана–Старлинга. На основе (7) они оцени-
ли величину седьмого вириального коэффициента,
и согласие оказалось хорошим [19].

После уточнения данных численного эксперимен-
та, а также расчета новых вириальных коэффици-
ентов было установлено, что выражение (7) явля-
ется наиболее эффективной аппроксимацией для
сжимаемости системы твердых сфер среди простых
формул [5, 20–33].

В настоящее время система твердых сфер исполь-
зуется в качестве базовой, то есть как основное при-
ближение, для решения самых разнообразных про-
блем. Для использования системы твердых сфер
в качестве базовой системы, наряду с выражением
для сжимаемости, необходимо знать и двухчастич-
ную функцию распределения [21].

Выражение для сжимаемости позволяет найти
контактное значение этой функции, то есть ее зна-
чение для расстояния, равное диаметру твердой
сферы. Это является важным вкладом в получение
данной функции, так как более сложно, чем вычис-
ление сжимаемости.

При этом выражения для термодинамических
функций базовой системы в зависимости от типа

задачи должны удовлетворять целому ряду требо-
ваний, которым трудно удовлетворить на основе од-
ной, пусть даже очень точной или удобной форму-
лы. Поэтому Гуггенгейм предлагал в зависимости
от задачи использовать наиболее подходящую фор-
мулу, ориентируясь, безусловно, на ее точность [1].

При увеличении информации о системе твердых
сфер формулы, используемые для сжимаемости,
модифицируются таким образом, чтобы они соот-
ветствовали известным вириальным коэффициен-
там, а также данным численного моделирования.

В работе [29] получено обобщенное уравнение
Карнахана–Старлинга для системы твердых сфер
на основе использования метода Эйлера ускоренной
сходимости рядов [34]. Для этого вириальный ряд
преобразован в новый ряд, коэффициенты которого
слабо отличаются друг от друга даже при рассмот-
рении двенадцати известных в настоящее время ви-
риальных коэффициентов. К данному ряду приме-
нен метод ускоренной сходимости Эйлера, который
в результате позволяет получить обобщенное урав-
нение Карнахана–Старлинга.

В настоящей работе используется этот метод,
а также двукратное применение преобразования
Эйлера для получения обобщенного уравнения Гуг-
генгейма. Полученное в результате уравнение при
учете числа вириальных коэффициентов, большего
четырех, по своей точности не уступает обобщенно-
му уравнению Капрнахана–Старлинга. Предлагае-
мый подход также допускает учет асимптотическо-
го поведения свободной энергии при больших плот-
ностях, что позволяет описать с высокой степенью
точности и метастабильную область.

1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ВИРИАЛЬНОГО
РАЗЛОЖЕНИЯ СИСТЕМЫ ТВЕРДЫХ

СФЕР ДЛЯ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ МЕТОДА
УСКОРЕННОЙ СХОДИМОСТИ ЭЙЛЕРА

Для системы с потенциалом взаимодействия
твердых сфер Φ(r) диаметром σ функция Майера
равна

f(r) = e−Φ(r)/kT − 1 =

{

0, r ≥ σ,
−1, r < σ,

(8)

и для такой системы точно вычисляются вто-
рой, третий и четвертый вириальные коэффициен-
ты [22]

b2 =
−1

2!

∫

f(| q1 − q2 |)dq2 =
2

3
πσ3, (9)

b3 =
−2

3!

∫

f(| q1 − q2 |)f(| q2 − q3 |)f(| q3 − q1 |)dq2dq3 =
5

18
π2σ6, (10)

b4 =
−3

8

∫

f(| q1 − q2 |)f(| q2 − q3 |)f(| q3 − q4 |)f(| q4 − q1 |)dq2dq3dq4−

−3

4

∫

f(| q1 − q2 |)f(| q2 − q3 |)f(| q3 − q4 |)f(| q4 − q1 |)f(| q2 − q4 |)dq2dq3dq4−

−1

8

∫

f(| q1 − q2 |)f(| q2 − q3 |)f(| q3 − q4 |)f(| q4 − q1 |)×f(| q1 − q3 |)f(| q2 − q4 |)dq2dq3dq4 =

=
π2
(

219
√
2− 712π + 413 arctg

√
2
)

7560
σ9.

(11)
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В (9)–(11) qi — вектор, определяющий положение
центра i-й твердой сферы. При этом результат для
четвертого вириального коэффициента (11) часто
представлен в различных эквивалентных аналити-
ческих формах [22, 32, 33]. В (11) приведено выра-
жение из [22].

Остальные вириальные коэффициенты bi, начи-
ная с пятого (i ≥ 5), вычисляются приближенно.
В настоящее время с хорошей степенью точности
известны вириальные коэффициенты до двенадца-
того включительно [20, 22, 29, 33].

При переходе к безразмерным вириальным коэф-
фициентам точные целочисленные значения полу-
чаем лишь для b̄2 = 4 и b̄3 = 10.

Рассмотрим теперь выражение для свободной
энергии системы твердых сфер, записав его в виде

F = F0 +NkTϕ. (12)

В (12) F0 — свободная энергия идеального газа, ϕ —
функция y : ϕ = ϕ(y) .

Функцию ϕ можно представить в виде ряда по
степеням плотности

ϕ = ϕ2y + ϕ3y
2 + ϕ4y

3 + ϕ5y
4 + . . . , (13)

где

ϕi =
b̄i
i− 1

. (14)

Для известных вириальных коэффициентов ϕi

в (14) хорошо аппроксимируются рядом целых чи-
сел, а в приближении Карнахана–Старлинга (6) —
это просто целые числа 2, 3, 4, 5, . . . . Соотношения
(12) и (13) полностью определяют свободную энер-
гию системы твердых сфер.

Следуя [29], вводим функцию

χ =

y
∫

0

ϕ(t)t2dt. (15)

Подставляя выражение (13) в (15), после интегри-
рования получаем

χ = y4χ̄ = y4
(

χ2 + χ3y + χ4y
2 + χ5y

3 + . . .
)

. (16)

В (16) коэффициенты χi определяются из выраже-
ний

χi =
b̄i

(i− 1)(i+ 2)
, i = 2, 3, 4, . . . . (17)

Для известных значений b̄i коэффициенты в (17)
будут близки к единице, а χ2 и χ3 точно равны еди-
нице. При этом имеет место слабое уменьшение ко-
эффициентов χi , начиная с номера i = 5 [29], а для
i > 5 все известные коэффициенты меньше едини-
цы. Следует отметить, что в приближении Карна-
хана–Старлинга все χi равны единице.

Так как коэффициенты ряда для функции χ
близки к единице, естественно применить к этому
ряду метод ускоренной сходимости Эйлера [29, 34].
Однократное преобразование Эйлера для ряда дает
следующий результат:

χ = y4
(

χ2

1− y
+

y

1− y
(∆χ2 + y∆χ3+

+y2∆χ4 + y3∆χ5 + . . .
))

. (18)

В (18)

∆χi = χi+1 − χi, i = 2, 3, 4, . . . . (19)

Использование соотношений (18) и (19) позволя-
ют получить уравнение Карнахана–Старлинга уже
при учете лишь второго вириального коэффициен-
та, а также его обобщение на случай использова-
ния точных вириальных коэффициентов более вы-
сокого порядка. Что касается приближения Кар-
нахана–Старлинга (6), то в этом случае ∆χi = 0,
i = 2, 3, 4, . . . , и мы получаем выражение для сжи-
маемости (7).

Совершим еще одно преобразование Эйлера ря-
да, стоящего в правой части (18). В результате име-
ем

χ = y4

(

χ2

1− y
+
y∆χ2

1− y
+

y2

(1− y)2
×

×
(

∆2χ2 + y∆2χ3 + y2∆2χ4 + y3∆2χ5 + . . .
)

)

.

(20)

В (20)

∆2χi = ∆χi+1 −∆χi, i = 2, 3, 4, . . . . (21)

Из (20) при учете (21) можно получить, как бу-
дет показано ниже, обобщенное уравнение Гугген-
гейма и определить границы применимости уравне-
ния (1).

2. ВЫРАЖЕНИЕ ДЛЯ СЖИМАЕМОСТИ

Вычислив согласно выражению (20) функцию χ и используя ее определение (15), найдем функцию ϕ.
В результате имеем

ϕ =
dχ(y)

dy

/

y2 =
4y − 3y2

(1 − y)2
χ2 +

5y2 − 4y3

(1− y)2
∆χ2+

+
1

(1− y)3
((

6y3 − 4y4
)

∆2χ2 +
(

7y4 − 5y5
)

∆2χ3 +
(

8y5 − 6y6
)

∆2χ4 + . . .
)

. (22)
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Подставляя (22) в (12), находим выражение для свободной энергии

F = F0 +NkT ×
(

4y − 3y2

(1− y)2
χ2 +

5y2 − 4y3

(1 − y)2
∆χ2+

+
1

(1− y)3
((

6y3 − 4y4
)

∆2χ2 +
(

7y4 − 5y5
)

∆2χ3 +
(

8y5 − 6y6
)

∆2χ4 + . . .
)

)

. (23)

Найдем теперь выражение для сжимаемости

z = − V

NkT

(

∂F

∂V

)

T

. (24)

С учетом (23) выражение (24) принимает вид

z = 1 +
4y − 2y2

(1− y)3
χ2 +

10y2 − 12y3 + 4y4

(1 − y)3
∆χ2+

+
1

(1− y)4
((

18y3 − 16y4 + 4y5
)

∆2χ2 +
(

28y4 − 32y5 + 10y6
)

∆2χ3+

+
(

40y5 − 52y6 + 18y7
)

∆2χ4 + . . .
)

. (25)

Преобразуем выражение (25), учитывая, что для трехмерной системы твердых сфер χ2 = 1, ∆χ2 = 0.
В результате имеем

z =
1

(1 − y)4
(

1− 2y3 + y4 +
(

18y3 − 16y4 + 4y5
)

∆2χ2 +
(

28y4 − 32y5 + 10y6
)

∆2χ3+

+
(

40y5 − 52y6 + 18y7
)

∆2χ4 + . . .
)

. (26)

Уравнение Гуггенгейма (1) получается из (26),
если в числителе мы пренебрегаем членами, содер-
жащими yi при i ≥ 3. Плотность, при которой на-
чинается фазовый переход из однородной в упоря-
доченную фазу в системе твердых сфер, примерно
равна y ≈ 0.5 [5, 20, 25]. Таким образом, для ка-
чественного описания однородной фазы уравнение
Гуггенгейма вполне применимо и существенно луч-
ше приближения Ван-дер-Ваальса (2).

На рисунке приведена зависимость сжимаемости
от безразмерной плотности. Сплошная линия — ре-
зультаты расчетов по формуле (26) при учете две-
надцати вириальных коэффициентов, штрихпунк-
тирная линия — результаты расчетов в вириаль-
ном приближении (5) при учете двенадцати вири-
альных коэффициентов. Пунктирная линия — ре-
зультаты расчетов по формуле (26) при учете пяти
вириальных коэффициентов, линия из точек — ре-
зультаты расчетов по обобщенному приближению
Карнахана–Старлинга при учете пяти вириальных
коэффициентов [29].

Непосредственно видно, что при учете уже пя-
ти вириальных коэффициентов результаты расче-
тов по формуле (26) существенно лучше резуль-
татов при учете пяти вириальных коэффициентов
в вириальном разложении (5) (кривая не изображе-
на на рисунке, так как приближение является гру-
бым), а также лучше и при учете двенадцати вири-
альных коэффициентов в вириальном разложении.
Они также сопоставимы по точности с обобщенным
приближением Карнахана–Старлинга при учете пя-
ти вириальных коэффициентов.

0.915 0.920 0.925 0.930 0.935 0.940
ΡΣ

3

11.2

11.4

11.6

11.8

12.0

12.2

12.4

z

Рисунок. Зависимость сжимаемости z от безразмерной
плотности ρσ

3. Сплошная линия — результаты расчетов
по формуле (26) при учете двенадцати вириальных ко-
эффициентов, штрихпунктирная линия — результаты
расчетов в вириальном приближении (5) при учете две-
надцати вириальных коэффициентов. Пунктирная ли-
ния — результаты расчетов по формуле (26) при учете
пяти вириальных коэффициентов, линия из точек — ре-
зультаты расчетов по обобщенному приближению Кар-
нахана–Старлинга при учете пяти вириальных коэффи-
циентов [29]

При учете двенадцати вириальных коэффициен-
тов расчеты по формуле (26) для однородной ста-
бильной фазы совпадают с расчетами по обобщен-
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ному приближению Карнахана–Старлинга при уче-
те аналогичного числа вириальных коэффициен-
тов [29], а также с данными численного экспери-
мента в пределах точности последних [20, 25] .

Соотношение (26), основанное на результатах ви-
риального разложения и методе ускоренной сходи-
мости, в метастабильной области, как показывают
вычисления, дает хорошее приближение, но оно по
точности не соответствует современным результа-
там численного эксперимента.

Проблема состоит в том, что соотношение (26),
как и любые другие соотношения данного типа
(1)–(5), (7), не учитывает особенность в поведе-
нии свободной энергии для системы твердых сфер
при больших плотностях — она имеет логарифми-
ческую асимптотику при y →

√
2π
/

6, то есть при
стремлении плотности к плотности при плотной
упаковке [35].

Для решения данной проблемы, следуя [29], пред-
ставим в выражении для свободной энергии (12)
функцию ϕ в виде

ϕ = −m(y) ln(1− ay), (27)

где a = 6/
√
2π , а m(y) — новая функция, имею-

щая смысл половины эффективного числа ближай-
ших соседей [29]. В нашем случае для определения

вида функции m(y) учтем, что в области стабиль-
ной фазы функцию ϕ можно определять в рамках
обобщенного приближения Гуггенгейма, то есть со-
гласно соотношению (22). Поэтому выбираем m(y)
в виде

m(y) =
ψ

(1− y)3
, (28)

а функцию ψ(y) ищем в виде ряда

ψ(y) = p0 + p1y + p2y
2 + p3y

3 + . . . . (29)

Коэффициенты pi в (29) находятся из условия
асимптотического совпадения при малых плотно-
стях ряда для функции ϕ, найденной из (27) при
учете (28) и (29), и функции, найденной из выра-
жения (22).

Так как при увеличении плотности увеличивает-
ся и эффективное число ближайших соседей, то для
реализации этого условия, то есть обеспечения мо-
нотонности возрастания функции m(y), ограничи-
ваем число членов ряда в (29). Если же брать бес-
конечное число членов ряда, то результат для (27)
совпадет со случаем (22).

Из соотношений (12), (27), (28) и (29) находим
свободную энергию, а затем из (12) и (24) находим
выражение для сжимаемости

z = 1 +
am(y)y

(1− y)
− y

dm(y)

dy
ln(1− ay) = 1 +

aψ(y)y

(1− ay)(1− y)3
−

− (3p0 + p1)y + 2(p1 + p2)y
2 + (p2 + 3p3)y

3 + 4p4y
4 + . . .

(1− y)4
ln(1− ay).

(30)

Проведенные вычисления по формуле (30) по-
казали хорошее совпадение теоретических данных
с данными численного моделирования.

Для стабильной однородной фазы уравнения (26)
и 30) дают результаты, отличающиеся в пределах
точности численного моделировония. Поэтому для
стабильной фазы можно ограничиться более про-
стым выражением (26). Если следовать рекоменда-
циям, которые давал Гуггенгейм [1], то уравнений
состояния для системы твердых сфер, обладающих
примерно одной и той же степенью точностью для
определенной области фазовой диаграммы, может
быть несколько, а задача состоит в использовании
наиболее простого и эффективного соотношения.

Справедливость этих слов подтверждается тем
фактом, что задача состоит не только в описании
конкретной системы твердых сфер, но и в возмож-
ности применения результатов при использовании
данной системы в качестве базовой, а также в слу-
чае неравновесных процессов для вычисления ко-
эффициентов переноса для плотных газов в рамках
теории Больцмана–Энскога [36–39].

Таким образом, проведенные в работе расче-
ты показали, что обобщенное приближение Гугген-
гейма и рассмотренное в работе [29] обобщенное

приближение Карнахана–Старлинга при учете две-
надцати вириальных коэффициентов отличаются
незначительно и позволяют описать данные числен-
ного эксперимента в пределах его точности.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе впервые получено обобщен-
ное уравнение Гуггенгейма для уравнения состоя-
ния системы твердых сфер на основе использова-
ния метода Эйлера ускоренной сходимости рядов.
Предлагаемый подход допускает обобщение на слу-
чай учета произвольного числа точно известных ви-
риальных коэффициентов. В частном случае для
однородной фазы найдено уравнение Гуггенгейма
(1). Это уравнение автор нашел на эмпирической
основе [1] как альтернативу менее точному прибли-
жению Ван-дер-Ваальса (2). Оно также воспроизво-
дит точно первые два вириальных коэффициента,
что стало, по существу, обязательным после полу-
чения точного решения уравнения Перкуса–Йевика
для системы твердых сфер, а на его основе — двух
уравнений состояния (3) и (4) [17].

2360101–5



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Полученное уравнение для сжимаемости (26) при
учете двенадцати вириальных коэффициентов сов-
падают с расчетами по обобщенному приближению
Карнахана–Старлинга при учете аналогичного чис-
ла вириальных коэффициентов [29], а также с дан-
ными численного эксперимента в пределах точно-
сти последних [20, 25] .

Для метастабильной области с ростом плотности
расхождение теоретических и экспериментальных
данных увеличивается и выходит за пределы точно-
сти численного эксперимента. Это обусловлено тем,
что, как правило, уравнения, являющиеся моди-
фикацией вириального разложения, не отражают
асимптотического поведения статистического инте-
грала при больших плотностях. Для решения дан-
ной проблемы стоится новое выражение для свобод-
ной энергии, в котором функция ϕ берется в фор-
ме (27), содержащей новую функцию — половину
эффективного числа ближайших соседей m(y), ко-

торую в свою очередь выбираем в форме (28), со-
держащей новый ряд ψ(y) (29).

Число членов ряда в (29) ограничиваем для по-
лучения монотонно возрастающей функции m(y),
что соответствует физическому смыслу данной ве-
личины. Если же брать бесконечный ряд ψ(y), то
это приведет к прежнему результату для функции
ϕ(y), определяемого выражением (22).

В итоге получаем выражение для сжимаемости
(30), которое хорошо описывает как стабильную,
так и метастабильную области фазовой диаграм-
мы. Это уравнение точно воспроизводит все извест-
ные вириальные коэффициенты, а также описыва-
ет фазовую диаграмму однородной системы твер-
дых сфер со степенью точности, соответствующей
данным численного эксперимента.

Используемый в работе подход применим для си-
стем с более сложными потенциалами, а также при
учете квантовых эффектов для систем, находящих-
ся во внешних полях, и многокомпонентных систем.
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Guggenheim equation for a system of hard spheres and its generalization
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In the present work, for the first time, the generalized Guggenheim equation for a system of hard spheres
is obtained based on the use of the Euler accelerated convergence method. This equation allows taking into
account an arbitrary number of known virial coefficients. For a metastable region, this equation is generalized
to the case of taking into account the asymptotic behavior of the free energy at high densities. The resulting
expression for the compressibility of the homogeneous phase of a system of hard spheres describes the data
of a numerical experiment within their accuracy.
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