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Кратко приводятся результаты исследования задачи Коши для одного нелинейного уравне-
ния псевдопараболического типа, являющегося математическим обобщением одной модели из
теории полупроводников. В статье разработана теория потенциала для линейной части уравне-
ния, что потребовало развития довольно кропотливой техники, которая может быть применена
и при исследовании других уравнений. Интерес представляют и свойства фундаментального
решения этой линейной части, поскольку уже первая его производная по времени имеет осо-
бенность. Это нехарактерно для уравнений рассматриваемого типа. Также в работе получены
достаточные условия глобальной по времени разрешимости уравнения и разрушения его реше-
ния за конечное время.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе кратко приводятся резуль-
таты исследования локальной разрешимости, гло-
бальной разрешимости и разрушения за конечное
время следующей задачи Коши для уравнения,
обобщающего одну модель из теории полупровод-
ников:

∂

∂t
∆xu(x, t)−u(x, t) = |u(x, t)|q, (x, t) ∈ R

3×(0, T ],

(1)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
3. (2)

Уравнение (1) является нелинейным уравнени-
ем соболевского типа. Исследованию линейных
и нелинейных уравнений этого типа посвящено
много работ. В частности, в работах Г. А. Свири-
дюка, С. А. Загребиной, А. А. Замышляевой [1–3]
были рассмотрены в общем виде и в виде при-
меров начально-краевые задачи для разнообраз-
ных классов линейных и нелинейных уравнений
соболевского типа.

У фундаментального решения E (x, t) линейной
части уравнения (1) при дифференцировании по
времени t появляются особенности, в том числе
и неинтегрируемые, что является нетипичным слу-
чаем в теории соболевских уравнений, к которым
принадлежит и уравнение (1). Этим фактом моти-
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вируется построение теории потенциала для линей-
ной части нелинейного уравнения (1) с последую-
щим исследованием задачи Коши для этого нели-
нейного уравнения.

Насколько нам известно, впервые теория потен-
циала для неклассических уравнений соболевского
типа была рассмотрена в работе Б. В. Капитоно-
ва [4]. В дальнейшем теория потенциала изучалась
в работах С. А. Габова и А. Г. Свешникова [5, 6],
а также в работах их учеников (см., например, ра-
боту Ю. Д. Плетнера [7]).

В работе [8] С. И. Похожаева и Э. Митидиери
достаточно простым методом нелинейной емкости
были получены глубокие результаты о роли так
называемых критических показателей. (См. так-
же другие работы С. И. Похожаева, посвящённые
применению метода нелинейной ёмкости, напри-
мер [9].) Отметим, кроме того, работы Е. И. Гала-
хова и О. А. Салиевой [10, 11], работы Е. В. Юш-
кова ([12, 13] и другие). Интересно отметить также
работы А. И. Аристова (см., напр., [14]), где получе-
ны точные решения нелинейных соболевских урав-
нений — в частности решения, разрушающиеся за
конечное время.

Настоящая работа продолжает исследования, на-
чатые нами в работах [15–17].

1. ВЫВОД УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим электрическую часть системы урав-
нений Максвелла в квазистационарном приближе-
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нии:

divD = 4πen, D = εE, rotE = 0, (3)

где n — концентрация носителей заряда (электро-
нов), e — их заряд, D — вектор индукции элек-
трического поля, а E — это вектор напряжённости
электрического поля. В случае поверхностно одно-
связной области Ω ⊂ R3 существует потенциал φ
электрического поля:

E = −∇φ, ∆φ = −4πe

ε
n. (4)

Из второго уравнения (4) получаем:

n = − ε

4πe
∆φ. (5)

При этом для изменения концентрации n носителей
заряда верно соотношение [18]

∂n

∂t
=

n0 exp(φ)− n0

τ
, (6)

где τ — максвелловское время релаксации.Тогда
из (5), (6) получаем

A
∂

∂t
∆φ =

n0

τ
(exp(φ)− 1) (7)

с A = − ε
4πe > 0. Раскладывая теперь экспоненту по

Тейлору, при малых φ приближённо получаем:

A
∂

∂t
∆φ =

n0

τ
(φ+

φ2

2
). (8)

Полагая единицей не существенные для качествен-
ного поведения решения константы, получаем урав-
нение

∂

∂t
∆φ− φ = φ2. (9)

С точки зрения теории нелинейных дифференци-
альных уравнений интересно рассмотреть обобще-
ние этого уравнения:

∂

∂t
∆φ − φ = |φ|q, q > 1, (10)

чем мы и занимаемся в данной работе.

2. ОБОЗНАЧЕНИЯ

Перечислим основные обозначения, используе-
мые в работе.

[x, y] = {z ∈ R
3 : z = (1− s)x+ sy, s ∈ [0, 1]}.

|a, b| =
{
[a, b], если a 6 b;

[b, a], если b 6 a.

Символом Cb(R
3) мы обозначаем банахово про-

странство ограниченных непрерывных функций f
на R3 с нормой

‖f‖0 = sup
x∈R3

|f(x)|. (11)

Под C
(1)
b (R3) мы понимаем банахово простран-

ство ограниченных непрерывно дифференцируе-
мых функций f на R

3 с нормой

‖f‖1 = sup
x∈R3


|f(x)| +

3∑

j=1

∣∣∣∣
∂f(x)

∂xj

∣∣∣∣


 . (12)

Рассмотрим подмножество функций

f(x)∈C
(1)
b (R3), для которых конечна норма

‖f‖1,w = sup
x∈R3

(1 + |x|2)3/8

|f(x)|+

3∑

j=1

∣∣∣∣
∂f(x)

∂xj

∣∣∣∣


 .

(13)
Можно доказать, что это множество являет-
ся банаховым пространством. Обозначим его

C
(1)
b ((1 + |x|2)3/8;R3). Кроме того, мы будем ис-

пользовать пространства абстрактных функций
C([0, T ];B),C(1)([0, T ];B), где B — банахово про-
странство. Пространство C([0, T ];B) тоже банахово
и определяется следующими условиями:

f(t) ∈ B для всех t ∈ [0, T ],

‖f(t)− f(t0)‖B → +0 при t → t0, t, t0 ∈ [0, T ].

Далее, будем говорить, что f ∈ C(1)([0, T ];B),
если f ∈ C([0, T ];B) и существует сильная

производная
df

dt
∈ C([0, T ];B), где сильная

производная понимается в следующем смысле:∥∥∥∥
f(t+∆t)− f(t)

∆t
− df

dt
(t)

∥∥∥∥
B

→ +0 при ∆t → 0.

В частности, мы будем использовать пространства

C([0, T ];Cb(R
3)) и C([0, T ];C

(1)
b ((1+|x|2)3/8;R3)).

Кроме того, будем использовать обозначение

C
(2)
b ((1 + |x|2)β/2;R3) при β > 0 для подпростран-

ства банахова пространства C
(2)
b (R3), образованно-

го функциями f с

‖f‖2,β = sup
x∈R3

(1 + |x|2)β/2
[
|f(x)|+

3∑

k=1

∣∣∣∣
∂f(x)

∂xk

∣∣∣∣+

+

3,3∑

i,j=1,1

∣∣∣∣
∂2f(x)

∂xi∂xj

∣∣∣∣


 < +∞.

Это подпространство является банаховым про-
странством относительно нормы ‖f‖2,β. Симво-
лами Lq

loc(R
3), Lq

loc(R
3 × [0, T ]) мы обозначаем

пространства измеримых и локально интегри-
руемых по Лебегу функций. Символами D(R3),
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D(R3 × (−∞, T )) и D(R3×(−∞,+∞)) мы обознача-
ем пространства основных функций, а символами
D ′(R3), D ′(R3 × (−∞, T )) и D ′(R3 × (−∞,+∞)) —
соответствующие пространства обобщенных
функций. Символом C2+1(D), где D = Ω × (0, T ),
Ω ⊂ R3 — ограниченная область, мы обозначаем
линейное пространство таких функций f(x, t), что

Dα
xD

β
t f(x, t) ∈ C(D), α = (α1, α2, α3) ∈ Z

3
+,

β ∈ Z+, |α| = α1 + α2 + α3,

причем |α| ∈ {0, 1, 2} и β ∈ {0, 1} и соответствую-
щие смешанные производные коммутируют.

3. ФУНДАМЕНТАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ

Получим фундаментальное решение E линейной
части оператора уравнения (1). Для этого рассмот-
рим следующее уравнение в смысле D ′(R4) :

Mx,t[E ](x, t) = δ(x)δ(t),

Mx,t[E ](x, t) =
∂

∂t
∆xE (x, t)− E (x, t).

(14)

Применим к обеим частям уравнения (14) преоб-
разование Лапласа в смысле пространства D ′

+(R
1)

(см. [19]) и после элементарных преобразований по-
лучим следующее уравнение в смысле D ′(R3) :

∆xE (x, p)− 1

p
E (x, p) =

1

p
δ(x). (15)

Одним из решений этого уравнения является сле-
дующая функция:

E (x, p) = − 1

4π|x|
1

p
exp

(
− |x|√

p

)
, (16)

где под
√
z понимается главная ветвь соответству-

ющей двузначной функции. (Нетрудно проверить,
что это действительно решение уравнения (15),
пользуясь формулой Грина по области с вырезан-
ной особенностью и устремляя радиус вырезанного
шара к нулю.)

Воспользуемся формулой 23.150 таблиц [20] и по-
лучим следующее выражение для фундаментально-
го решения уравнения (14):

E (x, t) = − θ(t)

4π3/2

1

|x|2
√
t

+∞∫

0

exp

(
− λ2

4|x|2t

)
J0(2

√
λ) dλ.

(17)
Переходя к новой переменной интегрирования

µ =
λ

2|x|
√
t
, получим выражение

E (x, t) = − θ(t)

2π3/2

1

|x|×

×
+∞∫

0

exp
(
µ2

)
J0

(
23/2|x|1/2t1/4√µ

)
dµ. (18)

Отметим (см. формулу 3.321-3 таблиц Градштейна
и Рыжика [21]), что

+∞∫

0

e−µ2

dµ =

√
π

2
. (19)

Из явного вида функции (18) следует ее бесконеч-
ная дифференцируемость:

E (x, t) ∈ C
∞(R3\{0} × (0,+∞)). (20)

Пользуясь дифференцированием под знаком
интеграла, оценками функций Бесселя, равен-
ством (19) и соотношениями типа

d

dz

(
Jn(z)

zn

)
= −Jn+1(z)

zn
, z 6= 0, n = 0∪N, (21)

можно получить выражения для производных фун-
даментального решения и следующие утвержде-
ния.

Лемма 1 Для всех (x, t) 6= (0, 0, 0, 0) справедливы
коммутационные соотношения

∂2E (x, t)

∂t∂xj
=

∂2E (x, t)

∂xj∂t
,

∂2E (x, t)

∂xj∂xi
=

∂2E (x, t)

∂xi∂xj
,

(22)

∂3E (x, t)

∂xj∂xi∂t
=

∂3E (x, t)

∂xi∂t∂xj
=

∂3E (x, t)

∂t∂xi∂xj
, i, j = 1, 3.

(23)

Лемма 2 При x 6= (0, 0, 0) справедливы следующие
оценки:

|E (x, t)| 6 c0

{
|x|−1, если t ∈ [0, δ];

|x|−5/4t−1/8, если t > δ, δ > 0,

(24)

|E (x, t)| 6 c0|x|−1, t > 0, (25)

|E (x, t)| 6 c0|x|−5/4t−1/8 при 6= (0, 0, 0), t > 0,
(26)

E (x, 0) = − 1

4π|x| . (27)

Лемма 3 При x 6= (0, 0, 0) имеют место следую-
щие оценки:

∣∣∣∣
∂E (x, t)

∂t

∣∣∣∣ 6 c0

{
t−1/2, если t ∈ (0, δ];

|x|−3/4t−7/8, если t > δ, δ > 0,

(28)

∣∣∣∣
∂E (x, t)

∂t

∣∣∣∣ 6 c0|x|−3/4t−7/8 при t > 0. (29)

Лемма 4 Справедливы следующие равенство
и неравенства при x 6= (0, 0, 0) и j = 1, 2, 3:

∂E

∂xj
(x, 0) =

1

4π

xj

|x|3 , (30)
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∣∣∣∣
∂E

∂xj
(x, t)

∣∣∣∣ 6 c0





|x|−2 + t1/2|x|−1, если t ∈ [0, δ];

|x|−9/4t−1/8 + |x|−7/4t1/8,

если t > δ, δ > 0,

(31)

∣∣∣∣
∂E

∂xj
(x, t)

∣∣∣∣ 6 c0

(
|x|−9/4t−1/8 + |x|−7/4t1/8

)
, t > 0,

(32)

∣∣∣∣
∂E

∂xj
(x, t)

∣∣∣∣ 6 c0

[
|x|−2 + t1/2|x|−1

]
, t > 0. (33)

Лемма 5 Имеют место оценки при x 6= (0, 0, 0):

∣∣∣∣
∂2E (x, t)

∂xj∂t

∣∣∣∣ 6 c0

{
1, если t ∈ [0, δ];

t−5/8|x|−5/4, если t > δ, δ > 0,

(34)

∣∣∣∣
∂2

E (x, t)

∂xj∂t

∣∣∣∣ 6 c0t
−5/8|x|−5/4, t > 0. (35)

Лемма 6 Справедливы следующие оценки при
x 6= (0, 0, 0):

∣∣∣∣
∂2E (x, t)

∂xi∂xj

∣∣∣∣ 6 c0

[
|x|−3 + t1/8|x|−11/4 + t3/8|x|−9/4

]

при t > 0, (36)

∣∣∣∣
∂2E (x, t)

∂xi∂xj

∣∣∣∣ 6 c0

[
|x|−3 + t1/2|x|−2 + t|x|−1

]

при t > 0, (37)

∣∣∣∣
∂3E (x, t)

∂xi∂xj∂t

∣∣∣∣ 6 c0

[
t−5/8|x|−9/4 + t−3/8|x|−7/4

]

при t > 0, (38)

∣∣∣∣
∂3E (x, t)

∂xi∂xj∂t

∣∣∣∣ 6 c0

[
|x|−1 + t1/2

]
при t > 0. (39)

4. ФОРМУЛЫ ГРИНА

Введем следующие обозначения:

My,τ [u](y, τ) :=
∂

∂τ
∆yu(y, τ)− u(y, τ),

M
T
y,τ [v](y, τ) := − ∂

∂τ
∆yv(y, τ) − v(y, τ),

(40)

Ny,τ [u](y, τ) :=
∂

∂τ

∂u(y, τ)

∂ny
,

N
T
y,τ [v](y, τ) := − ∂

∂τ

∂v(y, τ)

∂ny
.

(41)

Справедлива следующая цепочка равенств:

v(y, τ)

[
∂

∂τ
∆yu(y, τ)− u(y, τ)

]
=

=
∂

∂τ
(v(y, τ)∆yu(y, τ))−

∂

∂τ
div(v(y, τ)∇u(y, τ))+

+div

(
v(y, τ)

∂

∂τ
∇u(y, τ)

)
+div

(
u(y, τ)

∂

∂τ
∇v(y, τ)

)
−

− u(y, τ)
∂

∂τ
∆yv(y, τ) − v(y, τ)u(y, τ). (42)

С учетом обозначений (40) и (41) для функций u(y, τ), v(y, τ) ∈ C2+1(Dt), где Dt = Ω× (0, t), а Ω ⊂ R3 —
ограниченная область с достаточно гладкой границей ∂Ω, интегрированием по частям равенства (42) по
цилиндру Dt мы получим следующее равенство:

t∫

0

∫

Ω

[
v(y, τ)My,τ [u](y, τ)− u(y, τ)MT

y,τ [v](y, τ)
]
dy dτ =

=

∫

Ω

v(y, τ)∆yu(y, τ)

∣∣∣∣
τ=t

τ=0

dy −
∫

∂Ω

v(y, τ)
∂u(y, τ)

∂ny

∣∣∣∣
τ=t

τ=0

dSy +

t∫

0

∫

∂Ω

[
v(y, τ)Ny,τ [u](y, τ)− u(y, τ)NT

y,τ [v](y, τ)
]
dSy dτ.

(43)
Таким образом, доказана следующая теорема (о второй формуле Грина):

Теорема 1 Для любых функций u(y, τ), v(y, τ) ∈ C2+1(Ω× [0, T ]) справедливо равенство (43).

Из (43) стандартным способом получаем третью формулу Грина:

Теорема 2 Для любой функции u(x, t) ∈ C
2+1(Ω×[0, T ]), где Ω ⊂ R

3 — ограниченная область, справедливо
равенство

u(x, t) =

t∫

0

∫

Ω

E (x− y, t− τ)My,τ [u](y, τ) dy dτ +

∫

Ω

E (x− y, t)∆yu0(y) dy −
∫

∂Ω

u(y, t)
∂

∂ny

1

4π|x− y| dSy−

−
∫

∂Ω

E (x− y, t)
∂u0(y)

∂ny
dSy +

t∫

0

∫

∂Ω

[
u(y, τ)NT

y,τ [E (x− y, t− τ)] − E (x− y, t− τ)Ny,τ [u](y, τ)
]
dSy dτ.

(44)
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5. ОЦЕНКИ ИНТЕГРАЛОВ

Наша техника использует следующие утвержде-
ния.

Лемма 7 При β > 3 и γ ∈ (0, 3) справедлива следу-
ющая оценка:

I(x) :=

∫

R3

1

|x− y|γ
1

(1 + |y|2)β/2 dy 6
M1

(1 + |x|2)γ/2 .

(45)

Лемма 8 При условиях, что α1 > 1 и γ1 ∈ [0, 1),
верно неравенство

t∫

0

1

(1 + τ)α1

1

(t− τ)γ1
dτ 6

M2

(1 + t)γ1
при t > 0.

(46)

6. ТРЕТЬЯ ФОРМУЛА ГРИНА ВО ВСЕМ
ПРОСТРАНСТВЕ

Вывод третьей формулы Грина во всем простран-
стве R3 более или менее стандартный, но тем не
менее имеются определенные особенности. Прежде
всего дадим определения двух классов функций, ре-
гулярных в окрестности бесконечно удаленной точ-
ки в R3.

Определение 1 Будем говорить, что функция
u(x, t) принадлежит классу H∞

1 , если

Mx,t[u](x, t) ∈ Cb(R
3 × [0, T ]) (47)

и выполнены соотношения

|Mx,t[u](x, t)| 6
D01

(1 + t)α1(1 + |x|2)β1/2
(48)

при

α1 > 0, β1 >
4− γ1

2
, γ1 ∈ [0, 1/2] (49)

для всех x ∈ R3 и t ∈ [0, T ].

Определение 2 Будем говорить, что функция
u(x, t) принадлежит классу H∞

2 , если

Mx,t[u](x, t) ∈ Cb(R
3 × (0, T ]) (50)

и выполнена оценка

|Mx,t[u](x, t)| 6
D02

tα2(1 + |x|2)β2/2
(51)

при условиях

α2 ∈
[
0, 1− γ1

4

)
, β2 >

4− γ1
2

, γ1 ∈ [0, 1/2]

(52)
для всех x ∈ R3 и t ∈ (0, T ].

Определение 3 Будем говорить, что функ-
ция u0(x) принадлежит классу IN∞

1 , если
∆xu0(x) ∈ Cb(R

3) и выполнены соотношения

|∆xu0(x)| 6
D03

(1 + |x|2)β3/2

при β3 >
4− γ1

2
, γ1 ∈ [0, 1/2]

(53)

для всех x ∈ R3.

Определение 4 Будем говорить, что функция

u0(x) ∈ C
(1)
b (R3) принадлежит классу IN∞

2 , если
найдется такая постоянная D04 > 0, что справед-
ливо неравенство

∣∣∣∣
∂u0(x)

∂xj

∣∣∣∣ 6
D04

(1 + |x|2)β4/2

при β4 > 1− γ1
2
, γ1 ∈ [0, 1/2], j = 1, 2, 3

(54)
для всех x ∈ R3.

Определение 5 Будем говорить, что функция
u(x, t) ∈ Cb(R

3 × [0, T ]) принадлежит классу P∞
1 ,

если найдется такая постоянная D05 > 0, что
справедливо неравенство

|u(x, t)| 6 1

(1 + t)α3

D05

(1 + |x|2)β5/2
,

β5 > 1− χ1

2
, α3 > 0, χ1 ∈ [−2, 1/2]

(55)

для всех x ∈ R
3 и t ∈ [0, T ].

Определение 6 Будем говорить, что функция
u(x, t) ∈ Cb(R

3 × (0, T ]) принадлежит классу P∞
2 ,

если найдется такая постоянная D06 > 0, что
справедливо неравенство

|u(x, t)| 6 1

tα4

D06

(1 + |x|2)β6/2
,

β6 > 1− χ1

2
, 0 6 α4 <

1

2
− χ1

4
, χ1 ∈ [−2, 1/2]

(56)
для всех x ∈ R3 и t ∈ (0, T ].

Определение 7 Будем говорить, что функция

u(x, t) принадлежит классу N∞
1 , если

∂2u(x, t)

∂t∂xj
∈

Cb(R
3 × [0, T ]) (j = 1, 2, 3) и найдется такая по-

стоянная D07 > 0, что справедливо неравенство

∣∣∣∣
∂2u(x, t)

∂t∂xj

∣∣∣∣ 6
D07

(1 + |x|2)β7/2(1 + t)α5
, j = 1, 2, 3

(57)
для всех (x, t) ∈ R3 × [0, T ] при условиях

α5 > 0, β7 > 1− γ1
2
, γ1 ∈ [0, 1/2]. (58)

Определение 8 Будем говорить, что функ-
ция u(x, t) принадлежит классу N∞

2 , если
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∂2u(x, t)

∂t∂xj
∈ Cb(R

3 × (0, T ]) (j = 1, 2, 3) и найдется

такая постоянная D08 > 0, что справедливо
неравенство

∣∣∣∣
∂2u(x, t)

∂t∂xj

∣∣∣∣ 6
D08

(1 + |x|2)β8/2tα6
, j = 1, 2, 3 (59)

для всех (x, t) ∈ R
3 × (0, T ] при условиях

0 6 α6 < 1− γ1
4
, β8 > 1− γ1

2
, γ1 ∈ [0, 1/2]. (60)

Можно установить справедливость следующих
теорем.

Теорема 3 Пусть функция u(x, t) ∈ C
2+1
b (R3 ×

[0, T ]) принадлежит классам H∞
1 , P∞

1 и N∞
1 а на-

чальная функция u0(x) ∈ Cb(R
3) принадлежит

классам IN∞
1 и IN∞

2 . Тогда для такой функции
справедливо равенство

u(x, t) =

t∫

0

∫

R3

E (x − y, t− τ)My,τ [u](y, τ) dy dτ+

+

∫

R3

E (x− y, t)∆yu0(y) dy (61)

для каждого (x, t) ∈ R3 × [0, T ].

Теорема 4 Пусть функция u(x, t) ∈ C
2+1(R3 ×

(0, T ]) принадлежит классам H∞
2 , P∞

2 и N∞
2 , а

начальная функция u0(x) ∈ Cb(R
3) принадлежит

классам IN∞
1 и IN∞

2 . Тогда для такой функции
справедливо равенство

u(x, t) =

t∫

0

∫

R3

E (x − y, t− τ)My,τ [u](y, τ) dy dτ+

+

∫

R3

E (x− y, t)∆yu0(y) dy (62)

для каждого (x, t) ∈ R3 × (0, T ].

Теорема 5 Пусть u(x, t) ∈ C
2+1
b (R3 × [0, T ]),

u0(x) ∈ C
(2)
b (R3), χ(t) ∈ C(1)[0, T ], χ(0) = 1 и

функция u(x, t) − u0(x)χ(t) принадлежат классам
H∞

1 , P∞
1 , N∞

1 . Тогда справедливо равенство:

u(x, t) = χ(t)u0(x)+

+

t∫

0

∫

R3

E (x− y, t− τ) [My,τ [u](y, τ)−

−χ′(τ)∆yu0(y) + χ(τ)u0(y)] dy dτ (63)

для каждого (x, t) ∈ R3 × [0, T ].

7. ОБЪЕМНЫЙ И ПОВЕРХНОСТНЫЙ
ПОТЕНЦИАЛЫ

Рассмотрим следующие потенциалы с весами:

U(x, t) = U [ρ](x, t) =

t∫

0

∫

R3

Gβ(x, y, t−τ)ρ(y, τ) dy dτ,

(64)

V (x, t) = V [µ](x, t) =

∫

R3

Gβ(x, y, t)µ(y) dy, (65)

Gβ(x, y, t) =
(1 + |x|2)3/8
(1 + |y|2)β/2E (x − y, t). (66)

Справедлива следующая

Теорема 6 Для любой плотности ρ(x, t) ∈
C([0, T ];Cb(R

3)) объемный потенциал U(x, t) ∈
C(1)([0, T ];C

(1)
b (R3)) при β > 3.

Теперь мы рассмотрим следующий объемный по-
тенциал:

Ũ(x, t) = Ũ [ρ](x, t) =

t∫

0

∫

R3

Γβ,α(x, y, t, τ)ρ(y, τ) dy dτ,

(67)

Γβ,α(x, y, t, τ) =
(1 + |x|2)3/8(1 + t)1/8

(1 + |y|2)β/2(1 + τ)α
E (x−y, t− τ).

(68)
Справедливо следующее утверждение.

Теорема 7 Для любой плотности ρ(x, t) ∈
C([0, T ];Cb(R

3)) объемный потенциал Ũ(x, t) ∈
C(1)([0, T ];C

(1)
b (R3)) при β > 3 и α > 0.

Доказательство Утверждение вытекает из
теоремы 6, поскольку переход от потенциала U

к потенциалу Ũ эквивалентен домножению плот-
ности ρ на 1

(1+τ)α и всего потенцала на (1 + t)1/8,

что не влияет на свойства гладкости потенциа-
ла.

Теперь рассмотрим поверхностный потенциал
с весом:

V (x, t) =

∫

R3

Gβ(x, y, t)µ(y) dy, (69)

Gβ(x, y, t) =
(1 + |x|2)3/8
(1 + |y|2)β/2E (x − y, t). (70)

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 8 Для любой плотности µ(x) ∈ Cb(R
3)

имеем
V (x, t) ∈ C([0, T ];C

(1)
b (R3)) ∩C(1)([δ, T ];C

(1)
b (R3))

при β > 3, t > δ > 0.
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Рассмотрим следующий потенциал:

Ṽ (x, t) = (1 + t)1/8V (x, t). (71)

Справедлива следующая

Теорема 9 Для любой плотности µ(x) ∈ Cb(R
3)

имеем
Ṽ (x, t) ∈ C([0, T ];C

(1)
b (R3)) ∩ C(1)([δ, T ];C

(1)
b (R3)),

t > δ > 0.

Доказательство Утверждение вытекает из тео-
ремы 8, поскольку множитель (1 + t)1/8 не влияет
на свойства гладкости.

Введем теперь следующие потенциалы:

U0(x, t) = U0[ρ0](x, t) =

=

t∫

0

∫

R3

E (x− y, t− τ)ρ0(y, τ) dy dτ, (72)

V0(x, t) = V0[µ0](x, t) =

∫

R3

E (x− y, t)µ0(y) dy. (73)

Справедлива следующая

Теорема 10 Для любых

ρ0(x, t) ∈ C([0, T ];Cb((1 + |x|2)β/2;R3))

и

µ0(x) ∈ Cb((1 + |x|2)β/2;R3)

при β > 3 имеем

U0(x, t) ∈ C
(1)([0, T ];C

(1)
b ((1 + |x|2)3/8;R3)), (74)

V0(x, t) ∈ C([0, T ];C
(1)
b ((1 + |x|2)3/8;R3))∩

∩C
(1)([δ, T ];C

(1)
b ((1 + |x|2)3/8;R3)). (75)

Доказательство Потенциалы U(x, t) и V (x, t),
определенные равенствами (64) и (65), связаны с по-
тенциалами U0(x, t) и V0(x, t), определенными ра-
венствами (72) и (73), следующим образом:

U0(x, t) =
U(x, t)

(1 + |x|2)3/8 , V0(x, t) =
V (x, t)

(1 + |x|2)3/8 ,
(76)

ρ(x, t) = ρ0(x, t)(1 + |x|2)β/2 ∈ C([0, T ];Cb(R
3)),

(77)

µ(x) = µ0(x)(1 + |x|2)β/2 ∈ Cb(R
3). (78)

Осталось воспользоваться равенствами (76) и ре-
зультатами теорем 6 и 8.

Теорема доказана полностью.

Теорема 11 Пусть ρ0(x, t) ∈ C([0, T ];Cb(1 +
|x|2)β/2;R3)) при β > 3. Тогда для потенциала
U0(x, t), определенного соотношением (72), спра-
ведливо равенство

〈Mx,t[U0](x, t), φ(x)〉 = 〈ρ0(x, t), φ(x)〉
для всех t ∈ [0, T ] (79)

для всех φ(x) ∈ D(R3), где 〈·, ·〉 — скобки двойствен-
ности между D(R3) и D ′(R3), а оператор Mx,t

определен равенством

Mx,t[w](x, t) = ∆x
∂w(x, t)

∂t
− w(x, t), (80)

в котором производные по координатам понима-
ются в смысле обобщенных функций из D ′(R3).
Кроме того,

U0(x, 0) = 0 для всех x ∈ R
3. (81)

Аналогичным образом можно доказать следую-
щую теорему.

Теорема 12 Пусть µ0(x) ∈ Cb((1 + |x|2)β/2;R3)
при β > 3. Тогда для потенциала V0(x, t), опре-
деленного соотношением (73), справедливо равен-
ство

〈Mx,t[V0](x, t), φ(x)〉 = 0 для всех φ(x) ∈ D(R3)
(82)

при t ∈ (0, T ].

Пусть

L(x, t) = U0[ρ0](x, t) + V0[∆u0](x, t). (83)

Из теорем 10—12 и равенства

V0(x, 0) = − 1

4π

∫

R3

∆yu0(y)

|x− y| dy = u0(x)d

для всех x ∈ R
3,

верного при u0(x) ∈ C
(2)
b ((1+ |x|2)β/2;R3), вытекает

следующий основной результат:

Теорема 13 Пусть ρ0(x, t) ∈ C([0, T ];Cb((1 +

|x|2)β1/2);R3), u0(x) ∈ C
(2)
b ((1 + |x|2)β2/2;R3) при

β1 > 3 и β2 > 3. Тогда

L(x, t) ∈ C([0, T ];C
(1)
b ((1 + |x|2)3/8;R3))∩

∩ C
(1)([δ, T ];C

(1)
b ((1 + |x|2)3/8;R3)) (84)

для любого δ ∈ (0, T ), причем имеют место следу-
ющие оценки:

∣∣∣∣
∂L(x, t)

∂t

∣∣∣∣ 6
A3(T )

t7/8
,

∣∣∣∣
∂2L(x, t)

∂t∂xj

∣∣∣∣ 6
A3(T )

t7/8

при t ∈ [δ, T ], x ∈ R
3 (85)

для любого δ ∈ (0, T ), и справедливо равенство

〈Mx,t[L](x, t), φ(x)〉 = 〈ρ0(x, t), φ(x)〉
для всех t ∈ [δ, T ] (86)
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и для всех φ(x) ∈ D(R3), где 〈·, ·〉 — скобки двой-
ственности между D(R3) и D ′(R3), где

Mx,t[w](x, t) := ∆x
∂w(x, t)

∂t
− w(x, t).

Кроме того, имеет место начальное условие

L(x, 0) = u0(x) для всех x ∈ R
3.

Наконец, справедлива следующая теорема.

Теорема 14 Пусть

L1(x, t) = χ(t)u0(x) + U0 [ρ0 − χ′∆xu0 + χu0] (x, t),
(87)

ρ0(x, t) ∈ C([0, T ];Cb((1 + |x|2)β1/2;R3)),

u0(x) ∈ C
(2)
b ((1 + |x|2)β2/2;R3), χ(t) ∈ C(1)[0, T ],

chi(0) = 1 при β1 > 3, β2 > 3, U0(x, t) — определен-
ный равенством (72). Тогда

L1(x, t) ∈ C
(1)([0, T ];C

(1)
b ((1 + |x|2)3/8;R3)), (88)

причем справедливо равенство

〈Mx,t[L1](x, t), φ(x)〉 = 〈ρ0(x, t), φ(x)〉
для всех t ∈ [0, T ] (89)

и для всех φ(x) ∈ D(R3), где 〈·, ·〉 — скобки двой-
ственности между D(R3) и D ′(R3), где

Mx,t[w](x, t) := ∆x
∂w(x, t)

∂t
− w(x, t).

Кроме того, имеет место начальное условие

L1(x, 0) = u0(x) для всех x ∈ R
3.

8. ИССЛЕДОВАНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим уравнение

u(x, t) =
u0(x)

(1 + t)γ
+

t∫

0

∫

R3

E (x− y, t− τ)

[
|u(y, τ)|q+

+ γ
∆yu0(y)

(1 + τ)γ+1
+

u0(y)

(1 + τ)γ

]
dy dτ, (90)

которое можно переписать в следующем виде:

u(x, t) = f0(x, t) +

t∫

0

∫

R3

E (x− y, t− τ)|u(y, τ)|q dy dτ,

(91)

f0(x, t) =
u0(x)

(1 + t)γ
+

t∫

0

∫

R3

E (x − y, t− τ)×

×
[
γ

∆yu0(y)

(1 + τ)γ+1
+

u0(y)

(1 + τ)γ

]
dy dτ. (92)

Перейдем к новой функции

v(x, t) = (1 + t)1/8(1 + |x|2)3/8u(x, t). (93)

Тогда уравнение (91) можно переписать в следую-
щем виде:

v(x, t) = f1(x, t) +

t∫

0

∫

R3

Γ(x, y, t, τ)|v(y, τ)|q dy dτ,

(94)

Γ(x, y, t, τ) =
(1 + |x|2)3/8(1 + t)1/8

(1 + |y|2)3q/8(1 + τ)q/8
E (x− y, t− τ),

(95)

f1(x, t) =
(1 + |x|2)3/8
(1 + t)γ−1/8

u0(x)+

+

t∫

0

∫

R3

Γ1(x, y, t, τ)

[
γ
(1 + |y|2)β/2∆yu0(y)

(1 + τ)γ+1
+

+
(1 + |y|2)β/2u0(y)

(1 + τ)γ

]
dy dτ, (96)

Γ1(x, y, t, τ) =
(1 + |x|2)3/8(1 + t)1/8

(1 + |y|2)β/2 E (x− y, t− τ).

(97)
Будем исследовать локальную по времени разреши-
мость в классе C([0, T ];Cb(R

3)). Справедлива следу-
ющая теорема:

Теорема 15 Для любых u0(x) ∈ C
(2)
b ((1 +

|x|2)β/2;R3), β > 3, γ > 1 и q > 4 существует
такое T0 = T0(u0) > 0, что для всех T ∈ (0, T0)
существует единственное решение интегрально-
го уравнения (94) в классе C([0, T ];Cb(R

3)), причем
либо T0 = +∞, либо T0 < +∞, и в этом последнем
случае имеем

lim
T↑T0

sup
(x,t)∈R3×[0,T ]

(1+ |x|2)3/8(1+ t)1/8|u(x, t)| = +∞.

(98)

Доказательство этой теоремы основано на прин-
ципе сжимающих отображений и известном алго-
ритме продолжения решений во времени (см., на-
пример, [22]). При этом используется результат тео-
ремы 7. Отметим, что условие q > 4 обусловлено
видом веса в (95) с учётом леммы 7.

Теперь рассмотрим следующую функцию:

‖v‖∞(t) := sup
x∈R3

|v(x, t)| =

= (1 + t)1/8 sup
x∈R3

(1 + |x|2)3/8|u(x, t)|. (99)
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Тогда из интегрального уравнения (94) при t ∈ [0, T0) с учетом (26) вытекает оценка

‖v‖∞(t) 6 ‖f1‖∞(t) + c0

t∫

0

(1 + t)1/8

(1 + τ)q/8
1

(t− τ)1/8
‖v‖q∞(τ) dτ × sup

x∈R3

∫

R3

(1 + |x|2)3/8
(1 + |y|2)3q/8

1

|x− y|5/4 dy, (100)

где ‖f1‖∞(t) := sup
x∈R3

|f1(x, t)| и (см. (96))

‖f1‖∞(t) 6 sup
x∈R3

|(1 + |x|2)3/8u0(x)| + γc0

t∫

0

(1 + t)1/8

(1 + τ)γ+1

1

(t− τ)1/8
dτ×

× sup
x∈R3

|(1 + |x|2)β/2∆xu0(x)| sup
x∈R3

∫

R3

(1 + |x|2)3/8
(1 + |y|2)β/2

1

|x− y|5/4 dy + c0

t∫

0

(1 + t)1/8

(1 + τ)γ
1

(t− τ)1/8
dτ×

× sup
x∈R3

|(1 + |x|2)β/2u0(x)| sup
x∈R3

∫

R3

(1 + |x|2)3/8
(1 + |y|2)β/2

1

|x− y|5/4 dy 6 A1 < +∞, (101)

где постоянная A1 = A1(u0) и не зависит от времени t ∈ [0,+∞) при γ > 1. Здесь мы воспользовались
результатами лемм 7 и 8. Из тех же лемм с учетом (100) и (101) вытекает оценка

‖v‖∞(t) 6 A1 +A2

t∫

0

(1 + t)1/8

(1 + τ)q/8
1

(t− τ)1/8
‖v‖q∞(τ) dτ. (102)

В силу известного неравенства Гронуолла–Беллмана–Бихари [23] из (102) вытекает неравенство

‖v‖∞(t) 6 A1

[
1− (q − 1)Aq−1

1 A3(t)
]−1/(q−1)

, (103)

A3(t) = A2

t∫

0

(1 + t)1/8

(1 + τ)q/8
1

(t− τ)1/8
dτ 6 sup

t∈R+

A2

t∫

0

(1 + t)1/8

(1 + τ)q/8
1

(t− τ)1/8
dτ 6 A4 < +∞, (104)

где постоянная A4 > 0 при q > 8 не зависит от
t ∈ (0,+∞) и от начальных данных. Из неравенства
(103) с учетом (104) получаем оценку

‖v‖∞(t) 6 A1

[
1− (q − 1)Aq−1

1 A4

]−1/(q−1)

. (105)

Потребуем, чтобы начальная функция u0(x) была
настолько мала, чтобы было выполнено неравен-
ство

(q − 1)Aq−1
1 A4 < 1. (106)

Из (105) и (106) вытекает, что существует такая по-
стоянная A5 > 0, зависящая только от начальной
функции и не зависящая от времени, что

‖v‖∞(t) 6 A5 < ∞. (107)

Отсюда с учетом (99) приходим к выводу о том, что

sup
(x,t)∈R

4
+

(1 + t)1/8(1 + |x|2)3/8|u(x, t)| 6 A5 < +∞

(108)
при выполнении условия (106). Таким образом,
справедлива следующая теорема.

Теорема 16 При выполнении всех условий теоре-
мы 15, дополнительного условия q > 8, а также

условия малости начальной функции (106) время
существования решения интегрального уравнения
(94) T0 = +∞.

Теперь мы рассмотрим следующее интегральное
уравнение:

u(x, t) = U0(x, t) + V0(x, t), (109)

где потенциалы U0(x, t) и V0(x, t) определены равен-
ствами

U0(x, t) =

t∫

0

∫

R3

E (x − y, t− τ)|u(y, τ)|q dy dτ, (110)

V0(x, t) =

∫

R3

E (x− y, t)∆yu0(y) dy. (111)

Сделаем замену функций

v(x, t) = (1 + t)1/8(1 + |x|2)3/8u(x, t). (112)

Тогда из (109) получим следующее интегральное
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уравнение:

v(x, t) =

t∫

0

∫

R3

Γ(x, y, t, τ)|v(y, τ)|q dy dτ+

+

∫

R3

Γ2(x, y, t)(1 + |y|2)β/2∆yu0(y) dy, (113)

Γ(x, y, t, τ) =
(1 + |x|2)3/8(1 + t)1/8

(1 + |y|2)3q/8(1 + τ)q/8
E (x − y, t− τ),

(114)

Γ2(x, y, t) =
(1 + |x|2)3/8(1 + t)1/8

(1 + |y|2)β/2 E (x− y, t). (115)

Для интегрального уравнения (113) справедлива
следующая теорема:

Теорема 17 Для любых u0(x) ∈ C
(2)
b ((1 +

|x|2)β/2;R3), β > 3 и q > 4 существует такое
T0 = T0(u0) > 0, что для всех T ∈ (0, T0) существу-
ет единственное решение интегрального уравне-
ния (113) в классе C([0, T ];Cb(R

3)), причем либо
T0 = +∞, либо T0 < +∞, и в этом последнем слу-
чае имеем

lim
T↑T0

sup
(x,t)∈R3×[0,T ]

(1+ |x|2)3/8(1+ t)1/8|u(x, t)| = +∞.

(116)

Доказательство Доказательство основано на
принципе сжимающих отображений и алгоритме
продолжения во времени (см., например, [22]). При
этом используются результаты теоремы 10.

Кроме того, справедлива следующая теорема.

Теорема 18 При выполнении всех условий теоре-
мы 17, дополнительного условия q > 8, а также
условия малости начальной функции (131) время
существования решения уравнения (113) T0 = +∞.

Доказательство Введем следующую функцию
параметра t > 0:

‖v‖∞(t) := sup
x∈R3

|v(x, t)| =

= sup
x∈R3

(1 + t)1/8(1 + |x|2)3/8|u(x, t)|; (117)

возьмем supremum от обеих частей равенства (113),
и тогда с учетом оценок (25), (26) получим неравен-
ство

‖v‖∞(t) 6 A1(1 + t)1/8×

×
t∫

0

1

(t− τ)1/8
1

(1 + τ)q/8
‖v‖q(τ) dτ +B1, (118)

где

A1 = c0 sup
x∈R3

∫

R3

(1 + |x|2)3/8
(1 + |y|2)3q/8

1

|x− y|5/4 dy, (119)

B1 = c0 sup
(x,t)∈R

4
+

‖f0‖∞(t)

∫

R3

dy
(1 + |x|2)3/8
(1 + |y|2)α/2×

×
{
|x− y|−1, если t ∈ [0, δ];

|x− y|−5/4t−1/8, если t > δ > 0,
(120)

где δ ∈ (0, T0/2),

‖f0‖∞(t) = sup
x∈R3

(1 + t)1/8(1 + |x|2)α/2|∆xu0(x)|

при произвольном фиксированном α ∈ (3, β], а вре-
мя T0 > 0 определено в формулировке теоремы 17.
Рассмотрим выражение (119) для A1. С этой целью
воспользуемся оценкой (45) при

γ =
5

4
, q > 8

и получим оценку

0 < A1 6 c0 sup
x∈R3

(1 + |x|2)3/8
(1 + |x|2)5/8 = A3 < +∞. (121)

Получим теперь оценку сверху на величину B1,
определенную равенством (120). Для этого рассмот-
рим следующие два интеграла:

B11 =

∫

R3

(1 + |x|2)3/8
(1 + |y|2)α/2

1

|x− y| dy, (122)

B12 =

∫

R3

(1 + |x|2)3/8
(1 + |y|2)α/2

1

|x− y|5/4 dy. (123)

В силу оценки (45) при

γ = 1 и α > 3

приходим к выводу о том, что

sup
x∈R3

B11 = sup
x∈R3

∫

R3

(1 + |x|2)3/8
(1 + |y|2)α/2

1

|x− y| dy = B2 < +∞.

(124)
В силу той же оценки (45) при

γ =
5

4
и α > 3

имеет место следующая оценка:

0 < sup
x∈R3

B12 = sup
x∈R3

∫

R3

(1 + |x|2)3/8
(1 + |y|2)α/2

1

|x− y|5/4 dy =

= B3 < +∞. (125)
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Из оценок (124) и (125) с учетом (120) приходим
к оценке при α > 3

0 < B1 6 c0 sup
t∈R+

‖f0‖∞(t)×

×
{
B2, если t ∈ [0, δ];

B3t
−1/8, если t > δ > 0

6 B4(u0,∆xu0) < +∞.

(126)

Таким образом, при q > 8 и α > 3 из (118) с учетом
оценок (121) и (126) вытекает следующая оценка:

‖v‖∞(t) 6 A3

t∫

0

(1 + t)1/8

(t− τ)1/8
×

× 1

(1 + τ)q/8
‖v‖q(τ) dτ +B4(u0,∆xu0). (127)

В силу известного неравенства Гронуолла–Белл-
мана–Бихари [23] из (127) вытекает неравенство

‖v‖∞(t) 6 B4

[
1− (q − 1)Bq−1

4 A4(t)
]−1/(q−1)

,

(128)
где

A4(t) = A3

t∫

0

(1 + t)1/8

(t− τ)1/8
1

(1 + τ)q/8
dτ. (129)

Теперь воспользуемся оценкой (46) при

q > 8 и γ1 =
1

8
,

получим оценку

0 < sup
t∈R

1
+

A4(t) 6 M2 < +∞. (130)

Теперь помимо других условий предположим, что

(q − 1)Bq−1
4 M2 < 1, (131)

и тогда из (128) с учетом (130) при q > 8 и α > 3 мы
получим глобальную во времени априорную оценку

‖v‖∞(t) 6 B4

[
1− (q − 1)Bq−1

4 M2

]−1/(q−1)

для всех t ∈ R
1
+, (132)

из которой, в частности, следует, что

|u(x, t)| 6 B5

(1 + |x|2)3/8(1 + t)1/8
,

B5 = B4

[
1− (q − 1)Bq−1

4 M2

]−1/(q−1)

.

(133)

9. СЛАБЫЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ

Дадим определение.

Определение 9 Глобальным во времени слабым
решением задачи, в классической постановке име-
ющей вид

∂

∂t
∆xu(x, t)−u(x, t) = |u(x, t)|q, (x, t) ∈ R

3×(0,+∞),

(134)

u(x, 0) = u0(x) при x ∈ R
3, (135)

называется такая функция u(x, t) ∈ Lq
loc(R

3 ×
[0,+∞)), что для любой функции φ(x, t) ∈ D(R4)
выполнено равенство

−
+∞∫

0

∫

R3

u(x, t) [∆xφ
′
t(x, t) + φ(x, t)] dx dt−

−
∫

R3

u0(x)∆xφ(x, 0) dx =

+∞∫

0

∫

R3

|u(x, t)|qφ(x, t) dx dt,

(136)

причем u0(x) ∈ L1
loc(R

3).

Справедлива следующая теорема.

Теорема 19 Пусть u(x, t) — слабое глобальное во
времени решение задачи Коши (134), (135) в смыс-
ле определения 9. Тогда для таких функций u(x, t)
и u0(x), что существуют свертки

U0(x, t) =

t∫

−∞

∫

R3

E (x − y, t− τ)|ũ(y, τ)|q dy dτ ∈

∈ L1
loc(R

3 × (−∞,+∞)), (137)

V0(x, t)=

∫

R3

E (x−y, t)∆yu0(y) dy ∈ L1
loc(R

3×(−∞,+∞)),

(138)
справедливо следующее представление в виде сум-
мы потенциалов:

ũ(x, t) = U0(x, t) + V0(x, t)

для почти всех (x, t) ∈ R
3 × (−∞,+∞),

(139)

где E (x, t) — фундаментальное решение операто-
ра Mx,t, определенное равенством (18), причем ис-
пользуется обозначение

ũ(x, t) =

{
u(x, t), если t > 0;

0, если t < 0.

Доказательство Пусть u(x, t) — глобальное во
времени слабое решение в смысле определения 9.
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Тогда справедлива следующая цепочка равенств:

〈Mx,t[ũ](x, t), φ(x, t)〉 = −〈ũ(x, t),MT
x,t[φ](x, t)〉 =

= −
+∞∫

0

∫

R3

u(x, t)MT
x,t[φ](x, t) dx dt =

=

∫

R3

u0(x)∆xφ(x, 0) dx+

+∞∫

0

∫

R3

|u(x, t)|qφ(x, t) dx dt =

= 〈∆xu0δ(t), φ(x, t)〉 + 〈|ũ(x, t)|q , φ(x, t)〉, (140)

где

M
T
x,t[v](x, t) =

∂

∂t
∆xv(x, t) + v(x, t).

Таким образом, справедливо равенство

Mx,t[ũ](x, t) = δ(t)∆xu0(x) + |ũ(x, t)|q . (141)

В силу результата теоремы 11.3 работы [19] прихо-
дим к утверждению теоремы.

Теперь дадим определение локального во време-
ни слабого решения задачи Коши, в классической
постановке имеющей следующий вид:

∂

∂t
∆xu(x, t)−u(x, t) = |u(x, t)|q, (x, t) ∈ R

3×(0, T ],

(142)

u(x, 0) = u0(x) при x ∈ R
3. (143)

Определение 10 Локальным во времени слабым
решением u(x, t) задачи Коши (142) и (143) назы-
вается такая функция u(x, t) ∈ Lq

loc(R
3 × [0, T ]),

для которой выполнено равенство

−
T∫

0

∫

R3

u(x, t) [∆xφ
′
t(x, t) + φ(x, t)] dx dt−

−
∫

R3

u0(x)∆xφ(x, 0) dx =

T∫

0

∫

R3

|u(x, t)|qφ(x, t) dx dt

(144)

для любой функции φ(x, t) ∈ D(R3 × (−∞, T )), при-
чем u0(x) ∈ L1

loc(R
3).

Справедлива следующая лемма.

Лемма 9 Глобальное во времени слабое решение
задачи Коши в смысле определения 9 является ло-
кальным во времени слабым решением задачи Ко-
ши в смысле определения 10.

Доказательство Является следствием того, что
любая пробная функция φ(x, t) ∈ D(R3 × (−∞, T )),
продолженная нулем при t > T, будет принадле-
жать D(R3 × (−∞,+∞)).

Точно так же, как теорема 19, может быть дока-
зана следующая теорема.

Теорема 20 Пусть u(x, t) — слабое локальное во
времени решение задачи Коши (134), (135) в смыс-
ле определения 10. Тогда для таких функций u(x, t)
и u0(x), что существуют свертки

U0(x, t) =

t∫

−∞

∫

R3

E (x − y, t− τ)|ũ(y, τ)|q dy dτ ∈

∈ L1
loc(R

3 × (−∞, T )), (145)

V0(x, t) =

∫

R3

E (x− y, t− τ)∆yu0(y) dy ∈

∈ L1
loc(R

3 × (−∞, T )), (146)

справедливо следующее представление в виде сум-
мы потенциалов:

ũ(x, t) = U0(x, t) + V0(x, t)

для почти всех (x, t) ∈ R
3 × (−∞, T ),

(147)

где E (x, t) — фундаментальное решение операто-
ра Mx,t, определенное равенством (18), причем ис-
пользуется обозначение

ũ(x, t) =

{
u(x, t), если t ∈ [0, T ];

0, если t < 0.

Замечание 1 Отметим, что в силу теорем 20
и 19 каждое слабое (соответственно локальное

или глобальное) решение в классе C([0, T ];C
(1)
b ((1+

|x|2)3/8;R3)) является решением интегрального
уравнения (109).

Наконец, справедлива следующая теорема.

Теорема 21 Для любых u0(x) ∈ C
(2)
b ((1 +

|x|2)β/2;R3), β > 3 и q > 4 существует такое
T0 = T0(u0) > 0, что для любого T ∈ (0, T0) суще-
ствует единственное локальное во времени слабое

решение u(x, t) ∈ C(1)([0, T ];C
(1)
b ((1 + |x|2)3/8;R3))

в смысле определения 10, причем либо T0 = +∞,
либо T0 < +∞, и в последнем случае справедливо
предельное свойство

lim
T↑T0

sup
(x,t)∈R3×[0,T ]

(1+ |x|2)3/8(1+ t)1/8|u(x, t)| = +∞.

(148)

Доказательство Шаг 1. Существование
и единственность слабого решения класса

C([0, T ];C
(1)
b ((1 + |x|2)3/8;R3)). Заметим, что

интегральное уравнение (109) можно переписать
в следующем виде:

u(x, t) = L(x, t), (149)

где функция L(x, t) определена равенством (83)
с ρ0 = |u|q, и поэтому в силу результата теоремы
13 справедливо равенство
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〈Mx,t[u](x, t), φ(x, t)〉 = 〈|u(x, t)|q , φ(x, t)〉
для всех t ∈ [δ, T ],

Mx,t[w](x, t) = ∆x
∂w(x, t)

∂t
− w(x, t),

(150)

где ∆x понимается в смысле обобщенных функций

и для всех φ(x, t) ∈ D(R3 × (−∞, T )) и δ ∈ (0, T ).
Заметим, что в силу оценок (85) и равенства (86)
имеет место оценка

∣∣∣∣
∂u(x, t)

∂t

∣∣∣∣ 6
A4(T )

t7/8
при t ∈ [δ, T ], x ∈ R

3. (151)

Справедлива следующая цепочка равенств:

∫

R3

|u(x, t)|qφ(x, t) dx = 〈Mx,t[u](x, t), φ(x, t)〉 = −
∫

R3

(
∇x

∂u(x, t)

∂t
,∇xφ(x, t)

)
dx−

∫

R3

u(x, t)φ(x, t)dx =

=

∫

R3

∂u(x, t)

∂t
∆xφ(x, t) dx −

∫

R3

u(x, t)φ(x, t) dx (152)

для всех t ∈ [δ, T ]. Теперь проинтегрируем обе части равенства (152) по t ∈ [δ, T ] и получим следующее
итоговое равенство:

T∫

δ

∫

R3

∂u(x, t)

∂t
∆xφ(x, t) dx dt −

T∫

δ

∫

R3

u(x, t)φ(x, t) dx dt =

T∫

δ

∫

R3

|u(x, t)|qφ(x, t) dx dt. (153)

Справедлива формула интегрирования по частям

T∫

δ

∫

R3

∂u(x, t)

∂t
∆xφ(x, t) dx dt = −

∫

R3

u(x, δ)∆xφ(x, δ) dx−

−
T∫

δ

∫

R3

u(x, t)∆xφ
′
t(x, t) dx dt =

∫

R3

L(x, δ)∆xφ(x, δ) dx −
T∫

δ

∫

R3

L(x, t)∆xφ
′
t(x, t) dx dt →

→ −
∫

R3

L(x, 0)∆xφ(x, 0) dx−
T∫

0

∫

R3

L(x, t)∆xφ
′
t(x, t) dx dt (154)

при δ → +0. Таким образом, в пределе при δ → +0 в равенстве (153) получим равенство

−
T∫

0

∫

R3

u(x, t)∆xφ
′
t(x, t) dx dt−

T∫

0

∫

R3

u(x, t)φ(x, t) dxdt−
∫

R3

u0(x)∆xφ(x, 0) dx =

T∫

0

∫

R3

|u(x, t)|qφ(x, t) dx dt

(155)

для любой функции φ(x, t) ∈ D(R3 × (−∞, T )).
Таким образом, каждое решение, обращающееся
в ноль при t < 0, интегрального уравнения (149),
записанного в виде потенциалов (см. (109)), яв-
ляется локальным во времени слабым решением,
что и доказывает существование слабого реше-

ния класса C([0, T ];C
(1)
b ((1 + |x|2)3/8;R3)). Обрат-

но, каждое локальное слабое решение из клас-

са C([0, T ];C
(1)
b ((1 + |x|2)3/8;R3)) является в силу

замечания после теоремы 20 решением интеграль-
ного уравнения (149), а в силу единственности
решения этого интегрального уравнения в классе

C([0, T ];C
(1)
b ((1 + |x|2)3/8;R3)) приходим к выводу

о единственности локального во времени слабого ре-
шения задачи Коши в смысле определения 10 в рас-

сматриваемом классе.
Шаг 2. Существование гладкого слабого реше-

ния.
Заметим, что интегральное уравнение (90) мож-

но представить в виде

u(x, t) = L1(x, t), (156)

где функция L1(x, t) определена равенством (87).
Но тогда в силу равенства (89) имеет место равен-
ство

〈Mx,t[u](x, t), φ(x, t)〉 = 〈ρ0(x, t), φ(x, t)〉
для всех t ∈ [0, T ], (157)

для всех φ(x, t) ∈ D(R3×(−∞, T )). Далее, поступая
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так же, как на шаге 1, и в силу (88) имеем

u(x, t) = L1(x, t) ∈ C
(1)([0, T ];C

(1)
b ((1+ |x|2)3/8;R3)),

поэтому приходим к выводу о том, что для каж-
дого T ∈ (0, T0) решение интегрального уравнения
(90) удовлетворяет равенству (155), т.е. является ло-
кальным во времени слабым решением задачи Ко-
ши, понимаемым в смысле определения 10.

Таким образом, из сочетания результатов шагов
1 и 2 делаем вывод, что существует единствен-
ное локальное во времени слабое решение задачи
Коши в смысле определения 10 класса u(x, t) ∈
C(1)([0, T ];C

(1)
b ((1 + |x|2)3/8;R3)).

Теорема доказана полностью.

Кроме того, справедлив результат о существова-
нии единственного глобального во времени слабого
решения задачи Коши в смысле определения 9.

Теорема 22 Для любых малых u0(x) ∈ C
(2)
b ((1 +

|x|2)β/2;R3), β > 3 и q > 8 существует единствен-
ное глобальное во времени слабое решение u(x, t) ∈
C(1)([0, T ];C

(1)
b ((1 + |x|2)3/8;R3)) для любого T > 0

в смысле определения 9.

Доказательство Доказательство повторяет до-
казательство теоремы 21 с учетом результатов тео-
рем 16 и 18.

Теперь мы получим результат о конечности вре-
мени T0 > 0 из теоремы 21. С этой целью восполь-
зуемся методом нелинейной емкости [8].

Справедлива следующая лемма.

Лемма 10 Существует такая неотрицательная
нетривиальная пробная функция φ(x, t) ∈ D(R3 ×
(−∞, T )), что сходится интеграл

T∫

0

∫

R3

|∆xφ
′
t(x, t)|q

′

φq′/q(x, t)
dx dt < +∞. (158)

Доказательство Доказано в работах [8, 24].

Лемма 11 Пусть q > 1 и

∫

R3

u0(x)∆xφ(x, 0) dx 6= 0, (159)

где неотрицательная нетривиальная пробная
функция φ(x, t) ∈ D(R3 × (−∞, T )) при некотором
фиксированном T > 0 удовлетворяет неравен-
ству (158), тогда существует такая достаточно
большая по модулю локально интегрируемая функ-
ция u0(x), что будет иметь место следующее

неравенство:

1

q′

(
4

q

)q′/q




T∫

0

∫

R3

|∆xφ
′
t(x, t)|

q′

φq′/q(x, t)
dx dt+

+

T∫

0

∫

R3

φ(x, t) dx dt



 −

∫

R3

u0(x)∆xφ(x, 0) dx < 0.

(160)

Доказательство Рассмотрим два случая. Если∫

R3

u0(x)∆xφ(x, 0) dx > 0,

то, если вместо функции u0(x) взять функцию
Ru0(x) при достаточно большом R > 0, будет вы-
полнено неравенство (160) с заменой u0 на Ru0.

Если ∫

R3

u0(x)∆xφ(x, 0) dx < 0,

то, если вместо функции u0(x) взять функцию
−Ru0(x) при достаточно большом R > 0, будет вы-
полнено неравенство (160) с заменой u0 на −Ru0.

Наконец, справедлива следующая теорема:

Теорема 23 Пусть начальная функция u0(x) ∈
L1
loc(R

3) удовлетворяет неравенству (160), ко-
торое выполнимо в силу результатов лемм 10
и 11 для некоторой неотрицательной нетривиаль-
ной пробной функции φ(x, t) ∈ D(R3 × (−∞, T )).
Тогда при q > 1 отсутствует глобальное во времени
слабое решение задачи Коши в смысле определения
9 и время существования решения T0 > 0 из теоре-
мы 21 конечно. Имеет место разрушение слабого
решения задачи Коши за конечное время.

Доказательство Справедливы следующие нера-
венства, основанные на применении неравенства
Гельдера:

∣∣∣∣∣∣

T∫

0

∫

R3

u(x, t)∆xφ
′
t(x, t) dx dt

∣∣∣∣∣∣
6

6




T∫

0

∫

R3

|∆xφ
′
t(x, t)|

q′

φq′/q(x, t)
dx dt




1/q′

J1/q, (161)

∣∣∣∣∣∣

T∫

0

∫

R3

φ(x, t)u(x, t) dx dt

∣∣∣∣∣∣
6




T∫

0

∫

R3

φ(x, t) dx dt




1/q′

J1/q,

(162)

J =

T∫

0

∫

R3

φ(x, t)|u(x, t)|q dx dt. (163)

Теперь воспользуемся трёхпараметрическим нера-
венством Юнга

ab 6 εaq +
1

q′(εq)q′/q
bq

′

, a, b > 0, ε =
1

4
.

Тогда из (161) и (162) вытекает неравенство
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∣∣∣∣∣∣

T∫

0

∫

R3

u(x, t)∆xφ
′
t(x, t) dx dt

∣∣∣∣∣∣
6

1

q′

(
4

q

)q′/q
T∫

0

∫

R3

|∆xφ
′
t(x, t)|q

′

φq′/q(x, t)
dx dt+

1

4
J, (164)

∣∣∣∣∣∣

T∫

0

∫

R3

φ(x, t)u(x, t) dx dt

∣∣∣∣∣∣
6

1

q′

(
4

q

)q′/q
T∫

0

∫

R3

φ(x, t) dx dt +
1

4
J. (165)

Из равенства (144) с учетом (164) и 165) вытекает следующая оценка:

1

q′

(
4

q

)q′/q
T∫

0

∫

R3

|∆xφ
′
t(x, t)|q

′

φq′/q(x, t)
dx dt+

1

q′

(
4

q

)q′/q
T∫

0

∫

R3

φ(x, t) dx dt −
∫

R3

u0(x)∆xφ(x, 0) dx >

>
1

2

T∫

0

∫

R3

φ(x, t)|u(x, t)|q dx dt > 0.

(166)

Данное неравенство противоречит неравенству
(160). Значит, T > T0 и T0 < +∞ и, тем самым
время, T0 — время разрушения локального во вре-
мени слабого решения задачи Коши.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей статье кратко представлены резуль-
таты исследования задачи Коши (1–2) для нели-
нейного уравнения, являющегося обобщением од-
ной модели из физики полупроводников. Рассмат-
риваемая задача Коши была исследована путём све-
дения к интегральным уравнениям с помощью по-
строения фундаментального решения и потенциа-
лов на его основе, а также применения к инте-

гральным уравнениям принципа сжимающих отоб-
ражений. При показателе q > 4 установлено суще-
ствование непродолжаемого решения интегрально-
го уравнения, а следовательно, и рассматриваемой
задачи Коши (в слабом смысле). При дополнитель-
ном условии q > 8 в случае малости начальных
данных u0 удаётся установить глобальную по вре-
мени разрешимость задачи Коши. В то же время
при всех q > 1 и достаточно больших начальных
данных подходящего знака решение, если оно суще-
ствует, разрушается за конечное время. С физиче-
ской точки зрения (при q = 2) последнее может
означать пробой полупроводника.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РНФ (грант № 23-11-00069, А.А. Панин).
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