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С помощью аналитического описания эволюции мощности гармоник в ондуляторах лазе-
ров на свободных электронах (ЛСЭ) исследуется влияние параметров пучка электронов на
основные характеристики излучения ЛСЭ: длину усиления, спектр и мощность гармоник.
Изучается возможность подавления четных гармоник ЛСЭ в качестве источника света при
исследованиях материалов и поверхностей с помощью анализа нелинейного отклика второй
гармоники (SHG). Выявляются основные факторы, влияющие на излучение четных гармоник
ЛСЭ; анализируется влияние сечения пучка и разброса энергий электронов на их излучение.
Рассматривается пример ЛСЭ LEUTL с излучением видимого света, который используется
в исследованиях оптических свойств материалов и химического состояния молекул на поверх-
ностях и границах раздела сред. В этом контексте анализируется возможность подавления
второй гармоники ЛСЭ.
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ВВЕДЕНИЕ

Ондуляторное излучение (ОИ) было теоретиче-
ски предсказано Гинзбургом [1] и получено Мот-
цем [2] в середине XX века. ОИ происходит от мак-
робанчей релятивистских электронов из накопите-
ля или ускорителя. Длина макробанча ∼1 мм, что
обычно гораздо больше длины волны излучения
и ОИ не когерентно. Возможность когерентного
излучения от электронов, сгруппированных в бан-
чи размером менее длины волны, впервые обсуж-
далась Гинзбургом в [3] и было получено Мадэй-
ем [4] в миллиметровом диапазоне. С улучшением
качества пучков стало возможным когерентное ОИ
в лазерах на свободных электронах (ЛСЭ) в диапа-
зоне видимого света; в 21 веке ЛСЭ продвинулись
в рентгеновский диапазон [5–14]. Размеры рентге-
новских ЛСЭ достигают километра и, чтобы по-
высить частоту, используют гармоники основного
тона. Для их более эффективного излучения пред-
ложены конструкции ондуляторов с двоякоперио-
дическим полем [15–19]. Однако в некоторых слу-
чаях излучение гармоник нежелательно. Так, при
исследовании физико-химических свойств материа-
лов [20, 21], генерации в них высокочастотных гар-
моник света [22, 23] и в некоторых других иссле-
дованиях анализируют нелинейный эффект гене-
рации второй гармоники (SHG), возникающий при
интенсивном облучении. Нелинейный отклик в ви-
димом диапазоне важен при исследовании химиче-
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ского состояния молекул на поверхностях и грани-
цах раздела [21, 24]; отклик в рентгеновском диа-
пазоне — в исследованиях методом ядерного резо-
нанса. В качестве источника применяют различные
ЛСЭ [25–34]. Чтобы проанализировать и правиль-
но интерпретировать отклик SHG, нужно выделить
его на фоне излучения второй гармоники ЛСЭ.

Длина волны гармоники n ОИ под углом θ к оси
ондулятора с периодом λu и параметром дипольно-
сти k = H0λue/2πmc2 ≈ 0.9337H0[T]λu см такова:

λn =
λu

2nγ2

(

1 +
k2

2
+ (γθ)

2

)

, (1)

где H0 — амплитуда основного поля на оси онду-
лятора, γ — релятивистский фактор электронов.
Гармоника поля ондулятора может влиять на из-
лучение гармоник ОИ, как показано, например,
в [19–37]. В идеале на оси плоского ондулятора из-
лучаются только нечетные гармоники, а излучение
четных приходит в противофазе с соседних перио-
дов ондулятора и взаимно компенсируется. В реаль-
ности пучок имеет конечное сечение, и поле онду-
лятора неидеальное. В результате на оси излучают-
ся четные гармоники, хотя они значительно слабее,
чем нечетные. В отношении излучения второй гар-
моники в [38] было показано, как противофазная
вторая гармоника поля ондулятора может на поря-
док уменьшить мощность второй гармоники ЛСЭ.
Однако в [38] параметры пучка были фиксированы.
Ниже мы исследуем влияние сечения σx,y, эмиттан-
са εx,y и разброса энергий σe пучка на излучение
второй гармоники ЛСЭ, используя аналитическое
описание мощности гармоник ЛСЭ в [39–42].
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Отметим, что конечная ширина пучка электро-
нов приводит к появлению четных гармоник излу-
чения на оси ондулятора по трем основным при-
чинам. Во-первых, бетатронные колебания в пучке
конечного сечения всегда вызывают четные гармо-
ники ОИ на оси (см., например, [43–47]). Бетатрон-
ные колебания также расщепляют n-ю гармонику
излучения на частоте ωn = 2πc/λn (см. (1)) на бета-
тронные гармоники p, расположенные близко друг
к другу и разделённые гораздо более низкой, чем
ωn, частотой [45]: ωβ

∼= ωnk√
2nγ

<< ωn, т.к. обычно

γ ≫ 1. Во-вторых, в пучке конечной ширины из-
лучение на оси ондулятора видится под конечным
углом; взаимодействие излучения с электронами на
длине усиления тоже происходит под эффективным
углом θ̄ ≈ σx,y/Lg и влияет на генерацию гармо-
ник, в особенности четных, как было показано, на-
пример, в [39–42]. В-третьих, в случае децентровки
пучка и в присутствии апериодических и диполь-
ных магнитных компонент индуцируется угол из-
гиба траектории пучка, что приводит к излучению
четных гармоник на оси ондулятора [48, 49]. Таким
образом, существуют множественные причины из-
лучения четных гармоник на оси реального онду-
лятора с реальным пучком; их аналитическое опи-
сание позволяет проследить влияние каждого фи-
зического фактора на их излучение.

1. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ
МОЩНОСТИ ГАРМОНИК ЛСЭ

Аналитическое описание мощности гармоник ОИ
по длине ондуляторов использует коэффициенты
Бесселя fn;x,y x - и y-поляризаций n-й гармоники
ОИ, которые определяют нормированные интенсив-
ности спонтанного излучения без потерь. Выраже-
ния для коэффициентов Бесселя были представле-
ны во многих работах (см., например, [35–40]). Для
наиболее распространённого обычного плоского он-
дулятора коэффициенты Бесселя с учетом угловых
и бетатронных эффектов в релятивистских пучках
конечного сечения имеют следующий относительно
простой вид (см. например, в [38–42]):

fn;x
∼=
∑

p

J̃p

∣

∣

∣

∣

(

Jn
n+1 + Jn

n−1

)

+
2

k
γθ cosφJn

n

∣

∣

∣

∣

fn;y
∼=

∼=
∑

p

(

J̃p

∣

∣

∣

∣

2

k
γθ sinφJn

n

∣

∣

∣

∣

+ Jn
n

√
2πy0
λu

(

J̃p+1 − J̃p−1

)

)

,

(2)
где учитывается расстояние от оси y0, азимуталь-
ный угол θ отклонения от оси ондулятора и поляр-
ный угол ϕ вокруг оси, p — номер бетатронной гар-
моники в расщепленной линии n-й гармоники ОИ.
Формулы (2) для коэффициентов Бесселя включа-
ют интегральные формы обобщенных функций Бес-

селя Jm
n , J̃p:

Jm
n ≡ Jm

n (ζ, ξ) =

=

∫ π

−π

dα

2π
exp [i (nα+mζ sinα+mξ sin (2α))] ,

J̃p ≡ J1
p (−κ,−η) ,

(3)

ζ = θ cosφ
λuk

nλnγ
, ξ =

λuk
2

8nλnγ2
,

κ =
4πθy0γ

2

λu

(

1 +
(

k2
/

2
)) , η =

π2γy20k√
2λ2

u

(

1 +
(

k2
/

2
)) .

(4)
Отметим, что в коэффициентах Бесселя (2)

нечётным гармоникам ОИ соответствует слагаемое
∼
(

Jn
n+1 + Jn

n−1

)

в fn,x, чётным — слагаемое ∼
Jn
n , которое присутствует в обеих поляризациях:

fn,x и fn,y. Итак, нечетные гармоники излучают-
ся только плоскости, перпендикулярной полю плос-
кого ондулятора, а четные гармоники излучают-
ся в обеих плоскостях. Более того, из (2) видно,
что бетатронные колебания в пучке с конечным
сечением дают вклад в четные гармоники на оси
с одной поляризацией fn,y, а угловые эффекты
дают вклад в обе поляризации четных гармоник
и учитываются явно в (2) и неявно в аргументах
ζ и κ (4) функций (3).

Коэффициенты Бесселя fn задают нормирован-
ные мощности гармоник n. Потери за счет разбро-
са энергий и конечного эмиттанса для спонтанного
ОИ можно учесть взятием интеграла свертки; ин-
тегрирование по углам можно провести численно,
а можно для простоты использовать среднее значе-
ние угла расходимости. Результат аналитического
расчета при этом оказывается близок к результа-
ту численного моделирования даже для пучков со
значительным эмиттансом и ондуляторов с гармо-
никами поля (см., например, [50]).

В ЛСЭ когерентное излучение возникает в ре-
зультате взаимодействия электромагнитной волны
излучения с электронами в ондуляторе. Под дей-
ствием силы Лоренца электроны группируются на
длине волны ОИ вокруг узлов этой волны. В резуль-
тате излучение оказывается близко к когерентно-
му (см. [4–14]). В работах [38–42, 51] показано, что,
в отличие от спонтанного ОИ, в ЛСЭ угловые вкла-
ды в генерацию четных гармоник вынужденного из-
лучения являются доминирующими по сравнению
с бетатронным вкладом. Однако анализ выражений
(2) и зависимости от параметров пучка затрудните-
лен. Кроме того, разброс энергий, эмиттанс и дру-
гие факторы влияют на электрон-фотонное взаи-
модействие в ЛСЭ, и проследить это влияние «на
глаз» в формулах сложно. Численное моделирова-
ние с помощью специализированных программ ре-
шает уравнения движения с учётом излучения и его
взаимодействия с электронами; при этом учитыва-
ется больше факторов, чем в аналитической мо-
дели; результат численного моделирования обычно
хорошо описывает эксперименты, но не проясняет
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физические причины зависимости гармоник излу-
чения от параметров установки. В теории ЛСЭ без-
размерный параметр Пирса ρ = (λug0) /4π харак-
теризует усиление g0 и определяет длину усиления
Lg0 = 1

/√
3g0, на которой мощность ЛСЭ возраста-

ет в e раз [5–8]. В практических терминах параметр
Пирса n-й гармоники ЛСЭ определяется парамет-
рами ондулятора, коэффициентом Бесселя n-й гар-
моники и плотностью электронного тока J = I0/Σ
(см. [5–12, 52]):

ρn =
1

2γ

(

J

4πi

)1/3

(λuk |fn|)2/3 , (5)

где I0 — ток в ЛСЭ, Σ = 2π
√

βxεxβyεy —
полное сечение пучка, εx,y = σx,yθx,y — эмит-

тансы, σx,y =
√

εx,yβx,y — поперечные сечения,

βx,y = εx,y/θ
2
x,y — параметры Твисса, θx,y — расхо-

димости, fn — коэффициент Бесселя n-й гармо-
ники ОИ, i = 4πε0mc3/e ∼= 1.7045 × 104 — раз-
мерная константа тока Альфвена в амперах. Па-
раметр Пирса ρn определяет не всегда достижи-
мую максимальную мощность n-й гармоники ЛСЭ
PF,n ≈

√
2ρnEI0 (где E — энергия электронов, I0 —

ток), её длину усиления Ln,g
∼= λu/

(

4π
√
3n1/3ρn

)

и длину насыщения ЛСЭ: Ls ∼ λu/ρ1, Ls ≈
≈ 1.07L1, g ln (9PF,1/P1,0) (см. [53, 54]), где P1,0 —
начальная мощность, которая может происходить
от затравочного лазера или от когерентной остав-
ляющей шума банча в ЛСЭ с самоусилением спон-

танного излучения (SASE FEL). В этом случае на-
чальную мощность можно оценить по следующей
формуле: Pnoise ≈ 1.6ρ2e4πcPe/(I0λ) [55]. Прибли-
женное описание влияния дифракции на параметр
Пирса было дано в [53, 54]:

ρn → ρ̃n =
ρn
κ
, κ = 3

√

1 +
λuλn

16πρnΣ
. (6)

Коэффициент κ > 1 и ρ̃n < ρn. С учетом раз-
броса энергий σe и эмиттанса εx,y длина усиления
гармоник Ln,g растёт, а мощность PF,n уменьшает-
ся [53, 54]:

Ln,g → Ln,gκΦn, PF,n
∼=

√
2ρnPbeam

(

η1
1

κ2

)

. (7)

Феноменологические коэффициенты из [54] были
изменены и откалиброваны нами по данным дей-
ствующих ЛСЭ в диапазоне от видимого света до
рентгеновского [56–58]:

Φn
∼=
(

ζ
√
n + 0.165µ2

ε,n

)

e0.034µ
2

ε,n ,

µε,n
∼= 2σe

n1/3ρ̃n
,

ηn ∼= 0.942

(

e−Φn(Φn−0.9) +
1.57 (Φn − 0.9)

Φ3
n

)

,

(8)

а эмиттанс и параметры Твисса явно учитываются
в коэффициентах [54]:

ζ ∼=
√

∏

i=x,y,x̃,ỹ

(1 + µ2
i )

/



1 + 0.159
∑

i=x,y,x̃,ỹ

µ2
i − 0.066

∑

i=x,y,x̃,ỹ

µi



, (9)

µx,y =
4Nγ2εx,y

βx,y

(

1 + k2
/

2
) , µx̃,ỹ =

4Nπ2k2βx,yεx,y

λ2
u

(

1 + k2
/

2
) .

(10)
Отметим, что для согласованного с ондулятором

пучка с малым эмиттансом получаются значения
ζ ≈ 1 − 1.1; при таких значениях влияние ζ на
расчетную мощность первых гармоник ЛСЭ ма-
ло; а в рентгеновских ЛСЭ эмиттанс очень мал
и ζ ∼= 1− 1.03 пренебрежимо мало.

В ЛСЭ, кроме независимого роста мощности n-й
гармоники ∝ ez/Ln,g , есть и вклад мощности n-й
гармоники, нелинейно индуцированный основным
тоном; он пропорционален n-й степени мощности
основного тона: ∝ enz/Lg [5–12, 52–55, 59, 60] и др.
Насыщение ЛСЭ обычно наступает в результате на-
сыщения основного тона, который мощнее гармо-
ник. При насыщении основного тона полная мощ-
ность n-й гармоники PF,n обычно не достигается;
оценка мощностей насыщения гармоник в режи-
ме нелинейного роста получена Даттоли в [53, 54]:

Pn,F = ηn
P1,F√

n

(

fn
nf1

)2

. Процесс насыщения для гар-

моник в режиме нелинейной генерации начинает-

ся несколько ранее, чем насыщение основного то-
на, и происходит постепенно. Эволюция мощности
гармоники n вблизи насыщения с учетом осцил-
ляций и продолжающегося роста мощности гармо-
ники в режиме насыщения приближенно записана
в [61]; выражение в [61] было откалибровано нами
по всем основным ЛСЭ и имеет следующий вид:

Qn (z) ∼=
P̃n,0e

n z/Lg

1 +
(

e
n z

Lg − 1
)

P̃n,0

P̃n,F

+

+
Pn,0e

n z/Lg

1 +
(

e
n z

Lg − 1
)

Pn,0

P̄n,F−(P̃n,F/2.5)

, (11)

где P̃n,F = Pn,F |Φ̃n(µ̃ε,n)
η(µ̃ε,n)
µε,n→µ̃ε,n

, µ̃ε,n
∼= 2n2/3σe

ρ̃n
и мощ-

ность n-й гармоники в насыщении:

P̄n,F
∼= Pn,F

(

z

Ls

)
n
2

(

0.77 + 0.23 cos
n (z − Ls)

1.3Lg

)

.

(12)
Формулы (11), (12) хорошо описывают до-

ступные в литературе данные основных действу-
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ющих в мире ЛСЭ. Вблизи насыщения ЛСЭ
вклад независимого роста мощности n-й гармони-

ки Pn (z) ≈ P0,ne
z/Ln,g

/

(

1 + (ez/Ln,g − 1)P0/Pn,F

)

обычно мал по сравнению со вкладом (11), (12),
нелинейно индуцированным основным тоном; по-
этому формулы независимого роста мощности
(см. [53, 54]) для краткости не приводим.

Приближенные аналитические формулы для дли-
ны усиления и мощности ЛСЭ были предложены
независимо многими исследователями. Так, Минг
Кси (Ming Xie) в [62, 63] предложил скорректи-
ровать расчетную длину усиления таким образом:
Lg = Lg0 (1 + Λ), где слагаемое Λ — полином неце-
лой степени с девятнадцатью численными коэффи-
циентами. Huang с соавторами предложили в [64]
простую формулу для мощности третьей гармо-
ники P3, индуцированной основным тоном мощ-
ностью P1; результат согласуется с эксперимента-
ми ЛСЭ, если исправить численный коэффициент
в формуле Huang в [64] на порядок, как предложе-
но в [65]. Оценки мощности насыщения второй гар-
моники P2, индуцированной основным тоном, пред-
ложены также в [64, 66]. Результаты согласуются
с измерениями на многих ЛСЭ, но иногда разница
доходит до порядка и более [65]. Отметим, что фор-
мулы в [64, 66] разработаны для обычных ондулято-
ров; они не могут использоваться для исследования
влияния гармоник поля ондулятора на излучение
гармоник ЛСЭ.

2. ВЛИЯНИЕ СЕЧЕНИЯ ПУЧКА
И РАЗБРОСА ЭНЕРГИЙ ЭЛЕКТРОНОВ

НА ИЗЛУЧЕНИЕ ЛСЭ LEUTL

ЛСЭ LEUTL был первым ЛСЭ с самоусилением
спонтанного излучения (SASE) в видимом и ультра-
фиолетовом диапазонах. Для определённости рас-
смотрим излучение видимого света на длине волны
λ1 = 530 нм [67, 68], для которого были тщательно
документированы мощности первой, второй и тре-
тьей гармоник в [67]. Основные параметры ондуля-
тора и пучка приведены в таблице.

Отметим заметное присутствие четных гармоник
в спектре ЛСЭ LEUTL. Параметр Пирса для гар-
моник ρn=1,2,3,4,5{≈ 0.003, 0.001, 0.015, 0.001, 0.001}
не превышает разброс энергий электронов, а усло-
вие ρ . σe/2 выполнено для основного тона при
значительно большем, чем стандартный, разбросе
энергий электронов. Влияние параметров пучка на
четные гармоники ЛСЭ трудно определить, глядя
на формулы. Нагляднее графически показать за-
висимости основных параметров ЛСЭ от парамет-
ров пучка. Так, для гармоник n = 1, 2, 3, 4, 5 ЛСЭ
LEUTL с учётом только эмиттанса пучка получа-
ем следующие значения коэффициентов Бесселя:
fn,emit ≈{0.75, 0.11, 0.33, 0.12, 0.20}. Вклад бета-
тронных колебаний в fn нечетных гармоник n =
1, 3, 5 . . . пренебрежимо мал; для четных гармо-
ник вклад бетатронных колебаний в fn составляет

∼ 0.02, что существенно меньше значений коэффи-
циентов Бесселя четных гармоник: f2,4 ∼ 0.1. Для
ЛСЭ расчет мощности четных гармоник с учетом
эмиттанса и бетатронных колебаний даёт мощно-
сти их излучения на порядок меньше, чем измерен-
ные в экспериментах значения. Учёт угла, под ко-
торым электроны в среднем взаимодействуют с фо-
тонами на длине усиления в пучке конечного сече-
ния, γθ̄ ≈ 0.14, даёт большие значения коэффици-
ентов Бесселя четных гармоник: fe−γ,emit ≈{0.75,
0.18, 0.30, 0.18, 0.14}. Отметим, что для ондулято-
ра со второй гармоникой поля, рассмотренного ра-
нее в [38, 65], влияние второй гармоники поля ам-
плитудой 0.1 основного поля в противофазе ему та-
ково, что коэффициенты Бесселя четных гармоник
n = 2, 4 получаются меньше: fd=−0.1

e−γ,emit ≈{0.75, 0.12,

0.32, 0.13, 0.15}. Для гармоник n = 2, 4 это приво-
дит к ослаблению мощности их излучения в ЛСЭ
LEUTL в ∼ 5−7 раз; для других ЛСЭ этот эффект
может быть ещё сильнее [65].

Однако устроить ондулятор с гармоникой по-
ля непросто и дорого. Гораздо проще изменить
в разумных пределах параметры пучка электро-
нов. Ниже мы рассмотрим аналитически и иссле-
дуем влияние параметров пучка на основные па-
раметры ЛСЭ и на излучение гармоник, исполь-
зуя формализм коэффициентов Бесселя. Штат-
ные параметры электронного пучка и ондулятора
LEUTL даны в таблице. Зависимость коэффициен-
тов Бесселя f1,2,3 от сечения пучка и разброса энер-
гий получена нами аналитически (2) и показана
для ЛСЭ LEUTL на рис. 1.

Рис. 1. Зависимость коэффициентов Бесселя f1,2,3 ЛСЭ
LEUTL от сечения пучка и разброса энергий. Для за-
висимости от сечения (жирные линии) берем штатный
разброс энергий σe = 1× 10

−3, для зависимости от раз-
броса энергий (тонкие линии) берем штатное сечение
σx,y = 0.26 мм. Коэффициенты Бесселя: f1 — сплош-
ная красная, f2 — штрихпунктирная оранжевая, f3 —
штриховая зелёная линии

На рис. 1 видно, что значения fn для нечетных
гармоник n = 1, 3 практически не зависят от пара-
метров электронного пучка, в то время как коэф-
фициенты Бесселя четных гармоник, в частности,
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Таблица. Параметры электронного пучка и плоского ондулятора LEUTL [67]

Пучок электронов Ондулятор

Параметр Значение Параметр Значение Параметр Значение

γ 425 σe 1× 10
−3 λu, см 3.3

E, МэВ 217 βx, м 1.5 L, см 248

γεx,y, м×рад ∼ 6.2π × 10
−6 βy , м 1.5 N 75

σx,y, мм ∼ 0.25 Ipeak, A 210 k 31

Число онд. в ЛСЭ 9

n = 2 (оранжевые штрихпунктирные линии), за-
висят от разброса энергии и сечения пучка по-раз-
ному. С ростом сечения пучка f2 сначала растет,
а затем около значения, соответствующего штатно-
му сечению, f2 выходит на константу; примерно то-
же поведение можно ожидать и от мощности вто-
рой гармоники, особенно для спонтанного излуче-
ния. С ростом разброса энергий электронов коэф-
фициент Бесселя f2 убывает, и мы ожидаем того
же поведения мощности второй гармоники ЛСЭ.

Рассчитанные нами зависимости длины усиления
ЛСЭ от сечения пучка Lg(σx,y) и от разброса энер-
гий Lg(σe) мы представили совместно на рис. 2, где
Lg(σx,y) — жирная линия, Lg(σe) — тонкая линия.

Рис. 2. Зависимость длины усиления Lg ЛСЭ LEUTL от
сечения пучка (жирная линия) при штатном разбросе
энергий σe = 1 × 10

−3 и от разброса энергий (тонкая
линия) при штатном сечении σx,y = 0.26 мм

Обратим внимание, что зависимости длины уси-
ления от разброса энергий и от сечения очень по-
хожи (ср. тонкую и жирную линии на рис. 2).
Увеличение сечения пучка и увеличение разброса
энергий практически одинаковым образом увеличи-
вают длину усиления. Штатные значения сечения
и разброса энергий дают длину усиления LEUTL
Lg ≈ 0.7 м, что соответствует экспериментальным
значениям [67, 68].

Угол электрон-фотонного взаимодействия на
длине усиления θ̄ = σx,y/Lg в основном определяет
мощность четных гармоник ЛСЭ (см. [39, 42, 51]
и др.). Мы получили аналитические зависимости

нормированного угла электрон–фотонного взаимо-
действия γθ̄ от сечения и от разброса энергий пуч-
ка LEUTL и построили их на рис. 3; жирная линия
показывает зависимость от разброса энергий, тон-
кая — от сечения пучка.

Рис. 3. Зависимость угла электрон-фотонного взаимо-
действия γθ̄ = σx,y/Lg ЛСЭ LEUTL от сечения пуч-
ка (жирная линия) при штатном разбросе энергий
σe = 1× 10

−3 и от разброса энергий (тонкая линия) при
штатном сечении σx,y = 0.26 мм

Обратим внимание, что, в отличие от почти оди-
наковой зависимости длины усиления Lg от се-
чения и от разброса энергий пучка (см. рис. 2),
угол электрон-фотонного взаимодействия по-раз-
ному зависит от сечения и от разброса энергий
(см. рис. 3). С увеличением разброса энергий угол
γθ̄ (σe) линейно уменьшается, тогда уменьшается
и мощность четных гармоник, которые зависят от
него; зависимость P2 (σe) будет представлена да-
лее в статье. С увеличением сечения угол γθ̄ (σx,y)
сначала растет и достигает максимального значе-
ния приблизительно при штатном значении сече-
ния пучка σx,y ≈ 0.25 мм, при дальнейшем увели-
чении сечения угол электрон-фотонного взаимодей-
ствия уменьшается (см. жирную линию на рис. 3);
можно ожидать соответствующего поведения и от
мощности четных гармоник ЛСЭ. Причина тако-
го поведения угла электрон-фотонного взаимодей-
ствия θ̄ (σx,y) заключается в нелинейном росте дли-
ны усиления ЛСЭ при увеличении сечения пучка,
как показано на рис. 2. При определенном сечении
его дальнейший рост не приводит к увеличению от-
ношения σx,y/Lg, задающего угол электрон-фотон-
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ного взаимодействия.
Используя формулу (12) для мощности гармо-

ник в насыщении и учитывая поведение парамет-
ров Φn, ηn (7)–(10), коэффициентов Бесселя, дли-
ны усиления, угла электрон-фотонного взаимодей-
ствия, получаем аналитические зависимости мощ-
ности гармоник ЛСЭ от сечения пучка и от разбро-
са энергий на рис. 4; жирные линии показывают
зависимость от сечения пучка, тонкие линии — за-
висимость от разброса энергий электронов.

Рис. 4. Зависимость мощности излучения гармоник
ЛСЭ LEUTL от сечения пучка (жирные линии) при
штатном разбросе энергий σe = 1 × 10

−3 и от раз-
броса энергий (тонкие линии) при штатном сечении
σx,y = 0.26 мм. Гармоники ЛСЭ: n=1 — сплошная крас-
ная, n=2 — штрихпунктирная оранжевая, n=3 — штри-
ховая зелёная линии

Аналитический результат, показанный на рис. 4,
демонстрирует, что с увеличением разброса энер-
гий мощности всех гармоник ЛСЭ уменьшаются
(тонкие линии на рис. 4), что ожидаемо хотя бы
потому, что при большом разбросе энергий затруд-
нен процесс группировки электронов на длине вол-
ны излучения. С увеличением сечения пучка мощ-
ности всех гармоник ЛСЭ немного уменьшаются
(жирные линии на рис. 4). Ослабление гармоник
с ростом сечения в целом незначительно и обуслов-
лено увеличением эмиттанса и деградацией каче-
ства пучка. Обращает на себя внимание, что мощ-
ность второй гармоники (оранжевая жирная линия
на рис. 4) сначала немного растет при увеличении
сечения от малых значений, а затем уменьшает-
ся, следуя за поведением на рис. 3 угла γθ̄ (σx,y)
электрон-фотонного взаимодействия. Слабая зави-
симость мощности второй гармоники ЛСЭ от сече-
ния пучка несколько неожиданна в контексте вы-
водов Huang в [64] и согласуется с выводом Geloni
в [66].

Полученная нами зависимость мощности гармо-
ник ЛСЭ от сечения пучка и от разброса энер-
гий (см. рис. 4) указывает на возможность умень-
шить содержание второй гармоники в излучении
ЛСЭ. В частности, обращает на себя внимание
сильный экспоненциальный спад мощности второй

гармоники ЛСЭ при увеличении разброса энергий
(см. тонкую оранжевую штрихпунктирную линия
на рис. 4). Это можно использовать для подавле-
ния второй гармоники ЛСЭ, если она нежелатель-
на, например, когда ЛСЭ используется в качестве
источника при исследованиях нелинейной генера-
ции второй гармоники (SHG) в материалах и на гра-
ницах раздела сред. Мы рассчитали влияние раз-
броса энергий электронов на содержание гармоник
излучения ЛСЭ LEUTL и показали результат на
рис. 5; зависимость излучения гармоник от сече-
ния слабая (см. жирные линии на рис. 4 почти го-
ризонтальны во всем диапазоне изменения сечения
σx,y = 0.1 − 0.3 мм) и не представляет особого ин-
тереса в этом контексте.

Рис. 5. Зависимость содержания гармоник ЛСЭ
LEUTL от разброса энергий при штатном сечении
σx,y = 0.26 мм. Гармоники ЛСЭ: n=1 — сплошная крас-
ная, n=2 — штрихпунктирная оранжевая, n=3 — штри-
ховая зелёная линии

В отношении влияния разброса энергии пучка
на содержание гармоник ЛСЭ отметим, что уве-
личение разброса энергий электронов в два раза
с σe = 0.1% до σe = 0.2% приводит к ослабле-
нию второй гармоники ЛСЭ на порядок, дальней-
шее увеличение разброса энергий до σe ≈ 0.25%
дает ослабление мощности второй гармоники ЛСЭ
LEUTL на два порядка, а увеличение разброса энер-
гий электронов в три раза с σe ≈ 0.1% до σe ≈ 0.3%
приводит к подавлению второй гармоники ЛСЭ на
три порядка величины мощности (см. рис. 4); при
этом содержание второй гармоники в спектре ЛСЭ
уменьшается на 2.5 порядка (см. рис. 5).

На практике увеличение разброса энергий пуч-
ка можно относительно просто реализовать с помо-
щью его «нагрева» внешним лазером, как сделано,
например, на ЛСЭ LCLS [27]. Это значительно про-
ще и дешевле, чем устраивать ондулятор с двояко-
периодическим полем, в котором вторая гармоника
поля в противофазе основному полю подавляет из-
лучение второй гармоники ЛСЭ (см. [38]). В срав-
нении с влиянием второй гармоники поля, влияние
увеличения разброса энергий на излучение второй
гармоники сильнее, и его значительно проще и де-
шевле реализовать. В то же время, хотя вторая гар-
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моника ЛСЭ подавлена под влиянием увеличенного
разброса энергий сильнее, чем под влиянием второй
гармоники поля ондулятора, увеличенный разброс
энергий с σe = 0.1% до σe = 0.3% увеличивает так-
же длину усиления и насыщения в два раза, (см.
рис. 2). То есть подавление второй гармоники излу-
чения ЛСЭ «нагревом пучка» очень эффективно,
но требует значительно более длинного ондулято-
ра, что увеличивает размер и стоимость установки.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ

Проведён теоретический анализ зависимости па-
раметров ЛСЭ и мощности гармоник излучения
ЛСЭ с плоским ондулятором LEUTL от параметров
пучка электронов, в частности от сечения и разбро-
са энергий пучка. Ранее в [38] было показано, что
вторая гармоник поля ондулятора с разумной ам-
плитудой ∼ 10% основного поля может ослабить
излучение второй гармоники ЛСЭ в несколько раз
и даже на порядок. В настоящей работе получены
следующие результаты:

1. Длина усиления ЛСЭ зависит похожим обра-
зом от сечения пучка и от разброса энергий,
увеличиваясь с их увеличением.

2. Угол электрон-фотонного взаимодействия по-
разному зависит от сечения и разброса энер-
гий. Он уменьшается почти линейно при уве-
личении разброса энергий, а от сечения его
зависимость нелинейная.

3. Коэффициенты Бесселя нечетных гармоник
практически не зависят от сечения и разброса
энергий пучка.

4. Коэффициент Бесселя четных гармоник за-
висит от сечения и от угла электрон-фотон-
ного взаимодействия. Коэффициент Бесселя
четных гармоник медленно растет с увеличе-
нием сечения до определенного предела, а за-
тем медленно убывает; он заметно уменьшает-
ся с ростом разброса энергий электронов.

5. При малых сечениях содержание второй гар-
моники в излучении ЛСЭ может несколько

уменьшиться вследствие уменьшения эффек-
тивного угла электрон-фотонного взаимодей-
ствия на длине усиления.

6. Увеличенный в два раза с σe = 0.1% до
σe = 0.2% разброс энергии пучка электронов
имеет такой же или больший эффект подав-
ления второй гармоники излучения ЛСЭ, как
и вторая гармоника поля ондулятора, на поря-
док. Увеличение разброса энергий в три раза
с σe = 0.1% до σe = 0.3% уменьшает содержа-
ние второй гармоники в спектре ЛСЭ LEUTL
почти на три порядка.

7. Увеличение разброса энергий с σe = 0.1% до
σe = 0.3% сопровождается увеличением дли-
ны усиления и насыщения, которая удваива-
ется при увеличении разброса энергий элек-
тронов с σe = 0.1% до σe = 0.3%. При этом
разброс энергий как обычно ограничен значе-
нием σe < ρ, желательно σe < ρ/2; выше этого
значения становится затруднительной группи-
ровка электронов в ЛСЭ.

8. При заданном постоянном электронном то-
ке, изменение сечения меняет плотность то-
ка, что естественно изменяет мощность излу-
чения. Анализ показал, что изменение сече-
ния не оказывает принципиального влияния
на процентное содержание гармоник в излуче-
нии ЛСЭ, в частности для второй гармоники
ЛСЭ. Изменение эмиттанса пучка также мало
меняет содержание гармоник излучения ЛСЭ.

В заключение отметим, что мы провели ана-
логичный анализ и для ЛСЭ LCLS в рентгенов-
ском диапазоне; хотя значения характеристик ЛСЭ
LCLS сильно отличаются от значений LEUTL, вы-
воды в целом не меняются.
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Suppressing of even harmonics in free electron lasers by modifying

the energy spread of the beam

K. Zhukovsky
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Using an analytical description of the evolution of the power of harmonics in free electron laser (FEL)
undulators, we study the effect of electron beam parameters on the main characteristics of FEL radiation:
the gain length, spectrum, and harmonic power. The possibility of suppressing even harmonics of the FEL
as a light source in the study of materials and surfaces by analyzing the second harmonic nonlinear response
(SHG) is being studied. The main factors influencing the radiation of even FEL harmonics are revealed; the
influence of the beam cross section and the spread of electron energies on their radiation is analyzed. An
example of a LEUTL FEL with visible light emission, which is used in studies of the optical properties of
materials and the chemical state of molecules on surfaces and interfaces between media, is considered. In this
context, the possibility of suppressing the second FEL harmonic is analyzed.
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