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Рассматривается задача об эволюции внутреннего переходного слоя в двумерных квазили-
нейных начально-краевых задачах для уравнения реакции–адвекции–диффузии в неоднород-
ной среде с малым параметром при старших производных. Показано, что в нулевом (главном)
порядке асимптотического ряда положение внутреннего переходного слоя описывается урав-
нением Гамильтона–Якоби, потенциал вычисляется в виде интеграла от функции плотности
источников. Линия фронта переходного слоя эволюционирует таким же образом, как линия
равного значения эйконала (или линия волнового фронта) для задачи о распространении волн
в неоднородной среде для случая коротковолновой (геометрооптической) асимптотики. Найде-
но сумма асимптотического ряда нулевого и первого порядка, время разрушения контрастной
структуры.
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ВВЕДЕНИЕ

Мы изучаем эволюцию концентрации примеси
в двухкомпонентной двумерной неоднородной сре-
де, в которой носитель перемещается с заданной
скоростью, примесь описывается уравнением реак-
ции–адвекции–диффузии (РАД) [1].

Примесь участвует в процессах генерации, ад-
векции, диффузии. Процесс генерации описывается
функцией плотности источников (ФПИ), которая
зависит от концентрации и от координат (x, y) на
плоскости. Мы предполагаем, что имеются три зна-
чения концентрации ϕ1;2;3(x, y), в которых ФПИ,
проходя через нулевое значение, меняет знак. Мень-
шее и большее соответствует устойчивым состо-
яниям, некоторое среднее значение концентрации
неустойчиво (в однородной среде при малом воз-
мущении эволюционирует к меньшему или боль-
шему). После завершения быстропротекающих про-
цессов установления профиля концентрации в на-
правлении градиента, решение принимает форму
контрастной структуры (КС). Это означает, что
имеются большие области с малым градиентом ре-
шения (пятна КС), разделяемые узкими областями
с большим градиентом, которые называют внутрен-
ними переходными слоями (ВПС). Внутри ВПС мы
определяем центральную линию ВПС, это гладкая
кривая, на которой концентрация проходит через
значения ϕ2(x, y). Для одномерной модели с про-
стыми корням ФПИ перемещение ВПС исследова-
но в [2, 3] и в цитированных там работах. Модели
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ФПИ с кратными корнями исследованы в [4, 5]. Ста-
ционарное положение ВПС для двумерной задачи
исследовано в [6, 7]. Дрейф ВПС, вызванный ис-
кривлением линии ВПС, исследован в [8, 9] для дву-
мерной задачи, для трёхмерной КС в [10], только
для сбалансированной ФПИ. В [11] уравнение дви-
жения фронта горения лесного пожара выведено ис-
ходя из предположения о заданной скорости горе-
ния фронта в направлении нормали, скорость нахо-
дится исходя из уравнений конвективного, диффу-
зионного, радиационного переноса тепла. Найдены
точные уравнения динамики линии фронта на ос-
нове решения уравнений Гамильтона–Якоби.

В настоящей работе мы рассматриваем уравне-
ние РАД с малым параметром при старших произ-
водных, как и в классической работе А.Н.Тихонова
[12]. Мы найдем решение уравнения РАД на плоско-
сти в виде частичной суммы асимптотического ря-
да, построим точное решение уравнений нулевого
порядка методом Гамильтона–Якоби. В отличие от
[11], мы построим частичную сумму асимптотиче-
ского ряда. После появления особых точек на семей-
стве лучей в нулевом порядке линия ВПС склады-
вается из нескольких ветвей, в точках сопряжения
претерпевает излом. В первом порядке в окрест-
ности излома формируется гладкая сглаживающая
кривая, радиус кривизны которой мы также най-
дем. Постановка задачи аналогична [9] за исключе-
нием того, что в [9] рассматривался только случай
сбалансированной ФПИ, для которого прямолиней-
ный ВПС в однородной среде с нулевой адвекцией
будет неподвижен. В настоящей работе мы рассмат-
риваем несбалансированную ФПИ, так что ВПС
указанного вида будет перемещаться. Уравнения
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нулевого приближения нелинейные с граничными
условиями, обеспечивающими стремление к одному
из равновесных значений на бесконечности [13].

Последующие приближения будут строиться как
решения уравнения в вариациях для нелинейного
уравнения нулевого приближения. Скорость дрей-
фа ВПС в каждом порядке находится из усло-
вия разрешимости соответствующей краевой зада-
чи. Так как нас интересуют прежде всего физиче-
ские приложения, мы ограничимся построением ну-
левого и первого приближений, а также обосновани-
ем существования решения, основанным на теории
дифференциальных неравенств.

1. УРАВНЕНИЕ
РЕАКЦИИ–АДВЕКЦИИ–ДИФФУЗИИ

Мы рассматриваем двумерную по пространствен-
ным координатам начально–краевую задачу для
уравнения РАД в ограниченной области D. В со-
ответствии с методикой А.Н.Тихонова [12] вводим
в уравнение малый параметр ε:

εu′t + ε2Vxu
′
x + ε2Vyu

′
y =

= ε2(κu′x)
′
x + ε2(κu′y)

′
y − f(u, x, y), (1)

(x, y) ∈ D, t > t0 = 0, с граничными условиями

второго рода:
∂u

∂n
= ψ1(x, y) на кривой Γ, которая

является границей области D, и с начальным усло-
вием u(x, y, t0) = ustart(x, y). Начально–краевая за-
дача для уравнения (1) является сингулярно возму-
щенной, так как при ε = 0 уравнение (1) переходит
в алгебраическое уравнение f(u, x, y) = 0. Расста-
новка степеней малого параметра обеспечивает воз-
можность существования решения типа контраст-
ной структуры [14].

Поверхностью равновесия S :{(u, x, y) : (x, y) ∈D,
u = ϕ(x, y)} назовем гладкое решение уравнения
f(u, x, y) = 0. Назовем величиной дисбаланса функ-
цию

J(x, y) =

∫ ϕ3(x,y)

ϕ1(x,y)

f(u, x, y)du. (2)

Предположим, что выполнены следующие усло-
вия, накладываемые на ФПИ f(u, x, y):

У1. ФПИ есть гладкая функция в области
(x, y) ∈ D, u ∈ (−∞,+∞).

У2. В области D имеется ровно три поверхно-
сти равновесия S1;2;3: u = ϕ1;2;3(x, y), причем
ϕ1(x, y) < ϕ2(x, y) < ϕ3(x, y) в D.

У3. В окрестности Ω(Sj) поверхности равнове-
сия Sj , j ∈ {1; 2; 3}, ФПИ представляется
в виде f(u, x, y) = Fj (u− ϕj(x, y), x, y), при-

чем Fj(ω, x, y)|ω=0 = 0,
(

F1;3(ω, x, y)
)′

ω

∣

∣

∣

ω=0
>0,

(

F2(ω, x, y)
)

′
ω

∣

∣

ω=0
< 0. Здесь Ω(...) есть

окрестность указанного объекта.
У4. Всюду внутри D верно условие знакоопреде-

ленности дисбаланса: J(x, y) > 0.

Сформулируем начальные условия. Пусть
Gstart — связная область с гладкой границей
Υstart, Gstart ⊂ D, расстояние от Υstart до Γ
больше нуля. Пусть ũ0(x, y) = ϕ1(x, y) вне Gstart,
ũ0(x, y) = ϕ3(x, y) внутри Gstart, значение ũ0(x, y)
на Υstart несущественно. Начальная функция
ustart(x, y) получается из ũ0(x, y) сглаживанием
с помощью усредняющего ядра ωε(r) так, как это
описано в [15], гл. 2, § 1.

Более точно начальные условия можно взять
в виде суммы асимптотического ряда первого по-
рядка ((3), (4), (5), (21)), найденной для заданной
гладкой кривой Υstart.

Назовем пятном КС область G(t), в которой
ϕ2(x, y) < u(x, y, t) < ϕ3(x, y). В частности, в на-
чальный момент времени функция концентрации
ustart(x, y) порождает пятно Gstart, граница кото-
рого отстоит от Υstart на расстояние порядка ε.
Рассмотрим КС, которая состоит из ровно одного
пятна G(t), границу которого назовем линией ВПС
и обозначим Υ(t) = {(x, y) : u(x, y, t) = ϕ2(x, y)}.

Мы сформулируем и обоснуем далее закон эволю-
ции Υ(t). Мы покажем, что найдется промежуток
времени [t0, t1) такой, что кривая Υ(t) будет глад-
кой замкнутой кривой без особых точек, значение t1
соответствует моменту разрушения пятна КС или
выхода пятна на границу области D.

2. АСИМПТОТИЧЕСКИЙ РЯД

Частичную сумму асимптотического ряда для ре-
шения задачи РАД будем искать в виде [3] сум-
мы разрывного решения вырожденного уравнения,
функций внутреннего переходного слоя и функций
пограничного слоя:

u(x, y, t, ε) =

{

U (+)(x, y, t, ε) при (x, y) ∈ G(t),
U (−)(x, y, t, ε) при (x, y) 6∈ G(t),

(3)

U (+)(x, y, t, ε) = ū(+)(x, y, ε) +Q(+)(x, y, t, ε), (x, y) ∈ G(t),
U (−)(x, y, t, ε) = ū(−)(x, y, ε) +Q(−)(x, y, t, ε) + Π(x, y, ε), (x, y) 6∈ G(t),

(4)

ū(x, y, t, ε) =

{

ū(+)(x, y, ε) при s(x, y) ∈ G(t),
ū(−)(x, y, ε) при s(x, y) 6∈ G(t),

(5)

ū(+)(x, y, ε) = ϕ3(x, y), ū(−)(x, y, ε) = ϕ1(x, y). Функции переходного слоя в (4), а также линию
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ВПС Υ(t) представим в виде рядов по степеням ма-
лого параметра ε:

Q(±) =

N
∑

k=0

εkQ
(±)
k , Π =

N
∑

k=0

εkΠk,

Υ(t) = Υ0(t) +

N
∑

k=1

εkΥk(t),

(6)

причем Υ(t) задана в параметрической форме:
x = x(t, θ), y = y(t, θ), параметр θ определяет точку
на кривой, θ ∈ [θa, θb]. Функции x(t, θ) и y(t, θ) пе-
риодические по θ, дважды непрерывно дифферен-
цируемые, [x′θ(t, θ)]

2 + [y′θ(t, θ)]
2 > 0, представляют-

ся рядами по степеням параметра ε того же вида,
что и (6), значения θ1 и θ2 определяют одну и ту
же точку на Υ(t) для каждого t ≥ t0, отображение
Υ(t) ↔ [θ1, θ2) взаимно–однозначное для любого t.
Зададим на Υ(t) гладкое поле внутренней нормали
n(θ, t). Положение ВПС определяется из сшивания
решений ((4)) на линии Υ(t) :

{

U (−)
∣

∣

∣

Υ(t)
= U (+)

∣

∣

∣

Υ(t)
,

∂U (−)

∂n

∣

∣

∣

∣

Υ(t)

=
∂U (+)

∂n

∣

∣

∣

∣

Υ(t)

,

(7)

имеются в виду односторонние производные в точке
на Υ(t) соответственно с наружной и внутренней по
отношению к G(t) сторонах линии сопряжения.

Пусть t̂ ∈ [t0, t1) есть некоторый момент време-
ни, для которого ВПС уже сформирован, текущее
положение линии ВПС: Υ̂ = Υ(t̂), в параметриче-
ской форме: x̂(θ) = x(t̂, θ), ŷ(θ) = y(t̂, θ). Понятие
сформированного ВПС введем позднее, когда запи-
шем явные выражения разложения нулевого поряд-
ка. Рассмотрим уравнение (1) в Ω(Υ̂), т.е. в неко-
тором открытом связном множестве, содержащем
Υ̂. В каждой точке (x, y) ∈ Υ̂ на линии норма-
ли n(θ, t̂) введем координату s так, что на норма-

ли ds2 = dx2 + dy2, на Υ̂ верно s = ŝ, в направ-
лении n переменная s возрастает, ŝ — некоторая
константа, ее значение неважно (например, ŝ = t̂).

Так как якобиан D(x, y)/D(s, θ) отличен от нуля на

Υ̂ и есть непрерывная функция от (x, y), найдется

Ω(Υ̂), в которой отображение (x, y) ⇔ (s, θ) явля-
ется взаимно однозначным (с учетом периодично-
сти по θ). Координаты θ (вдоль Υ(t)) и s (поперек
Υ(t)) выражаются через (x, y, t), эти выражения мы
далее выпишем. Уравнение (1) запишем в системе
координат (s, θ) в виде

εu′t + ε2A1Vsu
′
s + ε2A2Vθu

′
θ = κε2

(

A11u
′′
ss + 2A12u

′′
sθ +A22u

′′
θθ +B1u

′
s +B2u

′
θ

)

− f(u, s, θ), (8)

A11 = (s′x)
2 + (s′y)

2, A12 = s′xθ
′
x + s′yθ

′
y, A22 = (θ′x)

2 + (θ′y)
2, (9)

B1 = s′′xx + s′′yy, B2 = θ′′xx + θ′′yy, (10)

Vθ(s, θ)=V sinα, Vs(s, θ)=V cosα, V =
(

V 2
x + V 2

y

)

1/2,
α есть угол между осями Ox и Os в точке (s, θ).
Мы будем указывать координаты (x, y) или (s, θ)
в аргументах функций, не указывая каждый раз
диффеоморфизм (x, y) ↔ (s, θ).

3. УРАВНЕНИЕ РАД
В СОПУТСТВУЮЩИХ КООРДИНАТАХ

Пусть семейство кривых Υ(t) уже известно.

Пусть (ŝ, θ̂) — точка на Υ̂ = Υ(t̂). Выполним замену

s = ŝ+ εξ, θ = θ̂ + η, t = t̂+ ετ. (11)

Получим уравнение

u′τ + εA1Vsu
′
ξ + ε2A2Vθu

′
η =

= κ
(

A11u
′′
ξξ + 2εA12u

′′
ξη + ε2A22u

′′
ηη

)

+ εκB1u
′
ξ+

+ ε2κB2u
′
η − f(u, ŝ+ εξ, θ̂ + η). (12)

Подставим в (12) частичную сумму

u(ξ, η, τ, t̂, ŝ, θ̂, ε) = u0 + εu1 + ε2u2 + · · · + εnun.
Оставим члены порядка O(1), получим задачу для
вычисления функции нулевого порядка u0(ξ, τ):

{

(u0)
′
τ = κA11(u0)

′′
ξξ − f(u0),

u0(−∞, τ) = ϕ1, u0(+∞, τ) = ϕ3.
(13)

Функция u0 зависит также от t̂, ŝ, θ̂, η, ε как от
параметров (по ним дифференцирование не произ-
водится), здесь и далее эту зависимость подразуме-

ваем, но явно не указываем. Переменные θ̂ и η вхо-

дят только в виде комбинации θ̂+η, имеется также

уравнение связи (ŝ, θ̂) ∈ Υ̂. Здесь и далее в этом

параграфе f(u) = f(u, ŝ, θ̂+ η), ϕ1;3 = ϕ1;3(ŝ, θ̂+ η),

имеет место диффеоморфизм (x, y) ↔ (ŝ, θ̂ + η).
Уравнение (13) совпадает с изученным в работе [16]
одномерным уравнением РАД, из этой работы мы
заимствовали постановку граничных условий, обес-
печивающих примыкание решения к равновесным
значениям. Последующие члены разложения по сте-
пеням ε можно получить из (12), последовательно
собирая слагаемые порядка ε, ε2 и т.д. Частное ре-
шение задачи (13) будем искать в виде бегущей ква-
зиволны:

u0(ξ, τ) = w(χ), где χ = ξ −W0τ. (14)

Теорема 1. Для любой точки (x, y) ∈ D суще-
ствует единственное значение W0, при котором
задача (13) имеет решение вида бегущей квазивол-
ны (14). Величина W0 не зависит от направляю-
щего вектора кривой Υ(t), проходящей через точку
(x, y).
� Из (13) получим краевую задачу для автономно-
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го обыкновенного дифференциального уравнения
второго порядка:

{

−W0w
′
χ = κA11w

′′
χχ − f(w).

w(−∞) = ϕ1 + 0, w(+∞) = ϕ3 − 0.
(15)

Операция понижения порядка: w′
χ = p(w), w′′

χχ =
pp′w приводит к краевой задаче первого порядка
с двумя условиями на p(w), обеспечивающими ре-
шение типа КС с одним ВПС, соединяющим уровни
ϕ1 и ϕ3:

{

−W0p = κA11pp
′
w − f(w),

p(ϕ1 + 0) = +0, p(ϕ3 − 0) = +0,
(16)

к тому же p(w) > 0 при ϕ1 < w < ϕ3. В [17] показа-
но, что существует единственное значение W0, при
котором переопределенная задача (16) разрешима,
причем решение этой задачи также единственно.

Поэтому существует гладкая функция W0(ŝ, θ̂ + η)
такая, что при её подстановке в (16) существу-
ет единственная гладкая функция p(w), для кото-
рой верны условия (16). Из явных выражений (9)
для коэффициентов уравнения (13) следует, что
A11 не зависит от направляющего вектора кривой
Υ(t), проходящей через точку (x, y), то же верно
и для W0. �

Из У1 следует, что W0(x, y) есть непрерыв-
но дифференцируемая функция в D, W0(x, y) ≥
Wmin > 0. Из (15) следует, что значение W0 мож-
но найти в явной форме, если известен профиль
квазиволны w(χ):

W0(x, y) =

(
∫ +∞

−∞

(

w′
χ

)2
dχ

)−1

·

∫ ϕ3

ϕ1

f(w, x, y)dw,

(17)

где x = x(t̂, θ̂ + η), y = y(t̂, θ̂ + η).

4. УРАВНЕНИЕ ЭВОЛЮЦИИ ВПС
В НУЛЕВОМ ПОРЯДКЕ

АСИМПТОТИЧЕСКОГО РЯДА

Пусть векторная функция r0(t, θ) =
=

(

x0(t, θ), y0(t, θ)
)

есть решение задачи Коши

{

∂r0

∂t
= n(x, y) ·W0(x, y), r0(t0, θ) = rstart(θ),

(18)
где rstart(θ) =

(

xstart(θ), ystart(θ)
)

— точка на Υstart,
W0(x, y) — найденная ранее (17) скорость переме-
щения линии ВПС Υ0(t) в направлении нормали

к Υ0(t) в точке r0(t, θ),

n(x, y) =
(

y′θ,−x
′
θ

)[

(x′θ)
2 + (y′θ)

2
]−1/2

. (19)

Задача (18) есть начально–краевая задача для си-
стемы двух дифференциальных уравнений в част-
ных производных первого порядка. Из У1–У4 сле-
дует [18], что задача (18) разрешима на некотором
промежутке t ∈ [t0, t1), t1 > t0. При t → t1 − 0
величина sup

θ∈[θ1,θ2)

[

(x′θ)
2 + (y′θ)

2
]

→ +∞ в (18) (если

бы это было не так, то решение можно было бы
продолжить далее до некоторого t1 + ∆t). Кри-
вую C0(t̂0, t̂1, θ) = {

(

x0(t, θ), y0(t, θ)
)

}, t ∈ [t̂0, t̂1), бу-
дем называть траекторией точки ВПС нулевого
порядка. Назовем временем пробега траектории
функцию

T0(t̂0, t̂1, θ) = t̂1−t̂0 =

∫

C0(t̂0,t̂1,θ)

W0
−1

(

x0(t), y0(t)
)

dl.

(20)

Кривую Υ0(t) = {r0(t, θ)}, θ ∈ [θ1, θ2), назо-
вем линией ВПС нулевого порядка. Из (18) сле-
дует, что θ-параметризованное семейство траек-
торий {C0(t0, t1, θ)} в каждой своей точке орто-
гонально t-параметризованному семейству {Υ0(t)}
линий ВПС.

5. ФУНКЦИИ ПЕРЕХОДНОГО СЛОЯ
НУЛЕВОГО ПОРЯДКА

Найдем функции W0(x, y) и w(ξ, x, y) из (15),
затем семейства Υ0(t), C0(θ) из (18). Для за-
данных x, y, t найдем θ = θ(x, y) такое, что
C0(θ) проходит через точку (x, y). Функция θ(x, y)
существует и определяется единственным обра-
зом для t ∈ [t0, t1). Так как семейство {C0(θ)}
θ-параметризовано, а каждая кривая этого семей-
ства C0(θ(x, y)) t-параметризована, одновременно
найдем функцию T0(x, y), определяющую момент
времени прохождения линии ВПС нулевого поряд-
ка через точку (x, y). Затем найдем (x∗, y∗) =
r0(t, θ), это точка пересечения C0(θ) и Υ0(t). Най-
дем растянутую переменную вдоль траектории ξ.
Функция переходного слоя нулевого порядка опре-
деляется следующим образом:

Q
(+)
0 (x, y, t) = w(ξ −W0τ, ŝ, θ̂ + η)− ϕ3(x, y) при (x, y) ∈ G0(t),

Q
(−)
0 (x, y, t) = w(ξ −W0τ, ŝ, θ̂ + η)− ϕ1(x, y) + Π0 при (x, y) 6∈ G0(t),

(21)

с учетом диффеоморфизма (x, y, t) ↔ (ŝ, θ̂ + η)
и замены (s, θ) ↔ (ξ, η). Функция нулевого поряд-
ка строится относительно точки (x∗, y∗) на линии
фронта, в которой в данный момент времени t на-
ходится траектория. Не зависящее от времени по-

гранично–слойное слагаемое Π0, описывающее по-
ведение решения в близи границы D, в настоящей
работе не вычисляем. Для одномерной задачи опре-
деленная таким образом функция переходного слоя
совпадала бы с определенной в [17].
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6. УРАВНЕНИЯ ГАМИЛЬТОНА
ДЛЯ КОНТРАСТНОЙ СТРУКТУРЫ

Задача (18) есть задача Коши для дифференци-
ального уравнения в частных производных перво-
го порядка, существование решения на некотором
промежутке времени ненулевой протяженности до-
казано в [18], гл.2. Сформулируем равносильную
задачу для семейства обыкновенных дифференци-
альных уравнений второго порядка, зависящих от
параметра. Используя для доказательства теорию
Гамильтона–Якоби [19], мы покажем, что законы
эволюции ВПС совпадают с законами распростра-
нения волнового фронта [20] вплоть до момента по-
явления первой особой точки. Для того, чтобы не
входить в проблемы, связанные с возможной ситуа-
цией, в которой точки самоналожения на Υ0(t) по-
явятся раньше, чем кривизна Υ0(t) станет неогра-
ниченной, добавим ещё одно условие:

У5. Пусть Υstart есть замкнутая выпуклая глад-
кая кривая, заданная в параметрической фор-
ме: r(θ) = rstart(θ), θ ∈ [θ1, θ2), rstart(θ) =
=

(

xstart(θ), ystart(θ)
)

— дважды непрерыв-
но дифференцируемая периодическая функция
с периодом Θ = θ2 − θ1, θ1 и θ2 определяют
одну и ту же точку на Υstart, [(xstart)

′
θ]

2 +
[(ystart)

′
θ]

2 > 0.

Заметим, что (У5) для однородной среды гаран-
тирует отсутствие самопересечений и самоналоже-
ний на всем времени существования пятна КС.

Теорема 2. Пусть выполнены условия У1–У5.
Тогда найдется промежуток t ∈ [t0, t1), t1 > t0,
такой, что

(1) семейство задач Коши (18) однозначно раз-
решимо на [t0, t1), при каждом θ кривая C0(θ)
гладкая, (2) при каждом t ∈ [t0, t1) функция
r0(t, θ)|t=const = (x0(t, θ), y0(t, θ))|t=const гладкая пе-
риодическая, кривая Υ0(t) гладкая, без особых то-
чек, замкнутая. (3) В некоторой окрестности
кривой Υ0(t) отображение (t, θ) ↔ (x, y) являет-
ся диффеоморфизмом. (4) Для случая однородной
среды W0 = const, значение t1 равно

t1 = t0 +
Rmin

W0
, (22)

Rmin есть наименьшее значение радиуса кривизны
линии Υstart в начальный момент времени.
� Определим функцию Гамильтона для уравнения
эйконала:

(

∇S
)2

=W0
−2(x, y), (23)

где H(x, y, p1, p2) = p21 + p22 −W0
−2(x, y). Запишем

семейство задач Коши для системы уравнений Га-
мильтона [19]:















dx̃

dt
= 2p1,

dỹ

dt
= 2p2,

dp1

dt
=
∂W0

−2

∂x
(x̃, ỹ),

dp2

dt
=
∂W0

−2

∂y
(x̃, ỹ),

(24)

с начальными условиями, параметризованными па-
раметром θ:

x̃(t0, θ) = x̃start(θ), ỹ(t0, θ) = ỹstart(θ),

p1(t0) = p1.start(θ), p2(t0) = p2.start(θ),
(25)

x̃start(θ) = xstart(θ), ỹstart(θ) = ystart(θ), здесь
можно выбрать также любую другую парамет-
ризацию кривой Υstart. Векторную функцию
pstart(θ) =

(

p1.start(θ), p2.start(θ)
)

находим как
гладкое (с учетом периодичности по θ) решение
системы уравнений

H
(

x̃start(θ), ỹstart(θ), p1.start(θ), p1.start(θ)
)∣

∣

Υstart

= 0,
(

pstart(θ), lstart(θ)
)

= 0,
(26)

lstart(θ) — касательный вектор к Υstart, ортогональ-
ный n(θ), n(θ) — гладкое поле нормали. Направле-
ние вектора p(θ) (одно из двух решений квадратно-
го уравнения (26)) выбираем так, что этот вектор
и вектор внутренней нормали nstart(θ) к Υstart были
сонаправлены.

Решения системы (24) называют бихарак-
теристиками, проекцию бихарактеристики из
пространства R

4:{(x̃, ỹ, p1, p2)} в простран-
ство R

2:{(x̃, ỹ)} называют лучом. Обозначим
L(θ) = {x̃(t, θ), ỹ(t, θ)}, t ∈ [t0, t

⋆) – луч, исходящий
из точки

(

x̃start(θ), ỹstart(θ)
)

. Значение t⋆(θ) опре-
деляется только тем, в какой момент луч выходит
на границу области, в которой определена ФПИ.
Зададим начальные условия для эйконала в виде
S(x, y)|Υstart

= 0 (или любая другая константа).
Эйконал найдем в явном виде [19]:

S(x, y) = S|Υstart

+

∫

L(t0,t,θ)

〈p, dx〉 =

= S0 +

∫

L(t0,t,θ)

W−1
0 (x, y)dl, (27)

причем точку на Υstart и значение t(x, y) следует
выбрать так, чтобы L(t0, t, θ) — часть луча L(θ),
начинающегося в точке на Υstart, для момента t
оканчивалась в точке с координатами (x, y). Семей-
ство линий равной величины эйконала обозначим
{Υ̃(t)}. Далее будем называть две параметрически

заданные кривые Υ(t) и Υ̃(t) совпадающими, если

существует гладкая замена параметризации θ ↔ θ̃,
после выполнения которой кривые совпадают как
множества точек на плоскости. В [19] (и множестве
других работ) показано, что в наших обозначени-
ях (1) семейство кривых {Υ0(t)} совпадает с семей-

ством {Υ̃(t)}. (2) На лучах выполнены уравнения

dr

ds
=W0(x, y)∇S,

dr

dt
=W0

2(x, y)∇S, (28)

так как
d

ds
=

1

W0

d

dt
. Время существования глад-

кой линии ВПС нулевого порядка определяется вре-
менем достижения волновым фронтом ближайшей
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точки сборки [21]. Для однородной среды таковая
находится на эволюте Υstart, откуда следует (22). �

Теорема 3. Функция T (x, y), найденная из (20),
удовлетворяет уравнению эйконала (23) (с учетом
диффеоморфизма (t, θ) ↔ (x, y)).

� Следует из (18), (20) и (27), (28). �

Из теорем 1–3 следует, что линии ВПС нулевого
порядка совпадают с линиями константного эйко-
нала в задаче Гюйгенса–Френеля [23]. В отличие
от [11] и множества аналогичных прикладных ра-
бот, мы нашли скорость ВПС непосредственно из
уравнения РАД методом разложения в ряд про сте-
пеням малого параметра, не привлекая уравнений
состояния реагирующей среды.

7. СУММА ПЕРВОГО ПОРЯДКА
АСИМПТОТИЧЕСКОГО РЯДА

Пусть t̂ ∈ (t0, t1). Найдем частичную сумму
асимптотического ряда первого порядка:

u(ξ, η, t) = u0(ξ, η, t) + εu1(ξ, η, t), W =W0 + εW1.
(29)

Соберем в (12) слагаемые первого порядка отно-
сительно ε :

(u0)
′
τ + ε(u1)

′
τ + εVs(u0)

′
ξ = κ

(

A11(u0)
′′
ξξ+

+εA11(u1)
′′
ξξ + 2εA12(u0)

′′
ξη

)

+ εκB1(u0)
′
ξ−

− f
(

u0(ξ, ŝ, θ̂) + εu1, ŝ+ εξ, θ̂ + η
)

. (30)

Выражение ФПИ в точке, сдвинутой относитель-
но точки на линии Υ̂, требует внимания:

f
(

u0(ξ, ŝ, θ̂) + εu1, ŝ+ εξ, θ̂ + η
)

= f ′
θ

(

u0(ξ, ŝ, θ̂), ŝ, θ̂
)

· η + f ′′
θu

(

u0(ξ, ŝ, θ̂), ŝ, θ̂ + νη
)

· η · ε · u1+

+f ′′
θs

(

u0(ξ, ŝ, θ̂), ŝ, θ̂ + νη
)

·η ·ε ·ξ+εf ′
u

(

u0(ξ, ŝ, θ̂), ŝ, θ̂
)

·u1+εf
′
s

(

u0(ξ, ŝ, θ̂), ŝ, θ̂
)

·ξ+f
(

u0(ξ, ŝ, θ̂), ŝ, θ̂
)

,

(31)

где ν ∈ (0; 1). Из определения кривой Υ̂ следует,

что f ′
θ

(

u0(ξ, ŝ, θ̂), so, θ̂
)

= 0.
Профиль и скорость квазиволны первого поряд-

ка найдем из (30) и (31), положив η = 0:











−W0(u1)
′
ξ − κA11(u1)

′′
ξξ + f ′

u

(

u0(ξ, ŝ, θ̂)
)

· u1 =

= W̃1(u0)
′
ξ + 2κA12(u0)

′′
ξη,

u1(−∞) = 0, u1(+∞) = 0,
(32)

где

W̃1 =W1 − Vs + κB1, (33)

B1 = s′′xx + s′′yy. Задача (32) есть линейная краевая
задача для неоднородного обыкновенного диффе-
ренциального уравнения второго порядка с одно-
родными граничными условиями, причем соответ-
ствуюшая однородная краевая задача

−W0v
′
ξ − κA11v

′′
ξξ + f ′

u(u0(ξ)) · v = 0, v(±∞) = 0,
(34)

имеет нетривиальное решение v = (u0)
′
ξ. Поэтому

задача (32) разрешима при условии ортогонально-
сти правой части всем частным решениям однород-
ной задачи (в данном случае пространство решений
однородной задачи — одномерное):

∫ +∞

−∞

(u0)
′
ξ ·

(

W̃1(u0)
′
ξ + 2κA12(u0)

′′
ξη

)

dξ = 0, (35)

найдем отсюда

W̃1 =
[

∫ +∞

−∞

[

(u0)
′
ξ

]

2dξ
]−1

·

∫ +∞

−∞

(u0)
′
ξ·2κA12(u0)

′′
ξηdξ.

(36)

В работе [3] (и в указанных там публикаци-
ях) детально описан другой алгоритм вычисления

W̃1, основанный на построении решения уравне-
ния (32) на двух полупрямых: D(−) = (−∞, ξ0]
и D(+) = [ξ0,+∞), где ξ0 есть единственное реше-
ние уравнения u0(ξ) = ϕ2, и последующего глад-
кого сшивания в точке ξ0. Найденное из условия
сшивания значение W̃1 в точности совпадает с (36).
Теперь найдем из (33) скорость дрейфа первого по-
рядка:

W̃ = W̃1 + Vs − κB1, (37)

которая складывается из (1) компоненты скоро-
сти адвекции Vs, направленной перпендикулярно
линии ВПС, (2) скорости дрейфа кривизны κB1,

(3) скорости градиентного дрейфа W̃1, найденной
из (36).

8. ОБОСНОВАНИЕ СУЩЕСТВОВАНИЯ
И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ

Для обоснования корректности полученных урав-
нений нулевого и первого порядков асимптотиче-
ского ряда мы используем метод дифференциаль-
ных неравенств [1], применение которого для за-
дач РАД детально описано в [3]. Так как уравнение
(32) отличается от рассмотренного в этой работе
уравнения первого приближения только наличием
дополнительного слагаемого градиентного дрейфа
2κA12(u0)

′′
ξη, обоснование принципиально не отли-

чается и в настоящей работе не приводится.
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9. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ

9.1. Методика численного моделирования

Приводимые далее результаты компьютер-
ного моделирования уравнения (1) получены
для области x ∈ [−4; 4], y ∈ [−4; 4], t ∈ [0; 8],
ε = 2−4, функция плотности источников
f(u, x, y) = γ ·(u−ϕ1(x, y))(u−ϕ2(x, y))(u−ϕ3(x, y)),
γ = 3,5, ϕ1 = −1, ϕ2 = 0,12, ϕ3 = 1.

Задача РАД решалась методом полной дискрети-
зации на прямоугольной сетке из (Nx ×Ny ×Nt) =
= (210×210×214) ячеек. Система нелинейных урав-
нений для сеточной функции решалась итерацион-
ным методом, детали и метод решения дискретной
модели описаны в [24].

9.2. Прямолинейный фронт в однородной
среде

Пусть W0(x, y)=const, V(x, y)=(Vx, Vy)=const,
стартовая линия ВПС — прямая: xstart(θ) = θ cosα,
ystart(θ) = θ sinα. Тогда из (37) следует:
W1 = Vx sinα − Vy cosα, линия ВПС определяется
явно:

x(t, θ) = θ cosα+ t · (W0 + εW1) sinα,

y(t, θ) = θ sinα− t · (W0 + εW1) cosα.
(38)

В однородной среде точное решение уравнения
РАД даётся формулой u0(ξ, η, τ) = w(ξ −Wτ), при-
чём W и w(χ) вычисляются из (16), (17), (29), (33).
Прямолинейный фронт КС перемещается без де-
формации с постоянной скоростью. Мы приведем
результат компьютерного моделирования для на-
чальной конфигурации пятна КС в форме остро-
угольного треугольника и ε = 2−4. Непосредствен-
но применить (38) невозможно, так как прямоли-
нейный отрезок имеет конечную длину. Для угла
(двух лучей) уравнения эволюции первого порядка
с учетом кривизны линии КС (37) решаются в яв-
ном виде, в области пересечения под углом прямо-
линейных участков образуется сглаженная линия
сопряжения, аналитическое решение в первом по-
рядке асимптотического ряда выходит за рамки на-
стоящей работы. Приведем только результат ком-
пьютерной модели. На рис. 1, a показано семейство
карт функции u(x, y, t⋆j ) для нескольких значений
t⋆j , представляющих основные этапы формирования
и разрушения пятна КС теугольной начальной фор-
мы. Карты совмещены на одном чертеже (это воз-
можно, так как линии Υ(t⋆j ) не пересекаются).

9.3. Круговой однородный фронт

Пусть W (x, y) = W (r), скорость адвекции также

аксиально симметрична: V(x, y) = −V (r)
r

r
,

стартовая кривая задана в виде окружно-
сти: xstart(θ) = Rstart cos θ, ystart(θ) = Rstart sin θ,

θ ∈ [0; 2π]. Выберем внутреннюю нормаль к Υstart,
направление скорости дрейфа дисбаланса в сторо-
ну внутренней нормали. Тогда в любом порядке
асимптотического ряда линия ВПС — окруж-
ность x(t, θ) = R(t) cos θ, y(t, θ) = R(t) sin θ,,
R(t) = R0(t) + εR1(t) + .... Главный член найдем
из задачи Коши (R0)

′
t = −W0(R), R0(t0) = Rstart.

В первом порядке положение линии ВПС найдем из
задачи Коши (R1)

′
t = −V (R0(t))−

κ
R0(t)

, R1(t0) = 0.

9.4. Гладкий фронт в среде без адвекции

Опишем процесс разрушения пятна КС для слу-
чая, когда стартовая кривая Υstart выпуклая, име-
ет две ортогональных оси симметрии, между кото-
рыми радиус кривизны меняется монотонно от ми-
нимального значения Rmin в точках θ1;3 до макси-
мального Rmax в точках θ2;4. Пусть диаметр кри-
вой Υstart (измеряемый между двумя точками θ2;4
с максимальным радиусом кривизны) в начальный
момент времени равен Dmin, в точках θ1;3 функция
R(θ) имеет морсовский [21] минимум (например, та-
кая кривая–эллипс), и W = const. В момент вре-

мени tmin =
Rmin

W
на линии ВПС образуются две

точки сборки [22], после этого линия ВПС нулевого
порядка имеет самопересечение и некорректна. Од-
нако можно склеить две дуги Υ0(t) между точками
излома и получить замкнутую выпуклую кусочно-
гладкую кривую, корректно описывающую положе-
ние ВПС.

Точки излома линии ВПС нулевого порядка
сближаются и совмещаются в момент времени

tmax =
Dmin

2W
, пятно КС превращается в точку (раз-

рушается) в момент t < tmax. Время существования
пятна КС меньше tmax и стремится к tmax − 0 при
ε → +0. Для невыпуклой области точка самокаса-
ния Υ0(t) может появиться раньше точки сборки,
в результате чего пятно КС разделится на несколь-
ко изолированных пятен. Процесс финального раз-
рушения пятна в рамках асимптотической модели
не описывается. Строгое обоснование нескольких
сформулированных в этом абзаце утверждений вы-
ходит за рамки настоящей работы.

9.5. Пятно КС в виде эллипса

Приведем пример численного моделирования
уравнения РАД для стартовой конфигурации пят-
на КС в виде эллипса: a11x

2 + 2a12xy + a22y
2 ≤ a20,

a11 = a22 = 1, a12 = 0.75 в области x ∈ [−4; 4],
y ∈ [−4; 4]. На рис. 1, б показана карта линий равно-
го уровня u(x, y, t⋆j ) для нескольких моментов вре-
мени t⋆j , в том числе для момента времени t⋆, когда
на линии ВПС нулевого порядка образовались две
особые точки. График является гладким из-за вли-
яния функции переходного слоя первого порядка,
обеспечивающей конечный радиус кривизны ВПС
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Рис. 1. а — Семейство карт функции u(x, y, t⋆j ) для нескольких моментов времени, стартовая линия ВПС — остро-
угольный треугольник. б — Семейство карт функции u(x, y, t⋆j ) для эллиптического пятна КС на старте

порядка ε. Автор выражает благодарность профессору
Н. Н. Нефедову за обсуждение работы.
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order derivatives is considered. Within the framework of the main (zero order) sum of the asymptotic series,
the position of the inner transition layer is described by the Hamilton–Jacobi equation. The potential is
calculated as an integrated density function of the reaction sources within the limits of the equilibrium levels.
The front line of the transition layer evolves in the same way as the constant-eikonal line (the wavefront
line in the other words) for the problem of wave propagation in an inhomogeneous medium in short-wave
(geometro-optical) asymptotics. The sum of the asymptotic series of zero order and first order is found, the
existence gap of a smooth front line, the time of destruction of the contrasting structure are calculated.
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