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В работе исследуется существование устойчивого стационарного решения в системе уравне-
ний реакция–диффузия с медленной и быстрой компонентами в двумерном по пространствен-
ной переменной случае. Доказана теорема существования стационарного решения с погранич-
ными слоями в случае краевых условий Дирихле, построено его асимптотическое приближе-
ние, получены условия асимптотической устойчивости по Ляпунову этого решения. В осно-
ве исследований лежит асимптотический метод дифференциальных неравенств, примененный
к новому классу задач. Этот результат является практически важным как для различных при-
ложений, описываемых аналогичными системами, так и для применения численных методов
стационирования при решении эллиптических краевых задач.
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ВВЕДЕНИЕ

В работе исследуется существование устойчивого
стационарного решения в системе уравнений реак-
ция–диффузия с медленной и быстрой компонента-
ми в двумерном по пространственной переменной
случае. Подобные системы возникают, в частности,
при моделировании быстрых бимолекулярных реак-
ций в случае, когда один из источников (реакция,
нелинейный источник, взаимодействие) интенсив-
ный (порядка 1/ε2), а второй порядка единицы (см.,
например, [1]). Системы подобного вида относятся
к классу сингулярно возмущенных и активно иссле-
дуются с помощью асимптотических методов. Осо-
бенностью данной работы является отсутствие син-
гулярного возмущения в уравнении для медленной
компоненты. Такие системы в теории сингулярных
возмущений принято называть тихоновскими, и ис-
следование начальных задач для подобных систем
ОДУ заложило основы теории сингулярных возму-
щений (см. [2] и [3]). Медленные компоненты опи-
сывают реакции, где преобладают диффузионные
процессы, и частицы свободно перемещаются в про-

странстве, взаимодействуя друг с другом. Быстрые
компоненты, напротив, описывают реакции, в кото-
рых преобладает функция источника. Системы та-
кого класса используют для моделирования процес-
сов обмена веществ внутри клеток, диффузии кис-
лорода в легких, распространения примесей в атмо-
сфере и т.д. (см. ссылки в работах [4], [5]).

Основной целью данной работы является выясне-
ние условий существование стационарного решения
задачи и его устойчивости по Ляпунову, а также по-
строение его асимптотического приближения по ма-
лому параметру. Исследование проводится с помо-
щью асимптотического метода дифференциальных
неравенств (основные идеи и примеры использова-
ния можно посмотреть в [6]).

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ОСНОВНЫЕ
УСЛОВИЯ

Рассматривается система двух уравнений типа
реакция–диффузия в двумерной односвязной обла-
сти D с гладкой границей ∂D:






Nf [u, v] := ε2∆u −
∂u

∂t
− f(u, v, x, ε) = 0, Ng[u, v] := ∆v −

∂v

∂t
− g(u, v, x, ε) = 0,

x = (x1, x2) ∈ D ⊂ R2, t > 0,

u(x, t, ε) = h(x), v(x, t, ε) = q(x), x = (x1, x2) ∈ ∂D, t > 0,

u(x, 0, ε) = uinit(x, ε), v(x, 0, ε) = vinit(x, ε), x = (x1, x2) ∈ ∂D.

(1)
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Здесь ε > 0 — малый параметр, функции источни-
ков f(u, v, x, ε) и g(u, v, x, ε) определены в области
(u, v, x, ε) ∈ Iu × Iv × D × {ε| 0 ≤ ε ≤ ε0}, где ε0 —
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положительная константа, Iu, Iv — некоторые мно-
жества, явный вид которых будет уточнен ниже.
Исследуется вопрос существования стационарного
решения с пограничным слоем и его устойчивость
по Ляпунову. Если стационарное решение существу-
ет, то оно является решением следующей задачи:





Lf [u, v] := ε2∆u− f(u, v, x, ε) = 0,

Lg[u, v] := ∆v − g(u, v, x, ε) = 0,

x = (x1, x2) ∈ D ⊂ R2,

u(x, ε) = h(x), v(x, ε) = q(x),

x = (x1, x2) ∈ ∂D.

(2)

(A0) Пусть функции f(u, v, x, ε), g(u, v, x, ε), h(x)
и q(x) достаточно гладкие в своих областях опреде-
ления.

Вырожденная система (дифференциально-алгеб-
раическая) для задачи (2) при ε = 0 имеет вид:

{
0 = f(u, v, x, 0),

∆v = g(u, v, x, 0),
(3)

Потребуем выполнения стандартного условия раз-
решимости вырожденной системы: (A1) Пусть вы-
рожденное уравнение f(u, v, x, 0) = 0 имеет реше-
ние u = ϕ(v, x) такое, что fu(ϕ(v, x), v, x, 0) > 0 при
(v, x) ∈ (Iv ×D), а задача

∆v − g(ϕ(v, x), v, x, 0) = 0, x ∈ D,

v(x)|x∈∂D = q(x)

имеет решение v = v(x).
Определим функцию u(x) = ϕ(v(x), x).
Потребуем также выполнения условий:
(A2) Граничное условие для компоненты u при-

надлежит области притяжения корня вырожден-
ной системы u, то есть выполнено неравенство
ũ∫

u(x)

f(ũ, v(x), x, 0)dũ > 0, где ũ ∈ (u(x), h(x)] или

ũ ∈ [h(x), u(x)) и x ∈ ∂D.
В работе рассмотрен случай, когда нелинейно-

сти в системе удовлетворяют условию следующему
условию квазимонотонности:

(A3) Функции f и g являются квазимонотонно
невозрастающими в области определения и ε доста-
точно малых.

Это условие означает, что fv ≤ 0 при фиксиро-
ванном u, gu ≤ 0 при фиксированном v в области
определения.

Из (A2) также следует, что f̄u(x) ≡
≡ fu(ū(x), v̄(x), x, 0) > 0, x ∈ D (здесь и да-
лее черта над какой-либо функцией или ее
производной означает, что ее значение берет-
ся в точке (ū(x), v̄(x), x, 0)). Обозначим также
ϕv(x) = ϕv(v(x), x).

Потребуем также выполнения условия:
(A4) Пусть для всех x ∈ D выполнено неравен-

ство

ḡv(x) + ϕ̄v(x)ḡu(x) > −λ0,
λ0 — главное собственное значение задачи

∆Ψ+ λΨ = 0, x ∈ D,

Ψ(x) = 0, x ∈ ∂D.
(4)

2. СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЯ
СТАЦИОНАРНОЙ ЗАДАЧИ

Асимптотическое приближение решения
стационарной задачи

Построение формальной асимптотики проводит-
ся по стандартной схеме метода пограничных функ-
ций (см. [7]) с использованием локальной системы
координат для описания решения вблизи границы.
Если границу ∂D можно задать параметрически
x1 = x̂1(θ), x2 = x̂2(θ), где 0 ≤ θ ≤ Θ, то вводятся
новые координаты (r, θ), где r — расстояние от неко-
торой внутренней точки M(x1, x2) ∈ D до границы
∂D вдоль нормали к ∂D, θ — координата точки на
∂D, из которой эта нормаль выходит. Если граница
достаточно гладкая и окрестность достаточно ма-

ла 0 ≤ r < δ̃, то существует взаимнооднозначное
соответствие между координатами (x1, x2) и (r, θ),
заданное уравнениями:

x1 = x̂1(θ)− r
x̂2

′(θ)√
x̂′2(θ) + x̂2

′2(θ)
,

x2 = x̂2(θ) + r
x̂2

′(θ)√
x̂′2(θ) + x̂2

′2(θ)
.

(5)

Оператор Лапласа в новой системе координат
имеет вид:

∆ =
∂2

∂r2
+ α(r, θ)

∂2

∂θ2
+ β(r, θ)

∂

∂r
+ γ(r, θ)

∂

∂θ
, (6)

где

α(r, θ) =

(
∂θ

∂x1

)2

+

(
∂θ

∂x2

)2

,

β(r, θ) =
∂2r

∂x2
1

+
∂2r

∂x2
2

,

γ(r, θ) =
∂2θ

∂x2
1

+
∂2θ

∂x2
2

.

Формальное асимптотическое приближение бу-
дем строить в следующем виде:
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Un(x, ε) = uε(x, ε) + Pεu(ξ, θ, ε) =

n∑

i=0

εi (ui(x) + Piu(ξ, θ)) ,

Vn(x, ε) = vε(x, ε) + Pεv(ξ, θ, ε) =

n∑

i=0

εi (vi(x) + Piv(ξ, θ)) ,

(7)

где ξ =
r

ε
— растянутая переменная.

Нелинейность в задаче (2) представим по методу
А. Б. Васильевой:

f(u, v, x, ε) = f(x, ε) + Pf(ξ, θ, ε),

f(x, ε) = f(u(x, ε), v(x, ε), x, ε),

Pf(ξ, θ, ε) = f(u(εξ, θ, ε)+

+ Pu(ξ, θ, ε), v(εξ, θ, ε) + Pv(ξ, θ, ε), εξ, θ, ε)−

− f(u(εξ, θ, ε), v(εξ, θ, ε), εξ, θ, ε).

(8)

Используя растянутую переменную ξ =
r

ε
, пред-

ставление (6) и локальную систему координат, опе-

раторы уравнений задачи (2) в δ̃-окрестности гра-
ницы можно представить в виде:

Lf [u, v] = ε2∆u− f(u, v, x, ε) =

=
∂2u

∂ξ2
− f(u, v, r, θ, ε) +

∞∑

i=1

εiLi
f [u, v],

Lg[v, v] = ∆v − g(u, v, x, ε) =

=
1

ε2
∂2v

∂ξ2
− g(u, v, r, θ, ε) +

∞∑

i=1

εiLi
g[u, v],

(ξ, θ) ∈ {0 ≤ ξ < ∞, 0 ≤ θ ≤ Θ}.
(9)

Здесь Li
f [u, v] и Li

g[u, v] — линейные операторы,

содержащие операции дифференцирования
∂

∂ξ
,
∂

∂θ

и
∂2

∂θ2
.

Учитывая разложения (7), (8) и (9), для функций
регулярной части ui, vi и функций пограничного
слоя Piu, Piv получим уравнения:

{
ε2∆u = f(x, ε),

∆v = g(x, ε), x ∈ D,





∂2Pu

∂ξ2
= Pf(ξ, θε) +

∞∑
i=1

εiLi
f [u, v],

∂2Pv

∂ξ2
= ε2Pg(ξ, θ, ε) +

∞∑
i=1

ε2+iLi
g[u, v], ξ > 0, 0 ≤ θ ≤ Θ,

(10)

связанные через граничные условия

u(x)|x∈∂D + Pu(0, θ) = h(x)|x∈∂D,

v(x)|x∈∂D + Pv(0, θ) = q(x)|x∈∂D,
(11)

к которым добавляются стандартные условия мето-
да — условия убывания пограничных функций по
растянутому аргументу на бесконечности:

Piu(∞, θ) = Piv(∞, θ) = 0.

Порядок определения коэффициентов асимптоти-
ческого представления (7) следующий. На k-м шаге
вначале определяются пограничные функции ком-
поненты v, затем определяются функции ūk, v̄k, по-
сле чего определяются пограничные функции ком-
поненты u.

Заметим, что в уравнениях для погранслойных
компонент P0v и P1v отсутствуют неоднородности
при соответствующих степенях ε. Задача для P0v
может быть записана в следующем виде, где учтено
необходимое нам поведение при ξ → +∞:






∂2P0v

∂ξ2
= 0,

P0v(+∞, θ) = 0,
∂

∂ξ
P0v(+∞, θ) = 0.

(12)

Задача имеет только тривиальное решение. Для
P1v будет аналогичная задача, решение которой
P1v(ξ, θ) = 0.

Для u0, v0 из (10), (11) получим задачу:





0 = f(u0, v0, x, 0),

∆v0 = g(u0, v0, x, 0),

v0(x)|x∈∂D = q(x).

(13)

В силу условия (А1) данная задача разрешима, ре-
шение (u0, v0) = (ϕ(v(x), x), v(x)).

Задачу для P0u можно записать в следующем ви-
де:





∂2

∂ξ2
P0u = f(P0u+ u0(0, θ), v0(0, θ), 0, θ, 0),

P0u(0, θ) = (h(x)− ϕ(q(x), x)) |x∈∂D,

P0u(+∞, θ) = 0.

(14)
Известно, что разрешимость задач (14) гарантиру-
ет условие (А2). При этом существует единствен-
ное монотонное решение этой задачи, которое нахо-
дится квадратурах и имеет стандартную экспонен-
циальную оценку (см., например, [8]):

|P0u(ξ, θ)| < C exp(−κξ), C > 0,κ > 0. (15)
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Ниже используем обозначения ũ(ξ, θ) = P0u(ξ, θ) +

u0(0, θ) и Φ(ξ, θ) =
∂ũ

∂ξ
(ξ, θ).

Функции ū1, v̄1 определяются из линейной диф-
ференциально-алгебраической системы:






fu(x)u1 + fv(x)v1 + f ε(x) = 0,

∆v1 = gu(x)u1 + gv(x)v1 + gε(x),

v1(x)|x∈∂D = 0.

(16)

Выразим из первого уравнения в (16) u1 и v1:

u1(x) = −
fv(x)

fu(x)
v1 −

f ε(x)

fu(x)
. (17)

Для компоненты v1 получим задачу:





∆v1 =

[
gv(x) −

fv(x)

fu(x)
gu(x)

]
v1+

+

(
gε(x) − gu(x)

fε(x)

fu(x)

)
,

v1(x)|x∈∂D = 0.

(18)
Из условия (A1) следует, что

[
gv(x) −

fv(x)

fu(x)
gu(x)

]
= ḡv(x) + ϕ̄v(x)ḡu(x),

В силу условия (A4) решение задачи (18) существу-
ет, единственно и может быть записано через функ-
цию Грина (см., например, [9] and [10] (Теорема 3)).
Учитывая (17), получим решение задачи дифферен-
циально-алгебраической задачи (16).

Функция P1u определится из задачи:





∂2

∂ξ2
P1u = f̃u(ξ, θ)P1u+ P1f(ξ, θ),

P1u(0, θ) = −u1(0, θ), P1u(+∞, θ) = 0,
(19)

где P1f(ξ, θ) — известная функция:

P1f(ξ, θ) =
(
f̃u(ξ, θ)− fu(0, θ)

)
u1(0, θ)+

+
(
f̃v(ξ, θ)−fv(0, θ)

)
v1(0, θ)+

(
f̃x(ξ, θ)−fx(0, θ)

)
ξ+

+
(
f̃ε(ξ, θ)− f ε(0, θ)

)
+ L1

f [P0u(ξ, θ)]

(здесь и ниже знаком «̃» будем обо-
значать функции, вычисленные в точке
(u0(0, θ) + P0u, v0(0, θ), 0, θ, 0). Решение задачи
(19) можно записать в виде (см., например, [8]):

P1u(ξ, θ) = −
u1(0, θ)

Φ(0, θ)
Φ(ξ, θ)+

+ Φ(ξ, θ)

ξ∫

0

dξ1
Φ2(ξ1, θ)

ξ1∫

+∞

Φ(ξ2, θ)P1f(ξ2, θ)dξ2. (20)

Функция P2v определится из задачи:





∂2

∂ξ2
P2v = g(P0u(ξ, θ) + u0(0, θ), v0(0, θ), 0, θ, 0)−

−g(u0(0, θ), v0(0, θ), 0, θ, 0) = P2g(ξ, θ),

P2v(+∞, θ) = 0,
∂

∂ξ
P2v(+∞, θ) = 0,

(21)
решение которой находится двукратным интегриро-
ванием и имеет экспоненциальную оценку.

Процесс построения формальной асимптотики
может быть продолжен до произвольного порядка.
Функции Pkv определятся из задач:






∂2

∂ξ2
Pkv = Pkg(ξ, θ),

Pkv(+∞, θ) = 0,
∂

∂ξ
Pkv(+∞, θ) = 0,

где Pkg(ξ, θ) известны на каждом шаге. Решения
данных задач можно получить двукратным инте-
грированием виде, для них справедливы экспонен-
циальные оценки.

Функции регулярной части асимптотики опреде-
лятся из дифференциально-алгебраических систем,
аналогичных системе для u1, v1 (16). Разрешимость
этих задач также обеспечивается условием (A4).

Задачи для Pku можно записать в следующем ви-
де:





∂2

∂ξ2
Pku = f̃u(ξ, θ)Pku+ Pkf(ξ, θ),

Pku(0, θ) = −uk(0, θ), Pku(+∞, θ) = 0,
(22)

здесь также Pkf(ξ, θ) известно при всех 1 ≤ k ≤ n,
а решение может быть получено в виде, аналогич-
ном (20).

Таким образом можно определить все слагаемые
формальной асимптотики (7) до произвольного по-
рядка n. Из способа построения формальной асимп-
тотики следует, что частичная сумма порядка n
представления (7) Un(x, ε) и

Ṽn(x, ε) = Vn(x, ε) + εn+1Pn+1v(ξ, θ)+

+ εn+2Pn+2v(ξ, θ) (23)

удовлетворяют задаче (2) по невязке с точность
O(εn+1).

Отметим, что так как локальная система коорди-

нат определена лишь в δ̃-окрестности границы ∂D,
то для гладкого продолжения пограничных функ-
ций на всю область используется стандартная про-
цедура умножения погранслойной части асимпто-
тики на срезающую функцию (см, например, [7]).

Существование и асимптотическое
приближение решения стационарной задачи

Доказательство существования решения стацио-
нарной задачи основывается на известных теоремах
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о дифференциальных неравенствах (см., например,
[13]), для применения которых строятся так назы-
ваемые верхние и нижние решения. Дадим им опре-
деление.

Определение 1. Пары функций
(βu(x, ε), αu(x, ε)) и (βv(x, ε), αv(x, ε)), принад-
лежащие пространству C(D) ∩ C2(D) и удовле-
творяющие следующим условиям при достаточно
малых ε:

(B1) βu(x, ε) ≥ αu(x, ε) при x ∈ D,

(B2) Lf (βu, βv) ≤ 0 ≤ Lf(αu, αv) при x ∈ D,

(B3) βu(x, ε) ≥ h(x) ≥ αu(x, ε) при x ∈ ∂D,

а также аналогичным неравенствам для компонен-
ты v, называются соответственно верхними и ниж-
ними решениями задачи (2).

Строить данные функции будем согласно
асимптотическому методу дифференциальных
неравенств в следующем виде:

Uβn(x, ε) = Un(x, ε) + εn (µβu(x) + Pβu(ξ, θ)) ,

Vβn(x, ε) = Ṽn(x, ε) + εnµβv(x),

Uαn(x, ε) = Un(x, ε)− εn (µαu(x) + Pαu(ξ, θ)) ,

Vαn(x, ε) = Ṽn(x, ε)− εnµαv(x).
(24)

В представлении (24) Ṽn(x, ε) определена выраже-
нием (23), µβu(x) и µβv(x) — решения дифферен-
циально-алгебраической системы





−fu(x)µβu(x)− fv(x)µβv(x) = −A,

∆µβv − gu(x)µβu− gv(x)µβv = −B,

µβv|x∈∂D = δβv,

(25)

где A>0, B > 0 и δβv > 0 — некоторые постоянные.
Определим µαu(x) = −µβu(x) и µαv(x) = −µβv(x).

Имеет место следующий результат.
Лемма 1. При выполнении условий (A1),

(A3), (A4) дифференциально-алгебраическая си-
стема (25) имеет решение µβu(x) ≥ 0, µβv(x) ≥ 0.

Доказательство. Дифференциально-алгебраи-
ческая система (25) приводится к виду

µβu(x) = −
fv(x)

fu(x)
µβv(x) +

A

fu(x)
,






∆µβv =

[
gv(x) −

fv(x)

fu(x)
gu(x)

]
µβv+

+

(
gu(x)

fu(x)
A−B

)
,

µβv(x)|x∈∂D = δβv,

(26)

где

(
gu(x)

fu(x)
A−B

)
< 0 в силу условий (А1)

и (А3). В силу условия (А4) задача для µβv(x)
в (26) имеет положительное решение (см., напри-
мер, [9] and [10] (Теорема 3)). Из первого урав-
нения системы (26) очевидным образом следует,
что µβu(x) > 0.

Определим функцию Pβu из задачи:






∂2

∂ξ2
Pβu = f̃u(ξ, θ)Pβu+ Pβf(ξ, θ),

Pβu(0, θ) = δβu− µβu(x)|x∈∂D,

Pβu(+∞, θ) = 0,

(27)

где

Pβf(ξ, θ) = (f̃u(ξ, θ)− fu(0, θ))µβu(0, θ)+

+ (f̃v(ξ, θ)− fv(0, θ))µβv(0, θ)− Cue
−κuξ,

δβu > 0, Cu > 0 и κu > 0 — некоторые константы.

В силу оценок (15) можно выбрать такие Cu > 0
и κu > 0, что Pβf(ξ, θ) < 0. Выберем δβu так, что
Pβu(0, θ) > 0. Из явного представления Pβu(ξ, θ)

Pβu(ξ, θ) =
δβu− µβu(0, θ)

Φ(0, θ)
Φ(ξ, θ)+

+ Φ(ξ, θ)

ξ∫

0

dξ1
Φ2(ξ1, θ)

ξ1∫

+∞

Φ(ξ2, θ)Pβf(ξ2, θ)dξ2 (28)

следует положительность и экспоненциальное убы-
вание этой функции. Функцию Pαu(ξ, θ) определим
как Pαu(ξ, θ) = −Pβu(ξ, θ).

Из представления (24) следует упорядоченность
нижнего и верхнего решений и удовлетворение гра-
ничных неравенств. Проверка дифференциальных
неравенств проводится стандартным образом с уче-
том задач для формальной асимптотики и задач
для ее модификации.

Таким образом, построенные функции
(Uβn, Vβn), (Uαn, Vαn) являются верхним и нижним
решением для задачи (2). Из теорем сравнения
следует существование решения задачи (2), заклю-
ченного между нижним и верхним решениями. Из
представления этих функций (см. (24)) следует
теорема.

Теорема 1. Пусть выполняются условия
(A0)–(A4). Тогда при достаточно малом ε су-
ществует решение us(x, ε), vs(x, ε) задачи (2)
с пограничным слоем вблизи ∂D, для которого
построенные функции Un(x, ε), Vn(x, ε) являются
равномерным асимптотическим приближением
с точностью O(εn+1) при x ∈ D.

3. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ
УСТОЙЧИВОСТЬ СТАЦИОНАРНОГО

РЕШЕНИЯ

Доказательство асимптотической устойчивости
стационарного решения задачи (1) проводится по
схеме, предложенной в [14] (см. [6] и ссылки в этой
работе). Для этого используются верхнее и нижнее
решения для нестационарной задачи (1) в следую-
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щем виде:

uβn(x, t, ε) = us(x, ε) + (Uβn(x, ε)− us(x, ε)) e
−λt,

vβn(x, t, ε) = vs(x, ε) + (Vβn(x, ε) − vs(x, ε)) e
−λt,

uαn(x, t, ε) = us(x, ε)− (Uαn(x, ε)− us(x, ε)) e
−λt,

vαn(x, t, ε) = vs(x, ε)− (Vαn(x, ε) − vs(x, ε)) e
−λt.
(29)

Здесь us(x, ε) и vs(x, ε) — решения задачи (2),
λ = O(1) > 0 — произвольно выбранная постоян-
ная. Проверка соответствующих условий определе-
ния нижнего и верхнего решений задачи (1) прово-
дится стандартным образом (определение нижнего
и верхнего решений начально-краевой задачи для
параболической системы можно найти, например
в [13]). При этом легко устанавливается, что доста-
точная точность стационарных нижнего и верхнего
решений при n = 1. Из структуры верхнее и нижнее
решения для нестационарной задачи и единственно-
сти решения задачи (1) следует теорема.

Теорема 2. Пусть выполняются условия
(A0)–(A4). Тогда при достаточно малом ε ре-

шение (u(x, ε), v(x, ε)) задачи (1) асимптотически
устойчиво по Ляпунову, причем область притяже-
ния не менее (Uα1, Uβ1) × (Vα1, Vβ1). Это решение
также локально единственно как решение задачи
(2) в этой области.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе выявлены условия существо-
вания устойчивого по Ляпунову стационарного ре-
шения задачи (1) с помощью асимптотического ме-
тода дифференциальных неравенств. Данный ре-
зультат применим для обоснования моделей хими-
ческой кинетики и для построения оптимальных
численных методов их решения. Дальнейшее разви-
тие возможно в контексте других граничных усло-
вий и при рассмотрении задачи с переходными сло-
ями.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РНФ (грант № 23-11-00069).

[1] Butuzov V.F., Nefedov N.N., Schneider K.R. //
Journal of Mathematical Sciences. 121:1. 1973 (2004).

[2] Тихонов А.Н. // Матем. сб. 31(73):3 575 (1952).
[3] Васильева А.Б., Бутузов В.Ф. Асимптотические

разложения решений сингулярно возмущенных
уравнений. М.: Наука, 1973.

[4] Мельникова А.А., Дерюгина Н.Н. // Диффер. урав-
нения. 56:4. 475 (2020). (Melnikova A.A., Deryugi-

na N.N. // Differential Equations. 56:4. 462 (2020)).
[5] Мельникова А.А., Дерюгина Н.Н. // Вестн. Моск.

ун-та. Физ. Астрон. № 3. 48 (2018). (Melnikova A.A.,

Derugina N.N. // Moscow Univ. Phys. Bull. 73, N 3.
284 (2018)).

[6] Нефедов Н.Н. // Ж. вычисл. матем. и матем. физ.
61:12. 2074 (2021). (Nefedov N.N. // Computational
Mathematics and Mathematical Physics. 61:12. 2068
(2021)).

[7] Васильева А.Б., Бутузов В.Ф. Асимптотические

методы в теории сингулярных возмущений. М.:
Высшая школа, 1990.

[8] Бутузов В.Ф., Васильева А.Б., Нефедов Н.Н. //
Автоматика и телемеханика. 7. 4 (1997).

[9] Amann H. // SIAM review. 18:4 620 (1976).
[10] Calc N.P. // Proceedings of the American

Mathematical Society. 88, N 1. 47 (1983).
[11] Нефедов Н.Н., Дерюгина Н.Н. // ТМФ. Астроно-

мия. 212. 83 (2022). (Nefedov N.N., Deryugina N.N.

// Theoretical and Mathematical Physics. 212. 962
(2022)).

[12] Мельникова А.А. // Ж. вычисл. матем. и ма-
тем. физ. 59:7. 1184 (2019). (Melnikova A.A.

// Computational Mathematics and Mathematical
Physics. 59:7. 1131 (2019)).

[13] Pao C.V. Nonlinear Parabolic and Elliptic Equations.
New York: Plenum Press, 1992.

[14] Нефедов Н.Н. // Диффер. уравнения. 36:2. 262
(2000). (Nefedov N.N. // Differ.Uravn. 36 262 (2000)).
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In the paper, the existence of a stable stationary solution in a reaction-diffusion system with slow and
fast components in a two-dimensional spatial variable case is investigated. The theorem of the existence of a
stationary solution with boundary layers in the case of Dirichlet boundary conditions is proven, its asymptotic
approximation is constructed, and conditions for Lyapunov asymptotic stability of this solution are obtained.
The research is based on the asymptotic method of differential inequalities, applied to a new class of problems.
This result is practically important both for various applications described by similar systems and for the
application of numerical stationing methods when solving elliptical boundary value problems.
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