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В настоящей работе исследуется перенос излучения в средах с градиентами коэффициента
преломления. Выводятся асимптотики распределений интенсивности в окрестностях сингуляр-
ных направлений. Формулируются критические условия появления сингулярных распределе-
ний интенсивности в полях рассеянного излучения в среде. Показывается, что сингулярные
радиационные поля в таких средах могут порождаться в том числе несингулярными конфигу-
рациями источников излучения. Проверка полученных результатов проводится непосредствен-
ным сравнением с результатами численных расчетов методом статистического моделирования
Монте–Карло.
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ВВЕДЕНИЕ

Особенности пространственного и углового рас-
пределений интенсивности и поляризации [1–3] яв-
ляются важными физическими характеристиками
диффузных волновых полей, которые являются
предметом исследования теории переноса излуче-
ния. Кроме того, при практических расчетах пере-
носа излучения в средах эти особенности нарушают
работу численных расчетных схем, не приспособ-
ленных специально для этих случаев [4–6]. В свя-
зи с этим эти особенности необходимо регуляризо-
вать [5–7], особенно в средах с сильно анизотроп-
ным рассеянием [8]. По этим причинам сингулярно-
сти играют важную роль в теории переноса излу-
чения и представляют значительный интерес для
исследования. Несмотря на это, в настоящее время
опубликовано сравнительно немного работ по этой
теме. Во многих численных исследованиях перено-
са излучения эти особенности аподизируются [6, 9]
или просто игнорируются [4, 9].

Гермогенова [2] изучила и классифицировала осо-
бенности нескольких основных типов источников
излучения, в том числе точечных мононаправлен-
ных (TM), точечных изотропных (ТИ), плоских мо-
нонаправленных (ПМ) и некоторых других [7]. Как
следует из ее исследований, особенности яркости
однозначно связаны с соответствующими особен-
ностями функций источника излучения. Согласно
Гермогеновой операторы рассеяния и распростра-
нения поля обладают сглаживающими свойствами,
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так что изучаемые там особенности поля проявля-
ются только в низких порядках рассеяния и сглажи-
ваются с каждым последующим актом рассеяния.
Источник ТМ создает наиболее сложную структу-
ру поля в рассеивающей среде. Особенности этого
поля проявляются в трех низших порядках рассея-
ния. Однократно рассеянное излучение источника
TM более подробно изучено в [1, 3]. В этих рабо-
тах получены явные выражения для яркости в пря-
мом и обратном направлениях, учитывающие осо-
бенности. Позже было показано [10], что особенно-
сти в передней и задней полусферах симметричны,
и установлено отношение эквивалентности, спра-
ведливое для произвольного порядка рассеяния.

Градиенты показателя преломления в рассеива-
ющей среде требуют соответствующей модифика-
ции уравнения переноса излучения [11–13]. К та-
ким средам относится космическая и звездная плаз-
ма [14–16], где показатель преломления вблизи
плазменной частоты может изменяться в широ-
ких пределах. Рассеяние электромагнитных волн
в плазме с флуктуациями вызывает значитель-
ный исследовательский интерес в связи с много-
численными научными и практическими приложе-
ниями [11, 17]. Теория переноса излучения, пер-
воначально предложенная для оптического излу-
чения в среде дискретных частиц, затем была
адаптирована для радиоволн в флуктуирующей
плазме с непрерывным распределением электрон-
ной плотности [12, 18]. Например, эффект уси-
ления когерентного обратного рассеяния, играю-
щий сейчас большую роль в оптических исследо-
ваниях, был впервые предсказан при исследова-
нии обратного рассеяния в плазме применительно
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к моностатическому радиолокационному зондиро-
ванию [19].

Кроме того, в настоящее время активно изуча-
ются и разрабатываются и получают широкое при-
менение искусственные диэлектрические и оптиче-
ские материалы с заданными свойствами, в том
числе с градиентами преломления [20]. В част-
ности, исследуются и разрабатываются покрытия
с непрерывно изменяющимся показателем прелом-
ления для эффективного поглощения и испускания
теплового излучения [21, 22]. В таких средах мо-
гут возникать сингулярности яркости диффузных
полей излучения без соответствующих сингулярно-
стей в исходных функциях источников излучения.
Такие особенности возникают из-за кривизны тра-
екторий лучей и могут формироваться рассеянным
излучением сколь угодно высокого порядка [23].

Соловьев в своих работах [24, 25] исследовал, как
лучевые каустики, образующиеся в преломляющей
среде, частично разрушаются при рассеянии. В от-
личие от него в работе [23] показано, как в поле
рассеянного излучения могут формироваться осо-
бенности яркости, отсутствующие в функциях ис-
точников. Целью настоящей работы является иссле-
дование особенностей более общего вида.

1. ИСХОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ

1.1. Уравнение переноса излучения

в преломляющей среде

Скалярное уравнение переноса излучения (УПИ)
в среде с неоднородным пространственным распре-
делением показателя преломления [13]

d

ds

(

L

n2

)

+
εL

n2
=

S

n2
+

e

n2
, (1)

где

S(r,Ω) =
Λε

4π

∮

L(r,Ω′)x(Ω,Ω′) dΩ′ (2)

— интеграл рассеяния, e(r,Ω) — функция источ-
ника УПИ, L(r,Ω) — яркость, x(Ω,Ω′) — фа-
зовая функция, n(r) — показатель преломления,
ε = µa + µs — объемный коэффициент экстинк-
ции, Λ = µs/ε — альбедо однократного рассея-
ния, µa и µs — объемные коэффициенты поглоще-
ния и рассеяния, s — длина пути излучения по
траектории луча, Ω = {µx, µy, µz} — единичный
вектор направления излучения, µx = cosφ sin θ,
µy = sinφ sin θ, µz = cos θ — направляющие косину-
сы, θ и φ — полярный и азимутальный углы в сфе-
рической системе координат. Здесь и далее предпо-
лагается, что µa, µs и ε постоянны во всей среде.
Кроме того, в связи с дальнейшим использовани-
ем диффузионного приближения мы предполагаем,
что µs >> µa.

Решение уравнения (1) может быть представлено
в виде интеграла вдоль траектории луча в прелом-

ляющей среде: [23]

L

n2
=

∞
∫

s0

e−εs′ S(r(s
′),Ω(s′)) + e(r(s′),Ω(s′))

n2(s′)
ds′ ,

(3)
где длина пути s по траектории луча отсчитывается
от точки наблюдения против излучения, т.е. µ0 —
косинус полярного угла направления визирования.

Следуя [26–28], вычислим интеграл рассеяния S
в диффузионном приближении. Это означает, что
мы находим решение уравнения диффузии фотонов
для данной конфигурации источников излучения,
вычисляем интеграл рассеяния S для этого реше-
ния и подставляем его в формальное решение УПИ
(3). После этого мы используем методы асимптоти-
ческого разложения, чтобы получить простое при-
ближенное выражение для яркости вблизи сингу-
лярного направления.

1.2. Уравнение диффузии фотонов

в преломляющей среде

Уравнение диффузии фотонов в среде с градиен-
том рефракции [13] записывается в виде

−∇
(

Dn2∇φ(r)

n2

)

+ µaφ(r) = E(r) , (4)

где

E(r) =

∮

4π

e dΩ (5)

— локальная интенсивность всех источников в сре-
де e(r,Ω), усредненная по всей сфере направлений
[13],

φ(r) =

∮

4π

L(r,Ω) dΩ (6)

— актинический поток. В уравнении (4) n(r) — по-
казатель преломления среды, D — коэффициент
диффузии,

D =
1

3(µa + (1− g)µs)
, (7)

g — параметр асимметрии рассеяния (косинус сред-
него угла рассеяния) [29]. Согласно [13, 29] яркость
L(r,Ω) в диффузионном приближении равна:

L(r,Ω) =
1

4π
φ(r) +

3

4π
(J ·Ω) , (8)

где поток излучения J(r) в стационарном диффуз-
ном поле равен [13]:

J(r) = −D∇φ(r) +
2D

n(r)
φ(r)∇n(r) . (9)
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В частном случае одномерных задач
L(r,Ω) = L(z,Ω), поэтому поток J(z) = Jz есть

J(z) = −D
∂

∂z
φ(z) +

2D

n(z)
φ(z)

∂

∂z
n(z) (10)

и

L(z,Ω) =
1

4π
φ(z) +

3

4π
Jµz . (11)

1.3. Модель среды

Рассмотрим плоскослоистую полубесконечную
(z > 0) среду с экспоненциальным плоскослоистым
распределением коэффициента преломления

n(z) = n(0)eγz, (12)

т.е. γ = ∂ lnn(z)/∂z = const. В данной работе иссле-
дуем функцию источников вида

e(r,Ω) = e0(Ω) e−bz zβ , (13)

где b > 0 — постоянный коэффициент.

1.4. Интегральное представление решения

уравнения диффузии фотонов через функцию

Грина

В общем случае наклонного падения решение
уравнения диффузии фотонов φ(z) выражается че-

рез функцию Грина

φ(z) =

∞
∫

0

G(z, z′)E(z′) dz′ . (14)

Функция Грина одномерного уравнения диффу-
зии фотонов G(z, z′) является решением уравне-
ния:

µaG(z, z′)+2γD
d

dz
G(z, z′)−D

d2

dz2
G(z, z′) = δ(z − z′) ,

(15)
удовлетворяющим граничным условиям

G(−z0, z
′) = 0 , (16a)

G(+∞, z′) < ∞ , (16b)

где z0 — длина экстраполяции граничного условия
[29].

Общее решение однородного уравнения (15) запи-
сывается в виде

G(z, z′) = C1 exp
(

γz − z
√

γ2 + µa/D
)

+

+ C2 exp
(

γz + z
√

qγ2 + µa/D
)

. (17)

Будем искать функцию Грина краевой задачи для
уравнения (15) с граничными условиями (16a),
(16b) в виде линейной комбинации базисных реше-
ний однородного уравнения (15) [30]:

G(z, z′) =







C1(z
′) exp

(

γz − z
√

γ2 + µa/D
)

+ C2(z
′) exp

(

γz + z
√

γ2 + µa/D
)

, z1 < z < z′ < z2,

C3(z
′) exp

(

γz − z
√

γ2 + µa/D
)

+ C4(z
′) exp

(

γz + z
√

γ2 + µa/D
)

, z1 < z′ < z < z2.
(18)

Функция Грина (18) удовлетворяет краевым
условиям задачи (16a), (16b) и условиям сшивки
при z = z′

G(z, z′) = G(z′, z) , (19)

∂G(z, z′)|z→z′+0 − ∂G(z, z′)|z→z′−0 = 1/D . (20)

Подставляя функцию источников уравнения
диффузии фотонов (5), соответствующую функции
источников УПИ (13), в интегральное представле-
ние (14), получим соответствующее решение урав-
нения диффузии фотонов φ(z). C его помощью по
формулам раздела (1.2) получим выражение для
яркости (8) и интеграла рассеяния (2). Схематиче-
ское эскизное изображение графика соответствую-
щей подынтегральной функции показано на рис. 1.
Как следует из графика, при z = z′ имеет место
негладкий максимум подынтегральной функции.
Исследуя известными методами [31, 32] его асимп-
тотику на больших глубинах z → ∞, можно пока-
зать, что главная асимптотика правой части УПИ
(1) с точностью до множителя, зависящего от на-
правления, совпадает с функцией источников (13)

и определяется ею. Вследствие формул (3) асимпто-
тика сингулярности углового распределения интен-
сивности (42) также полностью определяется функ-
цией источников УПИ (13). Поэтому дальнейшее
исследование сводится к анализу интегрального
представления решения (3) фактически без учета
интеграла рассеяния S(r(s′),Ω(s′)) для одной лишь
только функции источников e(r(s′),Ω(s′)) (13).

1.5. Уравнения геометрической оптики

в плоскослоистой преломляющей среде

Траектории лучей в плоскослоистой преломляю-
щей cлоистой среде подчиняются закону Снелли-
уса:

n(z) sin θ = n0 sin θ0 = const (21)

(здесь и далее индекс «0» обозначает значения в на-
чальной точке луча). Из дифференциальных урав-
нений луча

dz = µzds (22)
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γr
π/4 π/2

γz

0

-1

-2

Рис. 1. (В цвете онлайн) Семейства взаимно ортогональ-
ных лучевых траекторий (31) и (35)

для распределения показателя преломления (12),
рассматриваемого здесь вместе с (21),

dr =
√

1− µ2
z ds . (23)

φ = const , (24)

вместе с (21) для рассматриваемого здесь распреде-
ления показателя преломления (12), получаем урав-
нения лучей в параметрической форме

γ(z − z0)=ln

(

1 + µ0

2
eγ(s−s0) +

1− µ0

2
e−γ(s−s0)

)

,

(25)

γr = 2 arctg

(

eγ(s−s0)

√

1 + µ0

1− µ0

)

−

− 2 arctg

(
√

1 + µ0

1− µ0

)

, (26)

где µz(s) = dz/ds, z0 = z(s0) — начальная точка
траектории луча, а µ0 = µz(z0) — соответствующее
значение направляющего косинуса в этой началь-
ной точке.

Разрешая уравнение (25) относительно длины пу-
ти луча s получаем

γ(s− s0) = ln

(

eγz ±
√

µ2
0 + e2γ(z−z0) − 1

µ0 + 1

)

. (27)

Полагая µ = 0, находим точку поворота луча

(zturn − z0) =
ln(1 − µ2

0)

2γ
. (28)

Легко показать, что локальный радиус кривизны
траектории луча в произвольной ее точке равен

R =
1

γ
√

1− µ2
. (29)

Когда в какой-то точке луча R ≫ l, тогда кри-
визной луча в этой точке можно пренебречь, т.е.
ход луча можно локально аппроксимировать пря-
мой линией.

Аналогично, разрешая относительно s уравнение
(26) для горизонтального смещения луча, получим

γ(s−s0) = ln





√
1− µ0 tg

(

γr
2 + arctg

(√
µ0+1√
1−µ0

))

√
µ0 + 1



 .

(30)
Подставляя (30) в (25) и полагая µ0 = 0, получим

уравнение траектории луча в непараметрической
форме:

γ(z − z0) = − ln cos γr . (31)

Найдём уравнения кривых, всюду нормальных
к семейству лучевых траекторий (31). Производные
(25) и (26) по параметру s соответственно равны:

dz

ds
= sin γr , (32)

и

dr

ds
= cos γr . (33)

Следовательно, таким образом, кривые искомого
семейства, всюду ортогональные к (31), удовлетво-
ряют уравнению

dz

dr
= − ctg γr , (34)

решение которого с точностью до произвольной ад-
дитивной константы выражается формулой

γ(z − z0) = − ln sin γr . (35)

Нетрудно заметить, что (35) также является
уравнением траектория луча в среде с другими
начальными условиями. Ортогональные друг дру-
гу семейства лучевых траекторий (31) и (35) вме-
сте определяют систему ортогональных координат
в полосе 0 ≤ γr ≤ π/2 (рис. 2).

1.6. Асимптотика сингулярной интенсивности

вблизи нормали к поверхности границы

Мы ожидаем, что подынтегральная функция
в (3) будет возрастать до точки поворота траек-
тории луча, если отрицательный градиент показа-
теля преломления достаточно силен. Его окрест-
ность вносит определяющий вклад в интеграл, т.
е. определяет асимптотическое поведение наблюда-
емой интенсивности. Эти качественные соображе-
ния можно формализовать.

Как показано в [23], при достаточно сильном
отрицательном градиенте показателя преломления
среды γ < 0 определяющий вклад в интеграл (3)
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z

z’

Рис. 2. (В цвете онлайн) Схематическое эскизное изоб-
ражение графика подынтегральных функций в инте-
гральном представлении решения уравнения диффу-
зии фотонов (14). Жирная кривая — функция Грина
G(z, z′) (18), тонкие кривые — различные функции ис-
точников уравнения диффузии фотонов E(z′)

вносит окрестность точки поворота луча. Это поз-
воляет записать интегральное представление ре-
шения в виде интеграла Лапласа и исследовать
его асимптотику с помощью известных приёмов.
Без ограничения общности объемный коэффициент
ослабления в среде положим равным единице ε = 1.

Подставим параметрическое решение (25) для
z(s) в формулу (3) с функцией источника (13) и за-
пишем его в виде интеграла Лапласа [31, 32]

L =

∫

eΦ(s) f(s) ds , (36)

где f(s) — функция, меняющаяся гораздо медлен-
нее, чем eΦ(s).

В рассматриваемом здесь случае в интеграле (2)

Φ(s) = ln

(

e−s

(

1

2
e−sγ(1 − µ0) +

1

2
esγ(µ0 + 1)

)− b
γ
−2
)

, (37)

f(s) = zβ(s). Можно показать, что при условии

γ < −1 + b

2
(38)

Φ(s) достигает своего максимального значения во
внутренней точке области интегрирования. Это
максимальное значение бесконечно растет, когда
µ0 приближается к единице. В противном случае,

когда показатель показателя преломления γ пре-
вышает свое критическое значение (38), подынте-
гральная функция интеграла Лапласа (36) дости-
гает максимума в начальной точке области инте-
грирования s = 0 и ограничена для любого µ0.
Из условия Φ′(s) = 0 можно найти точку максиму-
ма s∗:

exp(2γs∗) =
−
(

µ2
0 − 1

)

b2 − 4γ
(

µ2
0 − 1

)

b+ 4γ2 − 4γ2µ2
0 + µ2

0 − 1

(b + 2γ + 1)2(µ0 + 1)2
. (39)

Вторая производная от Φ(s) в точке максимума
s∗ соответственно равна:

Φ′′(s∗) = −γ(b+ 2γ − 1)(b + 2γ + 1)

b+ 2γ
. (40)

Нетрудно заметить, что она не зависит от направ-
ления косинуса µ0 в конце траектории (3). Аппрок-
симация Φ(s) вблизи s∗ квадратичной функцией да-
ет приближенное асимптотическое значение инте-
грала (3) [31, 32]:

L ≈ 1
√

2πΦ′′(s∗)
exp(Φ(s∗))f(s∗) . (41)

Это выражение, в свою очередь, можно разложить
в ряд по степеням µ0 в особой точке µ0 = −1. Глав-
ная асимптотика этого ряда имеет вид:

L(µ0) ∝ (1− µ0)
−1− 1+b

2γ lnβ(1 − µ0) ≡
≡ (1 − µ0)

α lnβ(1− µ0) . (42)

В частности, когда b = 1 (коллимированное из-
лучение, нормально падающее на границу полубес-

конечной слоистой среды) и b = 0 (тепловое излу-
чение изотермической поглощающей среды), пока-
затель степени особенности α равен α = 1 − γ−1

и α = 1 − γ−1/2 соответственно. При невыполне-
нии условия (38) не выполняется, асимптотическое
разложение интеграла (36) определяется вкладом
граничной точки области интегрирования в s и осо-
бенностей нет. Следует отметить, что коэффициент
b− = γ −

√

γ2 + µa/D в решении уравнения одно-
родной диффузии фотонов никогда не удовлетворя-
ет критическому условию (38). Поэтому диффузное
излучение не образует сингулярного распределения
интенсивности.

1.7. Особый случай

Отдельный особый интерес представляет специ-
альный случай:

2γ = −(1 + b) . (43)

В этом случае дополнительный множитель zβ

должен быть включен в фазовую функцию инте-
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грала

S(s) = −s− bz(s)− 2γz(s) + β ln z(s) . (44)

Производная фазовой функции тогда оказывает-
ся равной

−β(1 + b)(−1 + t+ µ0 + tµ0)− 4(1− µ0) ln p

2(1 + t− µ0 + tµ0) ln p
, (45)

где t = e2γs,

p =
1 + t− µ0 + tµ0

2
√
t

. (46)

Приравнивая производную (45) нулю, получаем
уравнение относительно s для определения стаци-
онарной точки подынтегральной функции. В дан-
ном случае уравнение получается трансцендент-
ным и его решение в элементарных функциях невоз-
можно. Анализ данного случая, в т.ч. решение это-
го уравнения, выходит за рамки настоящего иссле-
дования.

2. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Сингулярные распределения интенсивности мо-
делировались численно методом Монте–Карло. Ис-
пользованный для этого алгоритм ранее применял-
ся в [27, 28]. Однако исследованные там поля из-
лучения не были сингулярными, так как критиче-
ское условие (38) не выполнялось. Для расчета бы-
ла выбрана функция рассеяния Рэлея. Поглощени-
ем в среде и поляризацией излучения пренебрегали.

Для регуляризации расчета вычислялось число
фотонов N(µ), вышедших из среды через границу
в пределах узкого конуса направлений −µz < −µ:

N(µ) ∝
1
∫

µ0

L(0, µ)µ dµ . (47)

Для функции источников со степенным множите-
лем zβ (13) интегрирование сингулярного распреде-
ления интенсивности (42) может быть произведено
по частям. Полагая ν = (1 − µ), получим:

∫

να lnβ ν dν = να+1 lnβ ν −
∫

να+1

α+ 1
β lnβ−1 ν dν ,

(48)
т.е. интегрирование по частям позволяет понизить
степень логарифма в подынтегральной функции на
единицу. Повторяя интегрирование по частям, по-
лучим бесконечный ряд слагаемых с различными
степенями ln ν. Очевидно, что главную асимптоти-
ку интегрального числа фотонов N(µ) в нуле опре-
деляет первое слагаемое (48) с наибольшим β и наи-
меньшим α, т.е.

N(µ) ∝ (1 − µ)α+1 lnβ(1− µ) . (49)
В общем случае интегрирование сингулярно-

го распределения интенсивности (42) приводит
к неполной гамма-функции:

∫

να lnβ ν dν = −Γ(β+1,−(α+1) ln(ν)) lnβ+1(ν)×

× (−(α+ 1) ln(ν))−β−1. (50)

Для некоторых частных значений показателя сте-
пени β логарифма ln ν в (42) интегрирование при-
водит к сумме конечного числа слагаемых. Так,

∫

να ln ν dν =
να+1((α + 1) ln(ν) − 1)

(α + 1)2
, (51a)

∫

να ln2 ν dν =
να+1

(

(α+ 1)2 ln2(ν) − 2(α+ 1) ln(ν) + 2
)

(α+ 1)3
, (51b)

∫

να ln3 ν dν =
να+1

(

(α+ 1)3 ln3(ν)− 3(α+ 1)2 ln2(ν) + 6(α+ 1) ln(ν) − 6
)

(α+ 1)4
, (51c)

∫

να ln1/2 ν dν =
να+1 ln

1
2 (ν)

α+ 1
−

√
π erfi

(√
α+ 1 ln

1
2 (ν)

)

2(α+ 1)3/2
. (51d)

На рис. 3, 4 показаны результаты численно-
го расчета углового распределения интенсивно-
сти в окрестности особенности µ = 1. Сплош-
ные кривые — статистическое моделирование мето-
дом Монте–Карло. За исключением особого случая
2γ = −(1 + b) ( рис. 4) проведено сравнение с полу-
ченными в работе асимпотическими выражениями
(пунктирные и штрихпунктирные кривые — асимп-

тотические оценки (49) и (51) соответственно.
На рис. 4 представлены результаты численного

моделирования особого случая (43). Можно заме-
тить усиление сингулярности с ростом показателя
степени β в функции источников (13).

На представленных графиках можно отметить
качественное соответствие результатов численного
расчета и приближенных аналитических моделей.
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Рис. 3. Интегральное число фотонов N(µ) (47). Что-
бы показать все кривые на одном графике, каждая
из них нормирована на произвольную константу. Зна-
чения логарифмической производной показателя пре-
ломления −γ/ε показаны числами при каждой кривой
соответственно
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Рис. 4. Особый случай (43). Интегральное число фо-
тонов N(µ) (47). Чтобы показать все кривые на одном
графике, каждая из них нормирована на произволь-
ную константу. Значения показателей степени β пока-
заны числами при каждой кривой соответственно

Видимые расхождения следует объяснить упроще-
ниями и огрублениями расчета, неоднократно допу-
щенными здесь при выводе асимпотик.

3. ВЫВОДЫ И ЗАМЕЧАНИЯ.

Исследованы пространственно угловые распреде-
ления интенсивности диффузных волновых полей
в средах с градиентами коэффициента преломле-
ния.

Показано, что сингулярные радиационные поля
в таких средах могут порождаться в том числе
несингулярными конфигурациями источников из-
лучения. Получены и исследованы приближенные

аналитические выражения для распределений ин-
тенсивности в окрестностях сингулярных направле-
ний. Сформулированы критические условия появ-
ления сингулярных распределений интенсивности
в полях рассеянного излучения в среде. Проведена
проверка полученных результатов непосредствен-
ным сравнением с результатами численных расче-
тов методом статистического моделирования.

Работа выполнена с использованием оборудова-
ния Центра коллективного пользования сверхвысо-
копроизводительными вычислительными ресурса-
ми МГУ имени М. В. Ломоносова [33].

Настоящее исследование частично поддержано
грантом РНФ № 22-27-00396.
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