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В работе предложен универсальный способ проведения вычислений в рамках обобщенной
статистики, порождаемой параметрическими энтропиями Тсаллиса, Реньи и Шарма–Миттала.
Суть метода заключается в использовании вспомогательного гамма-распределения, параметры
которого соответствуют тому или иному варианту статистики. Выведены соотношения, позво-
ляющие выразить обобщенную статистическую сумму и среднюю энергию через канонические
величины. На примере статистики Реньи продемонстрирована эффективность предложенного
метода. Получено распределение Максвелла–Реньи и рассчитаны его характеристики, на осно-
ве которых были выдвинуты предположения о возможной природе обобщающего параметра.
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ВВЕДЕНИЕ

Обобщенные распределения, возникающие в ре-
зультате применения принципа Джейнса к энтро-
пиям Реньи, Тсаллиса и Шарма–Миттала, позво-
ляют выйти за рамки привычной экспоненциаль-
ной зависимости и получить, к примеру, степенную
форму кривой распределения вероятностей. Одна-
ко подобного рода обобщениям экспоненциально-
го распределения сопутствует усложнение вычисле-
ний всевозможных средних характеристик описы-
ваемых случайных величин, которое возникает вви-
ду отсутствия у обобщенных функций распределе-
ния удобных свойств факторизации и дифференци-
руемости экспоненты. Тем самым естественным об-
разом появляется потребность в упрощении прове-
дения расчетов в задачах, рассматриваемых в рам-
ках обобщённой статистики, а также в получении
нового, удобного метода вычислений обобщённых
статистических сумм.

В настоящей работе предлагается универсаль-
ный способ проведения вычислений, предполагаю-
щих усреднение по распределениям Реньи, Тсалли-
са и Шарма–Миттала, который заключается в ис-
пользовании вспомогательного гамма-распределе-
ния, параметры которого выбираются в соответ-
ствии с видом того или иного варианта обобщён-
ного распределения. В работе продемонстрирова-
ны преимущества предлагаемого метода перед пря-
мым вычислением различного рода средних вели-
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чин, а именно возможность сведения поставленной
задачи к уже решенной, а также простота полу-
чения и наглядность условий сходимости рассчи-
тываемых интегралов. В качестве примера приме-
нения предлагаемого метода проведения вычисле-
ний будут получены характеристики идеального
газа, рассматриваемого в контексте обобщенных
статистик, которые позволят записать обобщённое
распределение Максвелла по скоростям.

1. ОБОБЩЁННАЯ СТАТИСТИКА

Согласно энтропийному подходу к выводу ста-
тистических распределений, также известному как
принцип максимума энтропии [1, 2], форма рас-
пределения вероятностей или плотности вероятно-
сти напрямую зависит от вида порождающего его
функционала энтропии, а также от дополнитель-
ных условий, накладываемых на распределение.
Так, например, если мерой неопределенности рас-
пределения вероятностей P = (p1, p2, . . . , pn) слу-
жит энтропия Шеннона [3]

S(S)(P ) = −

n
∑

i=1

pi ln pi, (1)

а статистическая система имеет известное значение
среднего 〈ξ〉 некоторой случайной величины ξ, при-
нимающей в каждом из n состояний системы опре-
деленное значение ξi, что накладывает на распре-
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деление P условия

n
∑

i=1

piξi = 〈ξ〉,

n
∑

i=1

pi = 1, (2)

то распределением, которое характеризует описан-
ную систему и не несет в себе никакой дополнитель-
ной информации о ней, кроме уже учтённой, явля-
ется экспоненциальное распределение вида

pi =
e−βξi

Zc
, Zc(β) =

n
∑

i=1

e−βξi , (3)

где β – множитель Лагранжа из задачи максими-
зации функционала (1) с условиями (2). Значение
данного параметра определяется решением уравне-
ния

〈ξ〉 =
n
∑

i=1

ξi
e−βξi

Zc
. (4)

При рассмотрении задач равновесной статистиче-
ской физики данные соотношения принимают вид
канонического распределения Гиббса:

p
(G)
i =

e−βEi

Zc
, Zc(β) =

n
∑

i=1

e−βEi , (5)

где параметр β определяется решением уравнения

U =

n
∑

i=1

Ei
e−βEi

Zc
. (6)

Важно отметить, что, подставив записанное экспо-
ненциальное распределение в выражение (1) и трак-
туя полученную величину как термодинамическую
энтропию, нетрудно убедиться, что между множи-
телем Лагранжа β и термодинамической темпера-
турой θ ≡ kBT имеет место простая связь

β =
1

θ
. (7)

Таким образом, в рассматриваемом подходе прин-
цип Джейнса делает энтропию центральным объек-
том статистической теории, предоставляет возмож-
ность альтернативного вывода распределения Гибб-
са, а также дает массу возможностей для получе-
ния качественно новых статистических распределе-
ний.

Логично ожидать, что измененное выражение
для энтропии будет обеспечивать измененную фор-
му распределения. Однако важно помнить, что

все возможные альтернативные выражения для эн-
тропии обязаны соответствовать главному требова-
нию: энтропия должна представлять собой меру
неопределенности информации о системе.

Такими альтернативными вариантами меры
неопределенности являются энтропия Реньи [4]

S(R)(P ) =
1

1− q
ln

n
∑

i=1

pqi , q ∈ R>0, q 6= 1; (8)

энтропия Тсаллиса [5]

S(T )(P ) =
1

1− q

(

n
∑

i=1

pqi − 1

)

при условии q ∈ R>0, q 6= 1

(9)

и энтропия Шарма–Миттала [6, 7]

S(SM)(P ) =
1

1− r





(

n
∑

i=1

pqi

)

1−r
1−q

− 1



 ,

q, r ∈ R>0, q 6= 1 6= r, q 6= r,

(10)

которые обобщают привычную энтропию Шеннона

lim
r→1

S(SM) = S(R), lim
r→q

S(SM) = S(T ),

lim
q→1

S(R,T ) = S(S)
(11)

и широко используются в различных областях нау-
ки [8–16].

Ключевой особенностью обобщенных энтропий
является их математическая структура, дающая
возможность получения степенных распределений,
характерных для многих сложных статистических
систем [17–21]. Чтобы записать соответствующие
распределения, применим принцип максимума эн-
тропии, потребовав от искомых распределений обес-
печение заданного среднего значения энергии и еди-
ничную нормировку:

n
∑

i=1

piEi = U,
n
∑

i=1

pi = 1. (12)

Тогда, решив задачу на условный экстремум функ-
ционалов (8), (9), (10), получим соответствующие
распределения вероятностей, которые могут быть
записаны в унифицированном виде:

p
(E)
i =

1

Z(E)

(

1−
q − 1

q
β(E) (Ei − U)

)
1

q−1

, Z(E) =

n
∑

i=1

(

1−
q − 1

q
β(E) (Ei − U)

)
1

q−1

,

β(E) =











β(SM)(r, q) = β ·
(

Z(SM)
)r−1

при E = SM (Шарма–Миттал),

β(T )(q) = β ·
(

Z(T )
)q−1

при E = T (Тсаллис),

β(R) = β при E = R (Реньи)

,

(13)
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где для каждого из вариантов энтропий множитель
β определяется решением уравнения

U =

n
∑

i=1

Ei p
(E)
i (β). (14)

Стоит отметить, что форма получаемого распре-
деления зависит не только от выражения для эн-
тропии; важную роль также имеет вид наложен-
ных условий. Так, например, распространенным ва-
риантом усреднения, принятым в так называемой

q-статистике, служит усреднение по сопровождаю-
щему распределению, которое в случае среднего по
энергии имеет вид:

n
∑

i=1

Ei
pqi

∑n
j=1 p

q
j

= U. (15)

В случае такой формы выражения для среднего
значения энергии и единичной нормировки распре-
деления процедура максимизации функционалов
энтропии (8), (9), (10) приводит к распределениям
вида:

p̃
(E)
i =

1

Z̃(E)

(

1− (1− q)β̃(E) (Ei − U)
)

1
1−q

, Z̃(E) =

n
∑

i=1

(

1− (1− q)β̃(E) (Ei − U)
)

1
1−q

,

β̃(E) =



















β̃(SM)(r, q) = β̃ ·
(

Z̃(SM)
)r−1

при E = SM (Шарма–Миттал),

β̃(T )(q) = β̃ ·
(

Z̃(T )
)q−1

при E = T (Тсаллис),

β̃(R) = β̃ при E = R (Реньи),

,

(16)

где параметр β̃ определяется уравнением, возника-
ющим в результате подстановки распределения (16)
в условие (15).

Нетрудно убедиться, что представленные распре-
деления (13) и (16) в самом деле обобщают распре-
деление Гиббса:

lim
r→1

p
(SM)
i = p

(R)
i , lim

r→q
p
(SM)
i = p

(T )
i ,

lim
q→1

p
(R,T )
i = p

(G)
i ,

lim
r→1

p̃
(SM)
i = p̃

(R)
i , lim

r→q
p̃
(SM)
i = p̃

(T )
i ,

lim
q→1

p̃
(R,T )
i = p

(G)
i .

(17)

Данный факт является следствием того, что все
рассматриваемые семейства обобщенных энтропий
включают в себя энтропию Шеннона, которая до-
стигает своего максимума на экспоненциальном
распределении.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНОЕ
ГАММА-РАСПРЕДЕЛЕНИЕ

Распределения p̃i
(E) могут быть получены

и иным путем. Например, в работе [22] выраже-

ние для распределения Тсаллиса p̃i
(T ) возникает

в результате усреднения экспоненциального рас-
пределения по гамма-распределению:

f(x; γ, δ) =
1

Γ(γ)
δγ xγ−1e−xδ, x > 0, γ, δ > 0,

(18)
для случайной величины x, которая фигурирует
в исходном экспоненциальном распределении. Дру-
гим примером служит статья [23], в которой авто-

ры выводят распределение Реньи p̃i
(R), рассматри-

вая задачу о системе, испытывающей флуктуации

температуры. В этой задаче гамма-распределение,
по которому в дальнейшем усредняется экспоненци-
альное распределение Гиббса, возникает естествен-
ным образом как решение кинетического уравнения
Фоккера–Планка и представляет собой плотность
распределения значений обратной температуры

f
(

x; γ,
γ

b

)

=
1

Γ(γ)

(γ

b

)γ

xγ−1e−x γ
b , (19)

где параметр b является обратной величиной к сред-
ней температуре системы.

Уточним данный подход. Рассмотрим ненормиро-
ванное экспоненциальное распределение вида

di = e−x(Ei−U), (20)

в котором величина U не зависит от x. Тогда, усред-
нив di по гамма-распределению (19), мы получим

d̄i ≡

∞
∫

0

f
(

x; γ,
γ

b

)

di(x) dx =

=
1

Γ(γ)

∞
∫

0

yγ−1e−y(1+ b
γ
(Ei−U)) dy =

=

(

1 +
b

γ
(Ei − U)

)−γ

. (21)

После нормировки

d̄i 7−→
d̄i

∑n
j=1 d̄j

=

(

1 + b
γ (Ei − U)

)−γ

∑n
j=1

(

1 + b
γ (Ej − U)

)−γ (22)

становится очевидно, что при соответствующих зна-
чениях параметров γ = (q − 1)−1, b = β̃(E) получен-
ное выражение представляет собой распределение
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p̃i
(E), для которого параметр U задается условием

(15).
Данный новый подход к записи обобщенных рас-

пределений открывает множество возможностей
при решении задач на вычисление обобщённой ста-
тистической суммы, установления связи между U
и β, а также при расчете всевозможных средних
значений случайных величин, так как позволяет
воспользоваться удобными свойствами исходного
экспоненциального распределения (20).

Заметим, что установленный альтернативный
способ выражения распределений подходит лишь
к одному из вариантов обобщенных статистик и не
дает возможности получения распределений (13).
Поэтому возникает естественный вопрос: существу-
ет ли такое вспомогательное распределение, по-
добное (19), которое приводит к (13) посредством
усреднения ненормированного экспоненциального
распределения (20)? Как оказалось, в роли такой
функции может выступать все то же гамма-распре-
деление, в котором используются сразу три пара-
метра:

f
(

x; γ,
a

b

)

=
1

Γ(γ)

(a

b

)γ

xγ−1e−x a
b . (23)

При этом данные параметры определяют среднее
и дисперсию случайной величины x следующим об-
разом:

〈x〉f = b
γ

a
, 〈x2〉f − 〈x〉2f = b2

γ

a2
. (24)

Проводя усреднение (20) по представленному вари-
анту гамма-распределения, имеем

D̄i ≡

∞
∫

0

f
(

x; γ,
a

b

)

di(x) dx =

(

1 +
b

a
(Ei − U)

)−γ

(25)
при условии, что b(U − Ei) > a для всех i = 1, n
(это и другие условия сходимости вычисляемых ин-
тегралов будут обсуждаться в последующих разде-
лах настоящей статьи). Также отметим, что данное
усреднение можно трактовать как преобразование
Лапласа функции f

(

x; γ, a
b

)

, приводящее к образу

D̄i

(

Ei − U ; γ, ab
)

.
Нормируя результат, мы приходим к универсаль-

ному выражению для обобщенных распределений:

D̄i 7−→ Pi (a, b, γ) ≡
D̄i

∑n
j=1 D̄j

=

=











p
(E)
i при γ = (1− q)−1, a = qγ, b = β(E);

p̃
(E)
i при γ = (q − 1)−1 = a, b = β̃(E).

(26)
При этом из определения гамма-распределения (19)
следуют ограничения на параметры результирую-
щего распределения:

q < 1, β(E) > 0 для случая p
(E)
i ;

q > 1, β̃(E) > 0 для случая p̃
(E)
i .

(27)

Отметим, что рассматриваемый случай усреднения
экспоненциального распределения по выбранному
вспомогательному гамма-распределению является
одним из вариантов так называемой суперстатисти-
ки, в рамках которой зачастую рассматривается
распределение Тсаллиса [24, 25].

3. СТАТИСТИЧЕСКАЯ СУММА
ОБОБЩЁННОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Заметим, что выражения для статистических
сумм Z(E) и Z̃(E) так же могут быть объединены по-
средством параметрической записи. Для этого вве-
дем обозначение

Z (a, b, γ) ≡

n
∑

i=1

D̄i =

=











Z(E) при γ = (1− q)−1, a = qγ, b = β(E);

Z̃(E) при γ = (q − 1)−1 = a, b = β̃(E).

(28)
Tакой вид записи обобщенной статистической сум-
мы позволяет свести задачу её вычисления к ин-
тегрированию канонической статистической суммы
Гиббса. Действительно, в тех случаях, когда воз-
можно изменение порядка интегрирования (сумми-
рования), соотношение для обобщенной статистиче-
ской суммы может быть записано в виде:

Z (a, b, γ) =

n
∑

i=1

∞
∫

0

f
(

x; γ,
a

b

)

e−x(Ei−U) dx =

=

∞
∫

0

f
(

x; γ,
a

b

)

exU

[

n
∑

i=1

e−xEi

]

dx =

=

∞
∫

0

f
(

x; γ,
a

b

)

exUZc(x) dx. (29)

Принимая во внимание тот факт, что канониче-
ская статистическая сумма известна для широкого
круга физических систем, записанное соотношение
частично упрощает процесс вычисления Z (a, b, γ).
Также важно отметить, что полученное равенство
является окончательным выражением только для
случая статистики Реньи. Если же рассматривают-
ся варианты статистики Тсаллиса или Шарма–Мит-
тала, то необходимо учесть, что параметр b зави-
сит от Z(T,SM) или Z̃(T,SM), поэтому записанное
соотношение представляет собой уравнение на со-
ответствующую статистическую сумму. В дальней-
шем мы рассмотрим конкретную статистическую
систему, на примере которой будет продемонстри-
ровано удобство использования полученного выра-
жения (29).
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4. УСЛОВИЯ НА СРЕДНЮЮ ЭНЕРГИЮ

Как уже отмечалось, для полного решения зада-
чи на условный экстремум необходимо найти мно-
жители Лагранжа β и β̃, которые определяются ре-
шениями уравнений:

n
∑

i=1

Ei p
(E)
i (β) = U и

n
∑

i=1

Ei

(

p̃
(E)
i (β̃)

)q

∑n
j=1

(

p̃
(E)
j (β̃)

)q = U

(30)

соответственно. Рассмотрим первое из них, перепи-
сав его в параметрическом виде:

n
∑

i=1

Ei Pi(a, b, γ) = U. (31)

Как и в предыдущих расчетах, предполагается воз-
можность изменения порядка проведения интегри-
рования, тогда из записанного выше соотношения
получаем следующее выражение:

U · Z(a, b, γ) =

n
∑

i=1

Ei

∞
∫

0

f
(

x; γ,
a

b

)

e−x(Ei−U) dx =

=

∞
∫

0

f
(

x; γ,
a

b

)

exU

[

n
∑

i=1

Eie
−yEi

]

y=x

dx =

=

∞
∫

0

f
(

x; γ,
a

b

)

exU
[

−
∂Zc(y)

∂y

]

y=x

dx. (32)

Таким образом, после подстановки статистической
суммы, а также соответствующих значений пара-
метров a, b и γ, из данного уравнения может быть
получено значение множителя Лагранжа β.

В случае же второго типа условий на среднюю
энергию (30) нетрудно заметить, что в парамет-
рическом виде соответствующее равенство примет
вид:

n
∑

i=1

Ei
P q
i (a, b, γ)

∑n
j=1 P

q
j (a, b, γ)

=

n
∑

i=1

EiPi(a, b, qγ) = U,

(33)
откуда, по аналогии с предыдущим случаем, следу-
ет уравнение

U ·Z(a, b, qγ) =

∞
∫

0

f
(

x; qγ,
a

b

)

exU
[

−
∂Zc(y)

∂y

]

y=x

dx,

(34)

которое, после подстановки статистической суммы
и соответствующих выражений для параметров a,
b и γ, может быть использовано для определения
множителя Лагранжа β̃.

Полученные выражения значительно упрощают
задачу установления связи между множителем
Лагранжа и изначально заданной внутренней энер-
гией системы, так как процедура интегрирования
по всему спектру состояний системы (по фазовому
пространству) сводится к подстановке статистиче-
ской суммы Гиббса и ее последующему интегриро-
ванию лишь по одному параметру x. В свою оче-
редь, в силу экспоненциального вида слагаемых, за-
дача вычисления статистической суммы Гиббса яв-
ляется более простой, чем расчет той же величины
в случае обобщенных распределений.

5. ОБОБЩЁННОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ
МАКСВЕЛЛА

Применим вспомогательное гамма-распределе-
ние при проведении расчетов в рамках обобщенной
статистики на примере классического идеального
одноатомного газа, который состоит из N невза-
имодействующих идентичных частиц без внутрен-
ней структуры. Гамильтониан такой системы имеет
форму

H =

N
∑

i=1

p
2
i

2m
, (35)

где pi = (pix , piy , piz ) — импульс i-й частицы, а m —
её масса. Для того, чтобы записать обобщенное рас-
пределение по импульсам для такой системы, нам
необходимо вычислить статистический интеграл,
а также внутреннюю энергию, которая фигурирует
в выражении для функции плотности вероятности.

Для начала проведем вычисление статистиче-
ской суммы, пользуясь выведенным соотношением
(29). Статистическая сумма для идеального газа
в случае канонического ансамбля является извест-
ной и имеет вид

Zc(x) =
(2πm)3N/2

(2π~)3N
·
V N

N !
· x−3N/2, (36)

где x — обратная к температуре величина, а V —
пространственный объем, занимаемый газом. То-
гда, в соответствии с (29), соотношение для стати-
стической суммы уже обобщенного распределения
запишется в форме

Z (a, b, γ) =

∞
∫

0

f
(

x; γ,
a

b

)

exUZc(x) dx =
(2πm)3N/2

(2π~)3N
V N

N !

(a

b

)γ 1

Γ(γ)

∞
∫

0

x(γ−
3N
2 −1)e−x( a

b
−U) dx =

=
V N

(2π~)3NN !

Γ
(

γ − 3N
2

)

Γ(γ)

(

2πma

b

)
3N
2
(

1−
b

a
U

)
3N
2 −γ

(37)

2440103–5



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

с условиями сходимости

{

γ − 3N/2 > 0,

a/b− U > 0,
(38)

которые напрямую следуют из полученного пред-
ставления статистической суммы. Отметим, что
при прямом расчете статистической суммы в обоб-
щенном формализме необходимо произвести пооче-
редное интегрирование по всем проекциям импуль-
са каждой частицы, что приводит к довольно гро-
моздким выкладкам, в процессе которых приходит-
ся отслеживать условия сходимости, меняющиеся
с каждым последующим взятием интеграла.

Вычислим среднюю энергию U , которую мы
определим как привычное среднее (31). Из (36) оче-
видным образом следует, что

∂Zc(x)

∂x
= −

3N

2

Zc(x)

x
. (39)

Теперь воспользуемся выражением (32)

U · Z(a, b, γ) =
3N

2

∞
∫

0

x−1f
(

x; γ,
a

b

)

exUZc(x)dx =

=
3N

2

a

b

Γ(γ − 1)

Γ(γ)
Z(a, b, γ − 1),

(40)

откуда после подстановки результата (37) выразим
среднюю энергию:

U =
3N

2b

a

γ − 1
. (41)

Если подставить значения параметров (26), соот-
ветствующих распределению p(E), то получим выра-
жение для средней энергии идеального газа в обоб-
щенном формализме

U =
3N

2β(E)
. (42)

При этом можно записать условия на параметр q,
которые напрямую следуют из записанных ранее
условий сходимости и определения гамма-распреде-
ления:

p(E) : qmin < q < 1, где qmin ≡
1

1 + 2
3N

. (43)

Аналогичным образом можно получить выраже-
ние для средней энергии, определенной через сопро-
вождающее распределение (33). Технически резуль-
тат будет совпадать с ранее полученным с точно-
стью до замены обобщенного параметра γ 7→ qγ. То
есть средняя энергия, фигурирующая в распределе-
нии p̃(E), при подстановке соответствующих значе-
ний параметров будет иметь вид

U =
3N

2b

a

qγ − 1
=

3N

2β̃(E)
, (44)

а условия на параметр q будут следующими:

p̃(E) : 1 < q < q̃max, где q̃max ≡ 1 +
2

3N
. (45)

Запишем распределение по импульсам ρp1,...,pN
,

получаемое путем тривиального интегрирования
обобщенного распределения P (a, b, γ) по координат-
ной части фазового пространства,

ρp1,...,pN
= K

(

1 +
b

a

(

N
∑

i=1

p
2
i

2m
− U

))−γ

, (46)

где нормировочный множитель определяется как

K−1 =
Γ
(

γ − 3N
2

)

Γ(γ)

(

2πma

b

)
3N
2
(

1−
b

a
U

)
3N
2 −γ

.

(47)
Для последующих вычислений удобно воспользо-
ваться свойством вспомогательного гамма-распре-
деления и выразить обобщенное распределение по
импульсам через привычное распределение Макс-
велла:

ρ(M)
p1,...,pN

(x) =
( x

2πm

)3N/2

exp

(

x

N
∑

i=1

p
2
i

2m

)

, (48)

в котором x представляет собой обратную темпе-
ратуру системы. Для этого представим (46) в ви-
де усреднения экспоненты по гамма-распределению
и выделим в подынтегральном выражении распре-
деление Максвелла (48). Тем самым мы получаем
удобную для проведения расчетов запись обобщен-
ного распределения по импульсам:

ρp1,...,pN
=

∞
∫

0

f

(

x; γ −
3N

2
,
a

b
− U

)

ρ(M)
p1,...,pN

(x) dx.

(49)
Одночастичное распределение будет иметь анало-
гичное выражение

ρp =

∞
∫

0

f

(

x; γ −
3N

2
,
a

b
− U

)

ρ(M)
p

(x) dx (50)

или же в явном виде

ρp =

(

b

2πma

)
3
2 Γ

(

γ − 3(N−1)
2

)

Γ
(

γ − 3N
2

) ×

×

(

1 + b
a

(

p
2

2m − U
))

3(N−1)
2 −γ

(

1− b
aU
)

3N
2 −γ

. (51)

Так как полученная функция не зависит от направ-
ления вектора импульса, имеет смысл перейти рас-
пределению по абсолютным значениям данной ве-
личины ρp = 4πp2ρp или к распределению по моду-
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лю скорости v = p/m:

ρv = 4πv2
(

mb

2πa

)
3
2 Γ

(

γ − 3(N−1)
2

)

Γ
(

γ − 3N
2

) ×

×

(

1 + b
a

(

mv2

2 − U
))

3(N−1)
2 −γ

(

1− b
aU
)

3N
2 −γ

, (52)

которое представляет собой обобщение экспоненци-
ального распределения Максвелла по скоростям.

6. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ
МАКСВЕЛЛА–РЕНЬИ

Заметим, что распределение (52) в общем случае
содержит параметр b, который в зависимости от вы-
бранного варианта статистики равен либо β(E), ли-
бо β̃(E), которые, в свою очередь, зависят от соот-
ветствующей статистической суммы. Другими сло-
вами, мы имеем дело с рекуррентным соотношени-
ем. Однако достаточно легко можно получить ко-
нечное выражение, что было сделано в работе [26]
в случае статистики Тсаллиса.

В дальнейших вычислениях выберем вариант ста-
тистики Реньи p(R), в которой параметр β(R) = β
представляет собой обратную термодинамическую
температуру β = 1/θ [27], а значение средней энер-
гии идеального газа совпадает с привычной макс-
велловской величиной U = (3N/2)θ. Подставляя со-
ответствующие значения обобщенных параметров
в (52), получим распределение Максвелла–Реньи по
скоростям, которое имеет вид

ρ(MR)
v = 4πv2

(

m

2πθ

1− q

q

)
3
2 Γ

(

1
1−q − 3(N−1)

2

)

Γ
(

1
1−q − 3N

2

) ×

×

(

1 + 1−q
q

(

mv2

2θ − 3N
2

))

3(N−1)
2 −

1
1−q

(

1− 1−q
q · 3N

2

)
3N
2 −

1
1−q

. (53)

В работе [28] соответствующее распределение по
импульсам было получено посредством решения
громоздкой задачи прямого вычисления интеграла
статистической суммы. Предложенный же в насто-
ящей работе подход позволяет представить распре-
деление Максвелла–Реньи в виде свёртки привыч-
ного экспоненциального распределения Максвелла
со вспомогательным гамма-распределением

ρ(MR)
v =

∞
∫

0

f

(

x;
1

1− q
−

3N

2
, θ

[

q

1− q
−

3N

2

])

×

× ρ(M)
v (x) dx. (54)

Такая запись распределения Максвелла–Реньи да-
ет возможность проанализировать предельный пе-
реход q → 1 наиболее наглядным образом. Действи-
тельно, в силу свойства гамма-распределения:

lim
γ→∞

f (x; γ, θ(γ − 1)) = δ

(

x−
1

θ

)

, (55)

где δ(x) – дельта-функция Дирака, мы имеем

lim
q→1

ρ(MR)
v = ρ(M)

v = 4πv2
( m

2πθ

)3/2

e−
mv2

2θ . (56)

Для большей наглядности графики распределения
Максвелла–Реньи представлены на рис. 1 и 2, от-
куда видно, что при q → 1 обобщенное распреде-
ление принимает форму классического распределе-
ния Максвелла.

Рассмотрим некоторые характеристики стати-
стической системы, описываемой распределением
Максвелла–Реньи. Например, положение максиму-
мов представленных кривых определяется наибо-
лее вероятной скоростью, которая может быть вы-
ражена из решения задачи на экстремум функ-

ции ρ
(MR)
v :

∂ρ
(MR)
v

∂v

∣

∣

∣

∣

∣

vp

= 0 ⇒
∂

∂v



v2
(

1 +
1− q

q

(

mv2

2θ
−

3N

2

))

3(N−1)
2 −

1
1−q





vp

=0, (57)

откуда получаем

vp = v(M)
p

√

√

√

√

q
1−q − 3N

2

q
1−q − 3(N−1)

2

, v(M)
p =

√

2θ

m
. (58)

Нетрудно убедиться, что lim
q→1

vp = v
(M)
p .

Другой отличной от максвелловской величиной
является средний модуль скорости молекул газа.
Вычислим её, используя все тот же метод вспомо-
гательного гамма-распределения. Согласно (54)

〈v〉(MR) =

∞
∫

0

vρ(MR)
v dv =

∞
∫

0

f

(

x;
1

1− q
−

3N

2
, θ

[

q

1− q
−

3N

2

])

〈v〉(M) (x) dx, (59)

где средний модуль скорости в статистике Максвел- ла связан с обратной температурой x как

〈v〉(M) (x) =

√

8

πmx
. (60)2440103–7
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v, м с
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N = 100      q      = 0.9933774834min

Рис. 1. Распределение Максвелла–Реньи для газа
N = 100 атомов кислорода при температуре T = 300K
и различных q

v, м/с
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vM
R

3

q = 0.993395

Рис. 2. Распределение Максвелла–Реньи для газа ато-
мов кислорода при температуре T = 300K и различ-
ных значениях N

Таким образом,

〈v〉(MR) = 〈v〉(M)

Γ
(

1
1−q − 3N

2 − 1
2

)

Γ
(

1
1−q − 3N

2

)

√

q

1− q
−

3N

2
,

〈v〉(M) =

√

8θ

πm
.

(61)
Характер отклонения среднего модуля скорости
от соответствующей максвелловской величины про-
демонстрирован на рис. 3, откуда видно, что
lim
q→1

〈v〉(MR) = 〈v〉(M), а также lim
q→qmin

〈v〉(MR) = 0.

Рис. 3. Зависимость отношения 〈v〉(MR) / 〈v〉(M) от q при
различных N

Такой вид среднего модуля скорости обеспечива-
ет ненулевое значение ковариации между скоростя-
ми частиц. Действительно, по определению ковари-
ация между модулями скоростей частиц с номера-
ми i и j (i 6= j) может быть записана как

cov(MR)(vi, vj) ≡ 〈vi, vj〉(MR) − 〈vi〉(MR) 〈vj〉(MR) ,

(62)
где произведение 〈vi〉(MR) 〈vj〉(MR) равно уже из-

вестной величине 〈v〉
2
(MR). Чтобы вычислить пер-

вое слагаемое, удобно воспользоваться представле-
нием (54) для двухчастичного распределения. В си-
лу свойства факторизации распределения Максвел-

ла ρ
(M)
vi,vj = ρ

(M)
vi ρ

(M)
vj запишем

〈vi, vj〉(MR) =

∞
∫

0

vivjρ
(MR)
vi,vj dvidvj =

=

∞
∫

0

f

(

x;
1

1− q
−

3N

2
, θ

[

q

1− q
−

3N

2

])

×

× 〈v〉2(M)(x) dx =
8θ

πm
. (63)

Таким образом, ковариация имеет вид

cov(MR)(vi, vj) = 〈v〉
2
(M) − 〈v〉

2
(MR) (64)

и стремится к нулю в пределе q → 1. Ненулевое зна-
чение ковариации между скоростями частиц свиде-
тельствует о том, что эти физические величины яв-
ляются взаимосвязанными, при этом данная связь
имеет статистическую природу. Одним из возмож-
ных объяснений возникновения связей такого типа
является предположение о том, что обобщённая ста-
тистика применима для описания систем с ограни-
ченным или соразмерным термостатом (по числу
частиц), который выступает в качестве посредника
в процессе перераспределения скоростей от одной
частицы к другой. В таком случае требование ко-
нечности или соразмерности термостата необходи-
мо для того, чтобы переданная термостату энергия
частицы не поглощалась им полностью, а возвраща-
лась в систему и передавалась другим частицам, то
есть чтобы приходящая в термостат информация не
пропадала. Такое предположение выглядит правдо-
подобным с учетом того факта, что вспомогатель-
ное гамма-распределение берет свое начало из зада-
чи о флуктуацях температуры, величина которых
также может быть связана с размерами термостата.

Также отметим, что ковариация между скоростя-
ми может быть записана в виде:
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cov(MR)(vi, vj) =

∞
∫

0

f

(

x;
1

1− q
−

3N

2
, θ

[

q

1− q
−

3N

2

])

[

〈v〉(M) (x) − 〈v〉(MR)

]2

dx, (65)

который представляет собой дисперсию максвел-
ловской средней скорости в контексте гамма-рас-
пределения. Таким образом, если предположить,
что гамма-распределение представляет собой рас-
пределение температуры в результате ее флуктуа-
ции, то дисперсия, характеризующая ширину спек-
тра этих температур, определяет степень установ-
ленной статистической взаимосвязи между части-
цами системы, что служит еще одним доводом
в пользу нашей гипотезы о природе ненулевых ко-
вариаций.

Отличной от максвелловской оказывается и дис-
персия модуля скорости частиц

D(MR)[v] ≡
〈

v2
〉

(MR)
− 〈v〉

2
(MR) =

= 〈v2〉(M) − 〈v〉2(MR) > 〈v2〉(M) − 〈v〉2(M) ≡ D(M)[v],

(66)
что является следствием неравенства
〈v〉(MR) < 〈v〉(M), продемонстрированного на рис. 3.

Заметим, что из рис. 1 может показаться, что ве-
личина D(MR)[v] не должна превышать D(M)[v],
так как соответствующие кривые визуально име-
ют меньшую полуширину, чем максвелловская
кривая. Однако это не так в силу наличия свой-
ственного обобщенному распределению «тяжелого
хвоста», который можно наблюдать в увеличенной
части графика на рис. 1. Именно эта особенность
распределения Максвелла–Реньи обеспечивает
выполнение полученного неравенства (66).

Усреднение максвелловских величин по вспомога-
тельному гамма-распределению также увеличивает
разброс энергии системы, который характеризуется
дисперсией энергии:

D(MR)[E] ≡
〈

E2
〉

(MR)
− 〈E〉2(MR) . (67)

Первое слагаемое

〈E2〉(MR) =

∞
∫

0

f

(

x;
1

1− q
−

3N

2
, θ

[

q

1− q
−

3N

2

])

×

×
〈

E2
〉

(M)
(x) dx, (68)

где

〈

E2
〉

(M)
(x) =

3N

2

(

3N

2
+ 1

)

x−2 (69)

— это средняя энергия максвелловского газа из N
частиц при температуре 1/x. Таким образом,

〈

E2
〉

(MR)
=

3N

2

(

3N

2
+ 1

)

θ2
q

1−q − 3N
2

q
1−q − 3N

2 − 1
. (70)

Второе слагаемое

〈E〉
2
(MR) = U2 = 〈E〉

2
(M) =

(

3N

2
θ

)2

, (71)

откуда окончательно имеем выражение для диспер-
сии энергии:

D(MR)[E] =
3N

2
θ2
(

1−
1− q

q

(

3N

2
+ 1

))−1

=

= D(M)[E]

(

1−
1− q

q

(

3N

2
+ 1

))−1

, (72)

что дает неравенство

D(MR)[E] > D(M)[E]. (73)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей статье предложен универсальный
подход к проведению вычислений характеристик
статистических систем в рамках обобщенных ста-
тистик Реньи, Тсаллиса и Шарма–Миттала, суть
которого заключается в использовании вспомога-
тельного гамма-распределения, параметры которо-
го соответствуют тому или иному варианту обоб-
щенной статистики. По сравнению с прямыми ме-
тодами проведения расчетов такой способ выраже-
ния обобщенных распределений посредством усред-
нения экспоненты по гамма-распределению облада-
ет целым рядом преимуществ.

Продемонстрировано, что предложенный подход
позволяет унифицировать процедуру проведения
вычислений сразу для всех упомянутых статистик,
что дает возможность перевода результатов, полу-
ченных в рамках одной из обобщенных статистик,
на языки других вариантов обобщенной статистки.
С помощью рассмотренного метода были установле-
ны удобные соотношения для обобщенной статисти-
ческой суммы и средней энергии системы, которые
позволяют использовать уже известные выражения
соответствующих гиббсовских величин, что значи-
тельно упрощает процесс вычисления обобщенных
характеристик.

Эффективность использования предложенного
метода была продемонстрирована на примере систе-
мы с гамильтонианом идеального газа, для которо-
го были рассчитаны средняя энергия и статисти-
ческая сумма, а также установлены ограничения
на параметр q, напрямую вытекающие из условий
сходимости вышеупомянутых величин. Обобщен-
ное распределение Максвелла было записано через
экспоненциальное распределение Максвелла, про-
интегрированное по вспомогательному гамма-рас-
пределению, что также позволило выразить обоб-
щенные величины через уже известные максвеллов-
ские характеристики.

На примере распределения Максвелла–Реньи
продемонстрировано отклонение обобщенной стати-
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стики от привычной статистики Максвелла. Рассчи-
таны такие характеристики, как средний модуль
скорости и наиболее вероятная скорость. Показано,
что дисперсии скорости частиц и энергии системы
в обобщенной статистике превышают значения со-
ответствующих величин в контексте обычного рас-
пределения Максвелла. Установлено, что скорости
частиц в рассмотренной системе обладают ненуле-
выми ковариациями, свидетельствующими о нали-
чии статистической «связи» между частицами. Вы-
двинутая в настоящей работе гипотеза о природе
возникновения такого рода взаимосвязей между ча-

стицами системы обозначает дальнейшие перспек-
тивные направления исследований, среди которых
можно выделить изучение статистических систем
с конечным или соразмерным термостатом. Воз-
можно, для описания систем именно такого типа
требуется использование обобщённой статистики.

Настоящая работа выполнена при поддержке
Фонда развития теоретической физики и матема-
тики «БАЗИС».
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Using Gamma Distribution to Obtain Maxwell–Rényi Statistics

and Other Generalized Distributions
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A universal method is proposed for performing calculations within the framework of generalized statistics
generated by the parametric Tsallis, Rényi, and Sharma–Mittal entropies. The essence of the approach lies
in the use of an auxiliary gamma distribution whose parameters correspond to a particular variant of the
statistics. Equations are derived that allow the generalised partition function and the mean energy to be
expressed in terms of canonical quantities. The effectiveness of the proposed method is demonstrated using

2440103–10

http://dx.doi.org/10.1103/PhysRev.106.620
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRev.108.171
http://dx.doi.org/10.1002/j.1538-7305.1948.tb01338.x
http://dx.doi.org/10.1007/BF01016429
http://dx.doi.org/10.1016/j.physleta.2005.01.094
http://dx.doi.org/10.1121/1.3097489
http://dx.doi.org/10.1038/ncomms12472
http://dx.doi.org/10.3390/e21070660
http://dx.doi.org/10.3390/sym11040509
http://dx.doi.org/10.1016/j.patrec.2004.03.003
http://dx.doi.org/10.1109/ICMA.2009.5246315
http://dx.doi.org/10.3390/e13101765
http://dx.doi.org/10.1080/00107510902823517
http://dx.doi.org/10.1146/annurev.economics.050708.142940
http://dx.doi.org/10.1137/070710111
http://dx.doi.org/10.1023/A:1013828611730
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.84.2770
http://dx.doi.org/10.1134/1.1513816
http://dx.doi.org/10.1016/S0378-4371(03)00019-0
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.76.031102
http://dx.doi.org/10.3103/S0027134922050046
http://dx.doi.org/10.3103/S002713492006003X
http://dx.doi.org/10.1016/j.physleta.2010.12.022
mailto:nakashidze.dv16@physics.msu.ru


ВМУ. Серия 3. ФИЗИКА. АСТРОНОМИЯ. 79(4), 2440103 (2024)

the example of Rényi statistics. The Maxwell–Rényi distribution is obtained and its properties are calculated,
based on which assumptions about the possible nature of the generalised parameter are formulated.
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