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Результаты экспериментов в области биофизики часто представлены в виде временных ря-
дов, полученных с небольшим разрешением и не всегда большой длины. В частности, при
исследованиях воздействий различных физико-химических факторов на бислойные липидные
мембраны обычно измеряются трансмембранные ионные токи и их флуктуации. При этом сред-
ние значения и дисперсии токов могут значимо не различаться, и по ним определить характер
и степень воздействия затруднительно, поэтому разработка подходов к анализу временных
рядов никогда не прекращалась. Попытки использовать энтропию распределений случайных
величин при таком анализе предпринимались давно, но в практической работе эти подходы
были трудно реализуемы, особенно из-за требований к длине рядов и отсутствию шумов. В по-
следние десятилетия в этой области произошли существенные изменения и предложено мно-
жество новых методов анализа временных рядов с использованием различных модификаций
энтропии. В связи с этим появилась потребность в некой сводке методов, основанных на рас-
чете энтропии, с указанием их достоинств и недостатков. Этой цели и служит предлагаемый
краткий обзор энтропийных методов анализа скалярных временных рядов, который может
быть полезен при анализе экспериментальных данных. В обзоре рассмотрены только некото-
рые из базовых подходов, на которых основаны дальнейшие усовершенствования алгоритмов
расчетов. Понятие энтропии иногда вызывает затруднения у студентов, поэтому обзор может
быть полезен и для использования в педагогических целях.
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ВВЕДЕНИЕ

Современные научные исследования требуют но-
вых подходов, в том числе к анализу получае-
мых данных. По мере развития вычислительных
мощностей растет и потребность в методах анали-
за различных комплексных параметров биологиче-
ских систем, особенно это актуально для биоме-
дицинских исследований с большими наборами не
очень точных данных: анализ передачи сигналов
через внутриклеточные сигнальные каскады [1, 2],
влияние различных молекул на состояние биологи-
ческих систем, например организмы [3, 4], а так-
же при дифференцировании нормы от патологии,
например при онкологических, кардиологических
и нейродегенеративных заболеваниях [5, 6].

Результаты исследований систем различной при-
роды часто представляются в виде временных ря-
дов (ВР) — записей значений какой-либо наблю-
даемой величины (сигнала) в зависимости от вре-
мени. Такие записи могут быть как дискретными,
так и непрерывными, но в последнем случае обычно
используется дискретизация с каким-либо постоян-
ным интервалом времени, поэтому далее будут рас-
смотрены только дискретные ВР. Стационарный
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ВР можно рассматривать как отображение некоего
состояния системы, его породившей, поэтому иссле-
дование ВР в принципе позволяет получить инфор-
мацию об этой системе. Сам по себе ВР ничего не
говорит об устройстве системы, но если существу-
ет модель системы с неизвестными параметрами,
то анализ ВР позволяет определить по крайней ме-
ре число независимых параметров.

Скалярный временной ряд {xi}Ni=1 представля-
ет собой массив из N значений наблюдаемой ве-
личины x (t), измеренных с постоянным шагом по
времени △t в моменты времени ti = t0 + (i− 1)∆t,
где t0 — момент времени первого измерения,
i = 1, 2, . . . , N . Обычно анализ ВР связан с решени-
ем задач двух типов: идентификация системы, по-
родившей сигнал, и прогноз ее поведения на некото-
рое время вперед. Под идентификацией понимают
оценку каких-либо параметров системы, таких как
корреляционная размерность, энтропия, сложность
и др. Прогноз имеет целью предсказание будущих
значений измеряемого сигнала на основании име-
ющихся данных, то есть построение аппроксими-
рующей функции, с помощью которой можно оце-
нить следующее значение измеряемой величины по
нескольким предыдущим. Задача прогноза в насто-
ящей статье не рассматривается, основное внима-
ние будет уделено методам оценки стохастичности
и сложности ВР.
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При экспериментальных исследованиях нелиней-
ных химических, гидродинамических и прочих си-
стем часто наблюдается непериодическое измене-
ние их параметров, называемое детерминирован-
ным хаосом. На глаз его невозможно отличить
от чисто стохастического процесса, поэтому бы-
ли разработаны математические методы, позво-
ляющие провести классификацию поведения та-
ких систем, которая основана на построении со-
ответствующих фазового портрета. Однако экспе-
риментатору обычно не известны дифференциаль-
ные уравнения, представляющие собой модель си-
стемы, поэтому возникает проблема построения
фазового портрета по ограниченным эксперимен-
тальным данным. Эта проблема давно решена, но
представляется целесообразным в настоящем обзо-
ре дать очень краткое описание использованных
при этом подходов.

Состояние системы характеризуется одной
точкой в многомерном (n-мерном) фазовом про-
странстве, которая со временем описывает некую
траекторию. Под фазовым портретом понимают
множество таких траекторий, полученных для
всех возможных начальных условий при фик-
сированном наборе управляющих параметров.
Сложную задачу построения многомерного фазо-
вого портрета можно свести к анализу всего одной
наблюдаемой переменной с помощью методов,
описанных в [7–9]. Суть их сводится к тому,
что почти для любой наблюдаемой величины
B (t) и временной задержки τm-мерный фазо-
вый портрет, построенный с помощью векторов
Xm (k) = {B (tk) , B (tk + τ) , . . . , B (tk + (m− 1) τ)},
где tk = k△t, k = 1, 2, . . . ,∞, будет иметь такие
же свойства (например, спектр показателей Ля-
пунова), как и построенный по измерениям n

независимых переменных, если m ≥ 2n + 1. Такой
фазовый портрет является вложением исходного
многообразия. Задержку τ можно выбирать почти
произвольно: например, ее совпадение с периодом
в периодическом режиме приведет к вырождению
портрета до прямой линии. На практике величину
m можно выбрать малой, а затем увеличивать на
единицу до тех пор, пока не исчезнут видимые
изменения портрета. После построения фазового
портрета можно его анализировать разными ме-
тодами, например построить сечение Пуанкаре,
определить максимальный показатель Ляпуно-
ва [9], но, поскольку обзор посвящен энтропийным
методам, другие подходы здесь рассматриваться
не будут.

Энтропийные методы связаны с определением ко-
личества и качества информации, получаемой при
анализе ВР. Методы определения этих характери-
стик информации рассматриваются в теории ин-
формации, математические основы которой были
заложены в работах [10, 11]. Поскольку в них коли-
чество информации, необходимое для полного опи-
сания исследуемой системы, было отождествлено
с уменьшением энтропии распределения вероятных
исходов исследования, то в настоящей статье терми-

ны «энтропия» и «информация» будут использова-
ны взаимозаменяемо, в зависимости от контекста.

Энтропия (информационная) распределения ве-
роятностей и энтропия классической термодинами-
ки — это разные понятия. Основное различие меж-
ду ними состоит в том, используются ли термодина-
мические характеристики системы (количество теп-
ла, температура и т.д.) или же характеристики рас-
пределений случайных величин, относящихся к си-
стеме. Во втором случае энтропия — чисто мате-
матическое понятие (и не всегда имеет физический
смысл), и ее значение относительно, то есть зави-
сит от того, какие именно случайные величины,
относящиеся к системе, исследуются. Так, напри-
мер, энтропия распределения номиналов монет не
зависит от других характеристик монет (год выпус-
ка, дефекты и т.п.) [12]. Связь информационной эн-
тропии с термодинамической последовательно рас-
смотрена в работах [13, 14].

Суть энтропийных подходов к анализу ВР состо-
ит в том, чтобы, определив тем или иным спосо-
бом энтропию выборок из ВР, получить информа-
цию о свойствах породившей ВР физической си-
стемы. Энтропия является функцией распределе-
ния вероятностей случайной величины и изменя-
ется при преобразованиях распределений, поэтому,
в принципе, можно подобрать такое преобразова-
ние, при котором изменения энтропии наиболее чув-
ствительны к исследуемым характеристикам ВР.
Энтропии, соответствующие разным способам рас-
чета, получили разные названия: приближенная эн-
тропия, выборочная энтропия, перестановочная эн-
тропия, дисперсионная энтропия и т.д. Некоторые
из них в применении к моновариантным ВР крат-
ко рассмотрены ниже, при этом основное внимание
уделено перестановочной энтропии и ее модифика-
циям, которые часто используются при анализе ВР
различной природы.

1. ЭНТРОПИЯ ШЕННОНА

В 1948 г. К. Шеннон [10, 11] предложил ко-
личественную меру информации, основанную на

оценке распределения вероятностей {pi}Ni=1 воз-
можных ответов (сообщений) на некий хорошо
определенный вопрос Q. В связи с этим важную
роль играет нумерация всех возможных ответов
и оценка их вероятностей, основанная на имею-
щихся знаниях X относительно возможных отве-
тов (невозможно оценить количество информации
при получении ответа, совершенно не относящего-
ся к вопросу). Хорошо определенный вопрос озна-
чает, что вся неопределенность ситуации должна
содержаться только в том, какое сообщение бу-
дет получено. Функция распределения вероятно-
стей H (Q/X) = H (p1, . . . , pN), которая может слу-
жить количественной мерой информации и кото-
рую Шеннон назвал энтропией, определяется един-
ственным образом, если на нее наложить четыре
ограничения (постулаты Шеннона). Количество ин-
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формации в сообщении определяется как разность
энтропий за счет изменения знаний о возможных
ответах до получения сообщения (X ) и после по-
лучения (X ′) : I = H (Q/X)−H (Q/X ′). Таким об-
разом, энтропия является количественной мерой
неопределенности знаний о системе; это информа-
ция, которой не хватает до полного знания. Энтро-
пия Шеннона лежит в основе всех рассмотренных
ниже методов.

Работа Шеннона преследовала в основном прак-
тические цели. Математически строгое изложе-
ние и обобщение идей Шеннона на случай ко-
нечных вероятностных схем впервые было сдела-
но А.Я. Хинчиным [15, 16], поэтому в теории
информации принято использовать формулировки
основных понятий и теорем теории информации
в его интерпретации. Если полная система событий
A1, A2, . . . , AN задана вместе с их вероятностями

p1, p2, . . . , pN

(

pi ≥ 0,
∑N

i=1 pi = 1
)

, то говорят, что
задана конечная схема

A =

(

A1A2 . . . AN

p1p2 . . . pN

)

.

Со всякой конечной схемой связана неопределен-
ность относительно того, какое событие произой-
дет, поскольку известны лишь вероятности их ис-
ходов. Удобной мерой неопределенности конечной
схемы является энтропия Шеннона, определяемая
уравнением

H (p1, . . . , pN) = −K

N
∑

i=1

pilnpi = −
N
∑

i=1

pilogapi,

K > 0

(

logapi =
logb pi
logb a

= K logb pi

)

,

где во втором равенстве основание логарифма a мо-
жет быть любым, но одним и тем же во всех сла-
гаемых (постоянная K связана с выбором этого ос-
нования). Энтропия пропорциональна количеству
информации, получаемому при реализации конеч-
ной схемы A, а от выбора коэффициента пропорци-
ональности зависит единица измерения количества
информации. Так, при K = 1 и a = 2 количество
информации измеряется в битах.

Эта функция распределения вероятностей опре-
делена единственным образом, если выполняются
упомянутые выше постулаты Шеннона–Хинчина:

1. H (p1, . . . , pN) непрерывна по всем аргумен-
там;

2. для равномерного распределения pi = 1
N
∀i

функция H (p1, . . . , pN ) = H (N) монотон-
но возрастает с увеличением N и макси-
мальна по сравнению с другими распре-
делениями вероятностей; если в конечную
схему A (с произвольными pi) добавлено
невозможное событие AN+1 (pN+1 = 0), то
H (p1, . . . , pN+1) = H (p1, . . . , pN);

3. если заданы две взаимно независимые ко-
нечные схемы A и B с числами собы-
тий n и m, то совокупность событий
AkBl (1 ≤ k ≤ N, 1 ≤ l ≤ M) называется объ-
единением схем A и B и образует новую схему
AB с вероятностями событий pkl = pkpl, при
этом H (AB) = H (A) +H (B);

4. для зависимых конечных схем A и B
вероятность события Bl в схеме B при
условии, что в схеме A произошло со-
бытие Ak, будет условной вероятностью
qkl = p (Bl/Ak), поэтому pkl = pkqkl; тогда

H (AB) = H (A) +
∑N

k=1 pk
∑M

l=1 qkllogqkl =

= H (A) +
∑N

k=1 pkHk (B) = H (A) +HA (B).

В п. 4 последний член в правой части представля-
ет собой математическое ожидание H (B) в схеме A,
то есть это математическое ожидание дополнитель-
ной информации при реализации схемы B после по-
лучения информации при реализации схемы A, по-
этому всегда H (B) ≥ HA (B).

Энтропия определена только для дискретных
случайных величин. При переходе к непрерывным
случайным величинам абсолютное значение энтро-
пии, определенное по аналогии с формулой Шен-
нона с помощью замены суммирования интегриро-
ванием и вероятностей на плотность вероятности,
оказывается бесконечным. Это видно, например,
из второго постулата Шеннона–Хинчина, так как
энтропия неограниченно возрастает с увеличени-
ем N, которое происходит при предельном пере-
ходе от суммирования к интегрированию. Кроме
того, возникает неопределенность из-за того, что
под знаком логарифма оказывается размерная ве-
личина. Однако в этом случае можно ввести так
называемую относительную, или дифференциаль-
ную энтропию, которая имеет отличные от эн-
тропии Шеннона свойства и в настоящем обзоре
рассматриваться не будет.

Если две исходно не взаимодействовавшие систе-
мы A и B с числами микросостояний NA и NB

объединяются в одну общую систему с числом со-
стояний NA+B, то энтропия такой системы в со-
ответствии с третьим постулатом Шеннона–Хин-
чина равна сумме энтропий образовавших ее под-
систем: S (AB) = S (A) + S (B), то есть энтро-
пия пропорциональна числу элементов системы, ко-
гда оно велико. Это выполняется, когда подсисте-
мы статистически независимы (или почти незави-
симы), иначе говоря, когда в системах могут суще-
ствовать только локальные корреляции. (Простран-
ственные и временные корреляции между микро-
скопическими параметрами состояния возникают
за счет взаимодействий подсистем. Если взаимо-
действия короткодействующие и такие, что вре-
мя корреляции и длина корреляции очень малы,
то они не скажутся на наблюдаемых макроскопи-
ческих параметрах. Этот случай здесь назван на-
ми локальными корреляциями.) Аддитивность эн-
тропии означает то же самое, что экстенсивность
при условии, что NA+B = NANB.
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Для случайного ВР любая перестановка его чле-
нов не приведет к изменениям моментов распреде-
ления, имеющих вид

∑

i (xi − 〈x〉)n, где 〈x〉 — сред-
нее значение ряда, n — порядок момента, поэтому
статистика не дает сведений об организации ВР.

При анализе случайности ВР важно не просто
установить, случаен ряд или нет, но оценить сте-
пень случайности. Случайность связана со сложно-
стью: простой ВР имеет очевидную структуру, поз-
воляющую точно предсказать следующие его значе-
ния, а при максимальной случайности будущие зна-
чения непредсказуемы, то есть у стохастического
ряда нет структуры. С этим связана возможность
«сжатия» (архивирования) исходной информации,
содержащейся в ВР: для максимально случайного
ВР сжатие невозможно.

Для расчета энтропии нужно оценить вероятно-
сти событий pi, которые на практике обычно опре-
деляют по частотам различных исходов, причем
в ВР не очень большой длины. Однако это дает
смещенную оценку величины энтропии.

1.1. Систематическая ошибка при оценке
энтропии по конечной выборке

В биофизических исследованиях очень часто при-
ходится иметь дело со стационарными точечными
пуассоновскими процессами (все события незави-
симы друг от друга), поэтому ниже рассмотрена
оценка энтропии для такого случая, хотя аналогич-
ная систематическая ошибка возникает и при дру-
гих распределениях вероятностей случайной вели-
чины при частотной оценке вероятностей реализа-
ций [17].

«Эксперимент» состоит в том, что проводятся N

измерений случайной величины, значения которой
распределены по K интервалам с вероятностями
p = {p1, p2, . . . , pK}, тогда в i-м интервале окажут-
ся ni результатов измерений (i = 1, 2, . . . ,K) и их
среднее значение будет равно 〈ni〉 = Npi. В соответ-
ствии со свойствами распределения Пуассона дис-
персия равна среднему значению случайной вели-

чины:
〈

(δni)
2
〉

= 〈ni〉 = Npi. Определяя частоту

события, как обычно, fi = ni/N , получим 〈fi〉 = pi,
〈

(δf i)
2
〉

= pi/N . Тогда «наивная» оценка энтропии

имеет вид: H̃ = −∑K

i=1 filnfi. Будем измерять эн-

тропию в битах. Разложение H̃ в ряд Тэйлора:

H̃=−
K
∑

i=1

filog2fi=−
K
∑

i=1

(pi + δfi) log2 (pi + δfi) ≈

≈ −
K
∑

i=1

pilog2pi −
K
∑

i=1

(

log2pi +
1

ln2

)

δfi−

− 1

2

K
∑

i=1

(

1

piln2

)

(δf i)
2
+ . . .

После усреднения второй член в правой части об-

нуляется, а третий дает смещение оценки:

〈

H̃
〉

= H − 1

2ln2

K
∑

i=1





〈

(δf i)
2
〉

pi



 =

= H − 1

2ln2

K
∑

i=1

(

pi
Npi

)

= H − K

(2ln2)N
.

Таким образом, при «наивном» подсчете оцен-
ка энтропии всегда меньше точного значения и си-
стематическая ошибка пропорциональна числу воз-
можных значений случайной величины и обратно
пропорциональна количеству испытаний [17].

2. СЛОЖНОСТЬ, ЭНТРОПИЯ
КОЛМОГОРОВА

Существуют два крайних типа систем: стохасти-
ческие и детерминированные. Эволюция стохасти-
ческой системы сопровождается ее случайными пе-
реходами между микросостояниями, при этом пред-
сказать, в какое состояния система перейдет, невоз-
можно. Поведение стохастической системы невос-
производимо. Для неустойчивых сложных нелиней-
ных динамических систем при размерности фазо-
вого пространства не менее трех возможно появле-
ние странного аттрактора и переход в режим ди-
намического хаоса. Внешне поведение хаотической
системы не отличается от стохастического, но оно
воспроизводимо.

Для описания сложности хаотического по-
ведения динамической системы Колмогоров,
Соломонов и Синай предложили использовать
К -энтропию, которую определяют следующим
образом [18].

F -мерное фазовое пространство системы раз-
бивается на ячейки εF с номерами (i1, . . . , id).
Пусть есть аттрактор с траекторией x (t).
Состояния системы измеряют с интервалом
τ ; если совместная вероятность того, что
x (t = τ) ∈ i1, . . . ,x (t = dτ) ∈ id равна p (i1, . . . , id),
то:

K = − lim
τ→0

lim
ǫ→0

lim
d→∞

1

dτ
×

×
∑

i1,...,id

p (i1, . . . , id) lnp (i1, . . . , id) .

K = 0, K → ∞ и K 6= 0 в упорядоченной, стоха-
стической и хаотической системах соответственно.
K -энтропия — мера скорости потери информации.
Практическое использование К-энтропии затрудни-
тельно из-за предельных переходов и необходимо-
сти очень больших объемов данных.

Количественная оценка сложности ВР связана
с решением некоторых проблем теории динамиче-
ских систем, статистики и вычислительной матема-
тики, таких как оценка сложности турбулентного
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течения и ее эволюции, выбор более простой мо-
дели, описывающей эксперимент, оценка сложно-
сти алгоритма. В связи с этим в разных областях
исследований возникли разные определения слож-
ности. Наиболее часто используется представление
об алгоритмической сложности (по Колмогорову),
в которой сложность ВР связана с минимальной
длиной бинарной компьютерной программы, кото-
рая может его воспроизвести, деленной на размер
ВР (вообще говоря, в пределе бесконечного ВР).
Однако нет алгоритма, который бы позволил оце-
нить таким образом сложность всех наборов дан-
ных, поэтому были предложены другие способы
определения сложности.

Алгоритмическая сложность тесно связана с ме-
рой количества информации (на один символ), или
плотностью энтропии Шеннона, поэтому более со-
ответствует интуитивным представлениям о слож-
ности. Стохастический ВР «несжимаем», поэтому
имеет высокую алгоритмическую сложность, но си-
стема, которая его породила, может быть физиче-
ски очень проста. С точки зрения физики важна
сложность не самого ВР, а породившей его систе-
мы. Случаи, когда значения ВР полностью предска-
зуемы, соответствующие малой алгоритмической
сложности, и когда они полностью непредсказу-
емы, соответствующие большой алгоритмической
сложности, можно считать результатами измере-
ний характеристик простых систем. Истинно слож-
ные системы находятся между этими крайними слу-
чаями, что согласуется, например, с интуитивным
представлением о сложности биологической систе-
мы и простотой идеального кристалла или стекла.
В указанных крайних случаях энтропия либо посто-
янна, либо растет линейно с увеличением размера
системы [19]. В обоих случаях поправки к асимпто-
тическому поведению не увеличиваются при увели-
чении набора данных. Это дает возможность свя-
зать медленное приближение энтропии к асимпто-
тическому пределу со сложностью системы [19, 20].

Из-за трудностей практического применения
К-энтропии в случае ВР небольшой длины были
предложены сначала приближенная энтропия [21],
а затем выборочная энтропия [22], которые в пре-
деле бесконечных ВР совпадают с К-энтропией,
то есть тоже могут служить в качестве оценки
сложности системы.

3. ПРИБЛИЖЕННАЯ ЭНТРОПИЯ
И ВЫБОРОЧНАЯ ЭНТРОПИЯ

Приближенная (AppEn) и выборочная энтропии
(SampEn) используются в качестве меры оценки
случайности ВР в отсутствие сведений о системе,
породившей этот ВР [23]. Этот подход основан на
оценке неопределенности относительно возможных
наборов данных наблюдений и связан, таким обра-
зом, с количеством информации, необходимой для
полного их описания. Под неопределенностью пони-
мают то, что возможно, но не известно. Все виды

энтропии были введены в качестве мер неопреде-
ленности относительно какого-либо события до то-
го, как оно произошло.

AppEn вычисляется по следующему алгорит-

му [21, 23]. Для ряда {xi}Ni=1 строят m-мерные век-
торы в пространстве состояний (векторы вложения
размерности m):

X (i) = {x (i) , x (i+ τ) , . . . , x (i+ (m− 1) τ)} ,
1 ≤ i ≤ N −mτ.

Сходство векторов X (i) и X (j) определяют по
расстоянию Чебышева:

d [X (i) ,X (j)] = di,j =

= max
0≤k≤(m−1)

(|X (i)k −X (j)k|) =

= max
0≤k≤(m−1)

(|x (i+ k)− x (j + k)|) .

Доля векторов X (j) на расстоянии не бо-

лее r от X (i) составляет C
(m)
i (r) =

N
(m)
i

(r)

N−mτ
,

где N
(m)
i (r) — число индексов j, для которых

di,j ≤ r, 1 ≤ j ≤ N − mτ , затем вычисля-
ется среднее значение логарифма этой доли

векторов Φ(m) (r) = 1
N−mτ

∑N−mτ

i=1 lnC
(m)
i (r).

После этого размерность увеличивается на еди-
ницу и вычисляется Φ(m+1) (r). Приближенная
энтропия определяется следующим образом:

AppEn(m, r, τ) =Φ(m) (r)− Φ(m+1) (r).

Выборочная энтропия вычисляется сходным об-
разом, но исключаются сравнения векторов с са-
мими собой [22, 23], из-за которого при вычисле-
нии AppEn происходит смещение в сторону боль-
шего сходства векторов. Доля векторов Xm (j)
на расстоянии не более r от Xm (i) составляет

A
(m)
i (r) =

N
(m)
i

(r)

N−mτ−1 , di,j ≤ r, 1 ≤ j ≤ N −mτ , j 6= i.

Среднее значение по 1 ≤ i ≤ (N −mτ) равно

Ψ(m) (r) = 1
N−mτ

∑N−mτ

i=1 A
(m)
i (r). Затем размер-

ность увеличивается на единицу и вычисляется
Ψ(m+1) (r): m → (m+ 1) → Ψ(m+1) (r), после че-
го выборочная энтропия определяется по формуле:

SampEn = −ln Ψ(m+1)(r)
Ψ(m)(r)

.

AppEn и SampEn были использованы для анали-
за электроэнцефалограмм (ЭЭГ) и магнитоэнцефа-
лограмм при болезни Альцгеймера, SampEn при-
меняли при анализе вариабельности частоты сер-
дечных сокращений у крыс в разных ситуациях.
Оба вида энтропии становятся неопределенными
или приводят к неверным результатам при анали-
зе коротких ВР, кроме того, критически зависят от
выбора параметра r, поэтому неудобны в практиче-
ских расчетах. Вычислительная сложность AppEnи
SampEn квадратично растет с длиной ВР.
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4. ПЕРЕСТАНОВОЧНАЯ ЭНТРОПИЯ
И ЕЕ ВАРИАНТЫ

Перестановочная энтропия определяется как эн-
тропия распределения упорядоченных отрезков ВР,
которым ставится в соответствие определенный
символ перестановки. Однако одно и то же распре-
деление частот перестановок получается для раз-
ных абсолютных значений амплитуд ВР, посколь-
ку в алгоритме учитываются только их относи-
тельные изменения. Это приводит к потере части
исходной информации, содержащейся в ВР. Были
предложены многочисленные модификации исход-
ного алгоритма, имевшие целью учесть информа-
цию, содержащуюся в изменениях амплитуд. Од-
нако оценка сложности системы, характеризуемой
данным ВР, не обязательно связана с абсолютными
значениями амплитуд.

Перестановочная энтропия (PE) позволяет быст-
ро количественно оценить неопределенность отно-
сительно временной структуры какого-либо ВР,
полученного в результате измерений некоторой
наблюдаемой величины, характеризующей изучае-
мую систему. Предложенный алгоритм не учиты-
вает абсолютных значений амплитуд наблюдаемых
величин, но только последовательность их отно-
сительных значений. При этом, конечно, теряется
часть информации, содержащейся в ВР, но тем не
менее PE во многих случаях позволяет определить,
ведет себя система хаотически, стохастически или
же закономерно. При увеличении длины ВР для лю-
бой хаотической системы PE стремится к энтропии
Колмогорова–Синая [24, 25].

Суть алгоритма состоит в следующем [26]. Ска-

лярный ВР {xi}Ni=1 преобразуется в последователь-
ность векторов (вложения размерности w):

Xw (i) =
(

xi, xi+τ , . . . , xi+(w−1)τ

)

,

i = 1, 2, . . . , N − (w − 1) τ.
(1)

Обычно используют τ = 1 и 3 ≤ w ≤ 7, при
этом должно выполняться условие N ≫ w!. Затем
производится сортировка компонент каждого
вектора: xi+(j1−1)τ ≤ xi+(j2−1)τ ≤ · · · ≤ xi+(jw−1)τ ,
где jk (k = 1, . . . , w) — индекс компоненты вектора
после сортировки (ранг). При равенстве компонент
их порядок сохраняется: xi+(jk1−1)τ < xi+(jk2−1)τ ,
если jk1 < jk2. Каждому вектору сопоставля-
ется «символ» или «слово»: X (i) → A (i) =
= (j1, . . . , jk1, jk2, . . . , jw), при этом возмож-
ны w ! таких слов из w букв. Далее оцени-
вают распределение вероятностей символов:
{p1, p2, . . . , pk}, k ≤ w! и рассчитывают пере-
становочную энтропию по Шеннону (например,

в битах): HPE (w) = −
∑k

i=1 pilog2pi. Макси-
мальное значение энтропии HPE (w) = log2 (w!)
соответствует равномерному распределению:
pi = 1/w! и k = w!. Часто используют нор-
мировку: hPE = HPE (w)/log2 (w!), при этом
0 ≤ hPE ≤ 1. Для регулярных и хаотических рядов
limw→∞ hPE = 0 . Вычислительная сложность PE

растет линейно с увеличением числа членов ВР.
В исходном алгоритме распределение случайной

величины предполагалось непрерывным, поэтому
одинаковые значения компонент векторов должны
встречаться редко и практически не должны вли-
ять на результат. Авторы предложили для устра-
нения проблемы равных значений добавлять ма-
лое случайное возмущение, но на практике это ис-
пользуется редко, потому что пригодно для непре-
рывных распределений или измерений с высоким
разрешением. Было показано, что в случаях дис-
кретных распределений, низкого разрешения или
в исследованиях физиологических ВР — электро-
кардиограмм (ЭКГ), ЭЭГ и т.п. — исходный ал-
горитм может приводить к корреляциям, приводя-
щим к ложным выводам [27]. С другой стороны,
даже для ВР, полученного от полностью предска-
зуемой динамической системы, РЕ не обращается
в нуль [28]. В связи с этим появились различные
модификации и улучшения исходного алгоритма.

4.1. Модифицированная перестановочная
энтропия (mPE)

В работе [29] предложено равным компо-
нентам векторов присваивать один и тот
же ранг. Так, например, двум векторам
X5 (i) = (0.2, 0.5, 0.1, 0.2, 0.7), X5 (j) =
(0.2, 0.5, 0.1, 0.24, 0.7) в алгоритме PE со-
ответствовал бы один и тот же символ
A (i) = A (j) = (3, 1, 4, 2, 5). Модификация
алгоритма: если xi+(jk1−1)τ = xi+(jk2−1)τ ,
а jk1 < jk2, то обоим значения приписы-
вается jk1 : A′ (i) = (j1, . . . , jk1, jk1, . . . , jw),
то есть получим символы: A′ (i) = (3, 1, 1, 2, 5),
A′ (j) = (3, 1, 4, 2, 5). С помощью частотной
оценки определяется распределение вероятно-
стей символов: {p′1, p′2, . . . , p′k}, k ≤ kw (w), где
kw (w) — верхняя граница значений k. Для ее
вычисления авторы использовали рекурсивный
метод. Полученные значения для некоторых часто
используемых значений w приведены в табли-
це. Значение mPE рассчитывается так же, как

и PE: H ′
PE (w) = −∑k

i1 p
′
iln p

′
i; нормировка:

h′
P = H ′

Pe (w)/ lnkw (w), 0 ≤ h′
PE ≤ 1.

Авторы [29] проанализировали ряды RR-интер-
валов в ЭКГ здоровых молодых, здоровых пожи-
лых людей и пациентов с сердечной недостаточно-
стью из открытых баз данных (MIT-BIH Fantasia
database; BIDMC congestive heart failure database —
входят в PhysioNet database, https://physionet.org)
и показали, что PE не позволяет различать ЭКГ
в этих группах, в то время как с помощью mPE
группы различаются вполне надежно.

К недостаткам mPE относится очень большое
значение kw (w) для w ≥ 4, что накладывает огра-
ничение на минимальную длину записи (таблица).
Кроме того, mPE не имеет максимального значе-
ния для гауссовского белого шума, как это долж-
но было бы быть. Так же, как PE, mPE сильно
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зависит от уровня шума в анализируемом сигнале.
В связи с этим была предложена «улучшенная» PE
(IPE) [30].

Таблица . Верхние границы значений k для расчетов
mPE

w 3 4 5 6 7

kw 13 73 501 4051 37633

4.2. Улучшенная PE

Алгоритм расчета IPE позволяет до некоторой
степени компенсировать указанные выше недостат-
ки и, кроме того, учесть амплитуды сигналов. По-
сле построения векторов (1) производят однород-
ную дискретизацию (UQ) первого столбца X (:, 1)
матрицы, образованной векторами-строками:

UQ (µ) =























0, xmin ≤ x < xmin +△,

1, xmin +△ ≤ x < xmin + 2△,
...

L− 1, xmin + (L− 1)△ ≤ x ≤ xmax,

.

где xmin и xmax — минимальное и максимальное
значения исследуемого ВР, µ — входные данные,
∆ = (xmax − xmin)/L, L — уровень дискретизации.
Величина UQ — целое число в диапазоне от 0 до
L−1 — «символ» X (:, 1). Обозначим его S (:, 1). Для
k -го столбца X (:, k), 2 ≤ k ≤ w значение S (:, k)
рассчитывается по формуле:

S (j, k) = S (j, 1) +

[

X (j, k)−X (j, 1)

△

]

,

1 ≤ j ≤ N − (w − 1) τ, 2 ≤ k ≤ w.

Строки полученной матрицы рассматриваются
как «слова» A (l) , 1 ≤ l ≤ Lw. После этого рассчи-
тывают оценку распределения вероятностей этих
слов {pl} и нормированное значение IPE:

HIPE (w, τ, L) =
−∑h

l=1 pl ln pl
lnLw

,

где h ≤ Lw, а lnLw — максимальное значение HIPE ,
которое достигается только для равномерного рас-
пределения.

Основные отличия IPE от PE в следующем. Во-
первых, учитывается информация об амплитудах
и их флуктуациях, во-вторых, равным значениям
приписываются одинаковые символы, в-третьих,
IPE более устойчива по отношению к шуму и по-
следнее — количество возможных «слов» в IPE со-
ставляет Lw, а не w!.

Авторы проанализировали влияние параметров
на оценки IPE и рекомендуют для большинства
практических ситуаций использовать w = 4, τ = 1,,
L = 4. Анализ синтезированных и естественных ВР
показал, что IPE существенно превосходит по чув-
ствительности PE и mPE.

4.3. Усредненная PE (Ensemble PE, EPE)

Важным параметром при вычислении РЕ являет-
ся размерность wj векторов Xwj

(i). Обычно требу-
ется, чтобы выполнялось условие (wmax + 1)! ≤ N ,
то есть 2 ≤ wj ≤ wmax. В работе [31] для умень-
шения зависимости РЕ от выбора wj предложено
использовать значение РЕ, усредненное по всем до-
пустимым значениям wj :

hPE

(

Xwj
, wj

)

= HPE

(

Xwj
, wj

)

/log2 (wj !) ;

hEPE =

∑wmax

j=2 hPE

(

Xwj
, wj

)

wmax − 1
.

Авторы на разных примерах показывают, что
применение такого подхода уменьшают зависи-
мость результатов расчетов от шума и обычно луч-
ше выявляют различия между ВР.

4.4. Усредненная IPE (EIPE)

В работе [32] в отличие от исходного алгоритма
расчета IPE авторы предлагают сначала провести

нормировку исходных значений ВР {xi}Ni=1 с по-
мощью нормальной функции распределения. При
этом новые члены ВР будут иметь следующие зна-
чения:

yi =
1

σ
√
2π

∫ xi

−∞

exp

(

− (t− µ)
2

2σ2

)

dt, (2)

где µ и σ2 — среднее значение и дисперсия исход-
ного ВР. Затем выбираются ширина окна w и шаг
по времени τ и строится «фазовое пространство»:
Υ(j, :) =

[

yj , yj+τ , . . . , yj+(w−1)τ

]

, где Υ(j, :) — j -я
строка матрицы и j = 1, 2, . . . , N − (w − 1) τ .

Обозначим ymin и ymax минимальное и макси-
мальное значения членов ВР. Затем надо выбрать
число уровней дискретизации L, определить шаг
дискретизации △ = (ymax − ymin)/L и построить
равномерную функцию распределения UPF (u), где
u ∈ (ymin, ymax):

UPF (u) =























0 при ymin ≤ u< ymin +△,

1 при ymin +△ ≤ u< ymin + 2△,
...

L− 1 при ymax −△ < u ≤ ymax.

Таким образом, UPF преобразует u в целочислен-
ный символ из диапазона от 0 до L − 1. Применив
это преобразование к элементам первого столбца
Υ(:, 1), получим столбец символов S (:, 1). Для k -го
столбца (2 ≤ k ≤ w) используется преобразование:

S (j, k) = S (j, 1) + ⌊[Υ (j, k)−Υ(j, 1)]/△⌋ ,

где 1 ≤ j ≤ [N − (w − 1)/τ ], а ⌊ ·⌋ обозначает функ-
цию округления вниз к ближайшему целому числу.
В результате получается матрица S, каждая стро-
ка которой считается символом (или словом). Для
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вычисления IPE надо определить вероятности этих
символов pi. Так как каждый символ содержит w
элементов, которые могут принимать L различных
значений, то полное число символов равно Lw. IPE
вычисляется по формуле Шеннона и нормируется
на lnLw:

HIPE (w,L, τ) = −
Lw

∑

i=1

pilnpi/lnL
w.

Многие свойства IPE сильно зависят от вели-
чины L. Чтобы до некоторой степени избавиться
от этой зависимости, авторы предлагают провести
усреднение по нескольким значениям L:

HEIPE (w, τ) =
1

Lmax − Lmin

Lmax
∑

1=Lmin

HIPE (w, i, τ),

где Lmin и Lmax — выбранные минимальное и мак-
симальное значения L. При малых значениях L уве-
личивается устойчивость по отношению к шуму, но
теряется часть информации, содержащейся в ВР.

Сравнение результатов применения разных
видов энтропии (PE, взвешенная РЕ, диспер-
сионная энтропия, которая будет рассмотрена
в разд. 4.3, и EIPE) к анализу синтезированных
шумовых рядов (белый, розовый и коричневый)
при 20 ≤ N ≤ 700, w = 4, τ = 1 и 2 ≤ L ≤ 8
показало, что во всех случаях белый шум имеет
максимальную энтропию, а коричневый — мини-
мальную, но EIPE позволяет надежно различать
вид шума даже при минимальных длинах ВР,
когда другие виды энтропии этого делать не могут.

Анализ логистического отображения
xn+1 = rxn (1− xn) при изменении r от 3.5 до
3.99 с шагом 0.001 и при N = 10000 показал,

что, начиная со значения r = 3.57, наблюдается
положительная корреляция EIPE с увеличением
хаотичности ряда, а при значениях, соответствую-
щих периодическим режимам (в частности, вблизи
3.84), наблюдается резкое уменьшение EIPE. Этот
алгоритм также показал несколько лучшие резуль-
таты при анализе естественных сигналов, таких
как ЭКГ, ЭЭГ, вибрации исправных и неисправных
подшипников, а также морских судов.

4.5. Дисперсионная энтропия (DE)

Среди других видов энтропии хорошую способ-
ность к различению типов ВР, устойчивость к шу-
мам, способность к учету амплитуд имеет диспер-
сионная энтропия [33]. Ее вычисление состоит из
следующих этапов.

Значения элементов ряда {xi}Ni=1 как-либо отоб-
ражаются на интервал [0, 1], обычно с помощью
нормальной кумулятивной функции распределения
(2), в результате получается последовательности

{yi}Ni=1. Члены yi нового ряда распределяются
по c классам — заменяются целыми числами из
интервала [1, c], при этом авторы рекомендуют ис-
пользовать функцию округления: rc (j) = c·yj+0.5,
zc (j) = round (rc (j)), j = 1, 2, . . . , N , а число клас-
сов выбирать из интервала [3, 9] так, чтобы
cw < N . Для размерности вложения w и вре-
менной задержки τ строят векторы вложения
Zw,c (i) = {zc (i) , zc (i+ τ) , . . . , zc (i+ (w − 1) τ)},
i = 1, 2 . . . , N − (w − 1) τ . Каждому вектору
Zw,c (i) сопоставляется «паттерн дисперсии»
uv0v1...vw−1 , при этом v0 = zc (i), v1 = zc (i+ τ) , . . . ,
vw−1 = zc (i+ (w − 1) τ). Число таких паттер-
нов равно cw. Затем оценивается вероятность
появления каждого паттерна:

p
(

uv0v1...vw−1

)

=
Number

{

t |t ≤ N − (w − 1) τ , когда Zw,c (i) имеет паттерн uv0v1...vw−1

}

N − (w − 1) τ
,

где Number {·} — функция подсчета числа событий.
Для пояснения последовательности шагов вы-

числений рассмотрим конкретный пример. Пусть

{xi}Ni=1 = (9, 8, 1, 12, 5, −3, 1.5, 8.01, 2.99). После

отображения на интервал [0, 1] получим {yi}Ni=1 =
= (0, 82, 0.75, 0.21, 0.94, 0.52, 0.05, 0.24, 0.75 0.35).

Округление при c = 3 дает {zi}Ni=1 = (3, 3, 1,
3, 2, 1, 1, 3, 2). Векторы вложения при
τ = 1 и w = 2 имеют вид: Z2,3 (1) = (3, 3),
Z2,3 (2) = (3, 1), Z2,3 (3) = (1, 3),. . . , Z2,3 (8) =
(3, 2) и им соответствуют паттерны дисперсии
u33, u31, u13, . . . , u32, а число возможных паттернов
(индексов) равно 32 = 9. Поэтому вероятности пат-
тернов будут следующими: p (u11) =

1
8 , p (u12) = 0,

p (u13) =
1
4 , p (u21) =

1
8 , . . . , p (u33) =

1
8 .

Дисперсионная энтропия вычисляется по форму-
ле Шеннона:

DE(X, w, c, τ)=−
∑

p
(

uv0v1...vw−1

)

lnp
(

uv0v1...vw−1

)

,

и обычно нормируется на максимальное возможное
значение DE (когда все паттерны равновероятны):

NDE (X, w, c, τ) =
DispEn (X, w, c, τ)

lncw
.

В приведенном примере DE ≈ 1.844.
Для реальных ВР отнесение членов ряда к клас-

сам с помощью функции округления не всегда од-
нозначно, поэтому в работе [34] предложено заме-
нить функцию округления на некую «нечеткую»
(fuzzy) функцию, в результате чего член ВР может
быть отнесен к двум классам одновременно и каж-
дому вложению может соответствовать не более 2w

паттернов. Это не приводит к увеличению вычисли-
тельной сложности алгоритма (как и для DE, она
растет линейно с длиной ВР), но позволяет исполь-
зовать более короткие ВР.

Еще одна модификация DE — кодированная DE
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(CDE) — предложена в работе [35]. Операция ко-
дирования была использована ранее для улучше-
ния свойств PE [36], но другие модификации PE
давали лучшие результаты. В применении к DE она
сводится к дополнительному квадратичному разби-
ению вложений Zw,c (i) и также позволяет устра-
нить недостатки использования функции округле-
ния. Это осуществляется следующим образом.

Каждому вложению Zw,c (i), имеющему один
и тот же паттерн дисперсии, сопоставляется вло-
жение Xw (i) исходного ряда, и элементы вложе-
ния Zw,c (i) заменяются на средние значения соот-
ветствующих элементов Xw (i). Затем формируется
средний паттерн:

〈uv1...vw 〉 =
{〈

z1v1...vw
〉

,
〈

z2v1...vw
〉

, . . . ,
〈

zwv1...vw
〉}

,

где
〈

ziv1...vw
〉

— среднее значение элемента вложе-
ния, а 〈uv1...vw 〉 — общий паттерн. Так, напри-
мер, для рассмотренного примера исходные вложе-
ния имеют вид X2 (1) = (9, 8), X2 (2) = (8, 1),
. . . ,X2 (8) = (8.01, 2.99). К паттерну u13 относятся
вложения Z2,3 (2) и Z2,3 (7), которым соответству-
ют вложения X2 (2) = (8, 1) и X2 (7) = (1.5, 8.01).
Тогда средние значения будут равны

〈

z112
〉

= 4.75,
〈

z212
〉

= 4.005, то есть средний паттерн 〈u13〉 =
= {4.75, 4.005}. В работе [35] предложено сравни-
вать «неокругленные» значения rc (i) со средним
значением и производить разбиение по следующе-
му критерию:

v (i) =











2, rc (i) >
〈

ziv1...vw
〉

,

1, rc (i) =
〈

ziv1...vw
〉

,

0, rc (i) <
〈

ziv1...vw
〉

.

Но на самом деле сравнение по этому критерию
проводилось со значениями вложений исходного ря-
да, то есть 〈u13〉 поэлементно сравнивали с X2 (2) =
(8, 1) и X2 (7) = (1.5, 8.01) и применяли указанный
критерий. В нашем случае получим v (2) = (2, 0),
v (7) = (0, 2).

В результате получается вектор vw,c (i) =
= {v (i) , v (i+ τ) , . . . , v (i+ (w − 1) τ)}. Объединив
оба разбиения (на классы и последнее), получим
«объединенный» вектор {Zw,c (i) ,vw,c (i)}, которо-
му соответствует паттерн uv1v2,...,v2w , при этом чис-
ло возможных паттернов возрастает до cw · 3w, по-
скольку в критерии имеются три возможности.

На практике значения v (i) = 1 встречаются
очень редко, поэтому без ущерба для точности та-
кие случаи можно не учитывать, что приводит
к упрощенному критерию второго разбиения:

v (i) =

{

1, rc (i) >
〈

ziv1...vw
〉

,

0, rc (i) ≤
〈

ziv1...vw
〉

,

при этом число возможных паттернов уменьшается
до cw · 2w. Расчет упрощенной CDE (SCDE) прово-
дится по обычной схеме: оцениваются вероятности
паттернов:

p (uv1v2...v2w ) =
Number {uv1v2...v2w}

N − (w − 1) τ
,

затем используется формула Шеннона:

SCDE = −
cw·2w
∑

u=1

p (uv1v2...v2w ) lnp (uv1v2...v2w)

и при необходимости производится нормировка:

NSCDE =
SCDE

ln (cw · 2w) .

Результаты расчетов CDE и SCDE для синте-
зированных и естественных сигналов (ЭЭГ, виб-
рации подшипников, шумы морских судов) не ме-
нее, чем на 10% превосходят другие виды энтропии
(PE, CPE, DE) в точности распознавания, но для
расчета SCDE требуется примерно в 3 раза меньше
времени, чем для расчета CDE.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящем кратком обзоре рассмотрены толь-
ко базовые сведения о возможностях применения
энтропийных методов в анализе ВР, которые мо-
гут быть интересны экспериментаторам и аналити-
кам big-data. Основное внимание уделено переста-
новочной энтропии и ее модификациям, посколь-
ку эти виды энтропии широко используются в раз-
личных приложениях. В обзор не вошли многие
другие методы, разработанные на основе рассмот-
ренных подходов (пузырьковая, нечеткая, многова-
риантная, многомасштабная и другие виды энтро-
пии), а также методы с использованием, например,
неэкстенсивной энтропии Тсаллиса, хотя они, воз-
можно, могут в некоторых случаях быть более эф-
фективными (см., например, [37–53]).

В целом перестановочная энтропия часто дает хо-
рошие результаты при классификации ВР, особен-
но достаточно длинных. В случае очень коротких
ВР или при необходимости обнаружить кратковре-
менное воздействие каких-либо факторов на систе-
му лучше использовать другие виды энтропии, рас-
смотренные выше. Обычно для сокращения време-
ни расчетов используют малые значения парамет-
ров w и L, но иногда имеет смысл провести допол-
нительный анализ зависимости результатов расче-
тов от этих параметров.

Программное обеспечение для всех описанных
методов имеется в открытом доступе в Интернете
(см., например, [54]).
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Results of experiments in the field of biophysics are often presented as time series obtained with low resolution
and not always of great length. In particular, in studies of the effects of various physicochemical factors on
bilayer lipid membranes, transmembrane ion currents and their fluctuations are usually measured. In this case,
the mean values and variances of the currents may not differ significantly, making it difficult to determine the
nature and degree of impact based on them. Therefore, the development of approaches to time series analysis
has never ceased. Attempts to use the entropy of random variable distributions in such analysis have been
made for a long time, but in practical work, these approaches have been difficult to implement, especially due
to the requirements for the length of the series and the absence of noise. In recent decades, there have been
significant changes in this area, and many new methods of time series analysis using various modifications
of entropy have been proposed. In this regard, there is a need for a summary of methods based on entropy
calculation, indicating their advantages and disadvantages. This is the goal of the proposed brief review
of entropy-based methods for analyzing scalar time series, which can be useful in analyzing experimental
data. The review considers only some of the basic approaches on which further algorithmic improvements are
based. The concept of entropy sometimes causes difficulties for students, so the review can also be useful for
educational purposes.
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