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Настоящая работа посвящена исследованию одномерного уравнения типа «реакция–адвек-
ция–диффузия» со слабой гладкой адвекцией и разрывной по пространственной координате
реакцией. В работе проведено построение асимптотики, доказательство существования и ис-
следование устойчивости стационарных решений с построенной асимптотикой, обладающих
слабым внутренним слоем, который образуется вблизи точки разрыва. Для построения асимп-
тотики был использован метод А.Б. Васильевой, для обоснования существования решения —
асимптотический метод дифференциальных неравенств, для исследования устойчивости — ме-
тод сжимающих барьеров. Показано, что такое решение, как решение соответствующей на-
чально-краевой задачи, является асимптотически устойчивым по Ляпунову. Указана область
устойчивости конечной (не асимптотически малой) ширины для такого решения и установлено,
что решение стационарной задачи единственно в этой области.
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ВВЕДЕНИЕ

Известно, что во многих системах, описывае-
мых сингулярно возмущенными уравнениями ти-
па «реакция–адвекция–диффузия», неоднородно-
сти коэффициентов уравнения определяют положе-
ние внутренних слоев. Широко изучены переход-
ные слои, в которых решение испытывает резкий
скачок от одного устойчивого положения равнове-
сия к другому. Величина скачка решения между
этими положениями конечна и не зависит от мало-
го параметра, квадрат которого стоит при старшей
производной. Причиной существования таких слоев
в окрестности некоторой точки может быть выпол-
нение в этой точке условия баланса реакции (см.,
например, [1, 2]), адвекции [3], реакции и адвекции
[4], разрыв коэффициентов по пространственной ко-
ординате (как конечный [5], [6], так и слабый [7])
или другие условия, накладываемые на неоднород-
ные коэффициенты (например, [8]). Однако также
возможен случай, когда возникает слабый внутрен-
ний слой, т. е. слой, имеющий величину порядка
малого параметра. Для такой ситуации достаточ-
но наличия только одного положения равновесия.
В литературе хорошо известен слабый погранич-
ный слой (возникающий, например, в краевой зада-
че Неймана), однако этого нельзя сказать о слабом
внутреннем слое. Причиной его образования может
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служить слабый (т. е. порядка малого параметра)
скачок неоднородности в правой части уравнения
(т. е. в реактивном члене). Такому случаю и будет
посвящена настоящая работа.

Актуальность указанных выше уравнений вызва-
на большим количеством приложений (см., напри-
мер, работы [6, 7, 9] и приведенные в них ссылки).
В частности, задача, которая будет поставлена ни-
же, находит свое прямое применение в одномер-
ной дрейфо-диффузионной модели полупроводни-
ка, обладающего нелинейной зависимостью скоро-
сти дрейфа от напряженности электрического по-
ля (см. [10], подраздел 3.2). Система уравнений,
связывающая напряженность электрического поля
и концентрацию электронов, сводится к уравнению
указанного выше типа. Из результатов асимпто-
тического исследования следует, что при условии
заданного внешнего тока во внутренней точке по-
лупроводника возникает слабый внутренний слой
для функции, задающей напряженность электри-
ческого поля, если в этой точке равновесная кон-
центрация электронов является негладкой функци-
ей пространственной координаты (см. раздел 5).
Известно, что примеси, как правило, распределя-
ются в образце неравномерно, а потому важно
учесть влияние неоднородностей указанного типа
в модели полупроводника.

Настоящая работа продолжает цикл работ, в ко-
торых исследуются уравнения с разрывными коэф-
фициентами [5–7, 9, 11–13], и посвящена исследова-
нию одномерного уравнения типа «реакция–адвек-
ция–диффузия» со слабой гладкой адвекцией и раз-
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рывной по пространственной координате реакци-
ей. Целью работы является построение асимпто-
тики, доказательство существования и исследова-
ние устойчивости стационарных решений с постро-
енной асимптотикой, обладающих слабым внутрен-
ним слоем, который образуется вблизи точки раз-
рыва. Для построения асимптотики будет исполь-
зован метод А. Б. Васильевой [14], для обоснования
существования решения — асимптотический метод
дифференциальных неравенств [15], для исследо-
вания устойчивости — метод сжимающих барье-
ров [16]. Показано, что такое решение, как реше-
ние соответствующей начально-краевой задачи, яв-
ляется асимптотически устойчивым по Ляпунову.
Указана область устойчивости для такого решения
и установлено, что решение стационарной задачи
единственно в этой области. Отметим, что в дан-
ной задаче удается найти область устойчивости не
асимптотически малой, как, например, в работах
[6, 7, 9, 12, 13, 16], а конечной ширины.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим следующую сингулярно возмущен-
ную краевую задачу:





Nεu := ε2
∂2u

∂x2
− εa(u, x)

∂u

∂x
−

−f(u, x)− εf1(u, x) = 0, −1 < x < 1,

f1(u, x) :=

{
f
(+)
1 (u, x), u ∈ Iu, xp < x ≤ 1,

f
(−)
1 (u, x), u ∈ Iu, −1 ≤ x < xp,

f(u, x) :=

{
f (+)(u, x), u ∈ Iu, xp < x ≤ 1,

f (−)(u, x), u ∈ Iu, −1 ≤ x < xp,
∂u

∂x
(−1, ε) = 0,

∂u

∂x
(1, ε) = 0.

(1)
Здесь ε — малый параметр, 0 < ε < ε0 ≪ 1,
xp ∈ (−1; 1), Iu — отрезок изменения функции
u(x, ε).

Будем рассматривать задачу (1) при следующих
условиях.

Условие 1. Пусть функции a, f (±) и f
(±)
1 явля-

ются достаточно гладкими и пусть

lim
x→xp+0

f (+)(u, x) = lim
x→xp−0

f (−)(u, x),

lim
x→xp+0

∂f (+)(u, x)

∂x
6= lim

x→xp−0

∂f (−)(u, x)

∂x
,

lim
x→xp+0

f
(+)
1 (u, x) 6= lim

x→xp−0
f
(−)
1 (u, x), ∀u ∈ Iu.

Это условие означает, что при каждом фиксиро-
ванном u ∈ Iu функция f1(u, x) претерпевает раз-
рыв первого рода по переменной x в точке xp, функ-
ция f(u, x) непрерывна по переменной x, а ее пер-
вая производная претерпевает разрыв первого рода
по переменной x в точке xp.

Условие 2. Пусть вырожденное уравнение

f(u, x) = 0

имеет в области [−1, 1]×Iu ровно один корень ϕ(x),
лежащий в области [−1; 1]× Iu и удовлетворяющий
неравенству

fu(ϕ(x), x) > 0, x ∈ [−1; 1].

2. ПОСТРОЕНИЕ АСИМПТОТИКИ

2.1. Асимптотика решения

Будем считать, что p(ε) — функция, задающая
уровень внутреннего слоя:

p(ε) = u(xp, ε) = p0 + εp∗1(ε), (2)

где

p∗1(ε) = p1 + εp2 + ε2p3 + . . . . (3)

Для построения асимптотики воспользуемся ме-
тодом А. Б. Васильевой [14]. Построим асимптоти-
ку решения задачи (1) в виде ряда по степеням ε:

U (±)(x, ε) = ū(±)(x, ε) +Q(±)(ξ, ε) + Π(±)(τ, ε), (4)

где регулярная часть

ū(±)(x, ε) = ū
(±)
0 (x)+εū

(±)
1 (x)+ . . .+εnū(±)

n (x)+ . . . ,

пограничная часть в окрестности x = ±1

Π(±)(τ, ε) = Π
(±)
0 (τ)+εΠ

(±)
1 (τ)+. . .+εnΠ(±)

n (τ)+. . . ,

где

τ =

{
(x+ 1)/ε, x ≤ xp,

(x− 1)/ε, x > xp,

и часть внутреннего слоя в окрестности xp

Q(±)(ξ, ε) = Q
(±)
0 (ξ, p0) + εQ

(±)
1 (ξ, p∗1(ε)) + . . .

. . .+ εnQ(±)
n (ξ, p∗1(ε)) + . . . ,

где ξ = (x − xp)/ε. Отметим, что уравнения, из
которых эти члены находятся, содержат функции,
зависящие от p0 и p∗1(ε), что и объясняет наличие
у членов Qi таких аргументов. На этапе построения
асимптотики для решения не будем пользоваться
разложением (3), это технически упростит процесс
нахождения асимптотики.

Индекс (±) означает, что асимптотика справа
и слева от точки xp описывается функциями с ин-
дексами (+) и (−) соответственно (в дальнейшем
в зависимости от контекста будем опускать индекс
(±), подразумевая его).

В частности, для нулевого и первого порядков
регулярной части имеем:
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ū0(x) = ϕ(x) =

{
ϕ(+)(x), u ∈ Iu, xp < x ≤ 1,

ϕ(−)(x), u ∈ Iu, −1 ≤ x ≤ xp,

ū1(x) = −
f1(ϕ(x), x) + a(ϕ(x), x)ϕ′(x)

fu(ϕ(x), x)
.

(5)

Функция ϕ(x) в силу поведения функции f(u, x)
(см. Условие 1) является негладкой: ее первая про-
изводная (а следовательно, и функция ū1(x)) пре-
терпевает разрыв первого рода в точке xp.

Функции внутреннего слоя нулевого порядка
определяются из задач






∂2Q0
(±)

∂ξ2
− a(ū0(xp) +Q0, xp)

∂Q0
(±)

∂ξ
−

−f (±)(ū0(xp) +Q0
(±), xp) = 0,

Q0
(±)(0, p0) = p0 − ū0

(±)(xp),

Q0
(±)(±∞, p0) = 0.

(6)

Поскольку нас интересует слабый внутренний
слой, то задача (6) должна иметь решение Q0 ≡ 0.
Это возможно только в случае p0 = ϕ(xp).

Функции внутреннего слоя первого порядка опре-
деляются из линейных задач





∂2Q1
(±)

∂ξ2
− a(ū0(xp), xp)

∂Q1
(±)

∂ξ
−

−f
(±)
u (ū0(xp), xp)Q

(±)
1 = 0,

Q1
(±)(0, p∗1(ε)) = p∗1(ε)− ū1

(±)(xp),

Q1
(±)(±∞, p∗1(ε)) = 0,

(7)

решения которых имеют вид

Q
(±)
1 (ξ, p∗1(ε)) =

(
p∗1(ε)− u

(±)
1 (xp)

)
eλ

(±)ξ, (8)

где λ(±) =
a(ū0(xp), xp)

2
∓

∓

√
a2(ū0(xp), xp) + 4fu(ū0(xp), xp)

2
.

Функции Q
(±)
2 находятся из задач





∂2Q2
(±)

∂ξ2
− a(ū0(xp), xp)

∂Q2
(±)

∂ξ
−

−f
(±)
u (ū0(xp), xp)Q

(±)
2 = r

(±)
2 (ξ),

Q2
(±)(0, p∗1(ε)) = −ū2

(±)(xp),

Q2
(±)(±∞, p∗1(ε)) = 0,

(9)

где r
(±)
2 (ξ) — известная функция. Решения задач

(9) имеют вид

Q
(+)
2 (ξ, p∗1(ε)) = Q

(+)
1 (ξ, p∗1(ε))




−ū
(+)
2 (xp)

p∗1(ε)− ū
(+)
1 (xp)

−

ξ∫

0

eāη
(
Q

(+)
1 (η, p∗1(ε))

)2




+∞∫

η

r
(+)
2 (ξ̃)Q

(+)
1 (ξ̃, p∗1(ε))e

−āξ̃ dξ̃


dη


,

Q
(−)
2 (ξ, p∗1(ε)) = Q

(−)
1 (ξ, p∗1(ε))




−ū
(−)
2 (xp)

p∗1(ε)− ū
(−)
1 (xp)

−

0∫

ξ

eāη
(
Q

(−)
1 (η, p∗1(ε))

)2




η∫

−∞

r
(−)
2 (ξ̃)Q

(−)
1 (ξ̃, p∗1(ε))e

−āξ̃ dξ̃



 dη


,

(10)
где ā = a(ū0(xp), xp).

Задачи для определения функций внутренного
слоя следующих порядков аналогичны (9) и их ре-
шение выписывается явно.

Асимптотика для функций пограничного слоя
строится стандартно и здесь не рассматривается.

Таким образом, асимптотика решения задачи (1)
построена.

2.2. Асимптотика для уровня внутреннего
слоя

Для определения коэффициентов разложения (3)
уровня внутреннего слоя p(ε) подставим найденное
асимптотическое приближение решения задачи (1)
в условие C1-сшивания в точке xp:

ε

(
∂u(+)

∂x

∣∣∣∣
x=xp

−
∂u(−)

∂x

∣∣∣∣
x=xp

)
= ε

[
∂ū0
∂x

(xp) +
∂Q1

∂ξ
(0, p∗1(ε)) + ε

∂ū1
∂x

(xp) + ε
∂Q2

∂ξ
(0, p∗1(ε)) + . . .

]+

−

= 0,

(11)
где [A]+− := A(+) −A(−).

С учетом разложения (3) из равенства (11) следу-
ют уравнения для неизвестных коэффициентов p1
и p2:

[
∂ū0
∂x

(xp) +
∂Q1

∂ξ
(0, p1)

]+

−

= 0, (12)

[
∂ū1
∂x

(xp) +
∂Q2

∂ξ
(0, p1) + p2

∂2Q1

∂p∗1∂ξ
(0, p1)

]+

−

= 0.

(13)

Зная ū
(±)
0 и Q

(±)
1 и подставив их в (12), получим

выражение для p1:
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p1 =
[λ(±)ū

(±)
1 (xp)− ϕ

(±)
x (xp)]

+
−

[λ(±)]+−
. (14)

Остальные коэффициенты pi, i = 2, 3, .. находятся
из уравнений

pi

[
∂2Q1

∂ξ∂p∗1
(0, p1)

]+

−

− hi = 0, (15)

где

[
∂2Q1(0, p1)

∂ξ∂p∗1

]+

−

=

= −
√
a2(ϕ(xp), xp) + 4fu(ϕ(xp), xp)

и hi — известная функция.

3. СУЩЕСТВОВАНИЕ И УСТОЙЧИВОСТЬ
РЕШЕНИЯ

Введем необходимые определения.
Определение 1. Решением задачи (1) назо-

вем функцию класса u(x, ε) ∈ C1 ([−1; 1]) ∩
C2 ((−1;xp) ∪ (xp; 1)), удовлетворяющую уравне-
нию (1) при x ∈ (−1;xp) ∪ (xp; 1), а также гранич-
ным условиям этой задачи.

Для доказательства существования решения по-
строим верхнее и нижнее решения путем модифи-
кации полученной асимптотики.

Определение 2. Достаточно гладкие функции
β(x, ε) и α(x, ε) называются, соответственно, верх-
ним и нижним решениями задачи (1), если β(x, ε)
удовлетворяет неравенствам:

ε2
∂2β

∂x2
− εa(β, x)

∂β

∂x
− f(β, x)− εf1(β, x) ≤ 0,

− 1 < x < 1, (16)

∂β

∂x
(−1, ε) ≤ 0,

∂β

∂x
(1, ε) ≥ 0, (17)

а α(x, ε) — следующим неравенствам:

ε2
∂2α

∂x2
− εa(α, x)

∂α

∂x
− f(α, x) − εf1(α, x) ≥ 0,

− 1 < x < 1, (18)

∂α

∂x
(−1, ε) ≥ 0,

∂α

∂x
(1, ε) ≤ 0. (19)

В точке xp допускается скачок производных нуж-
ного знака:

∂β(+)

∂x

∣∣∣∣
x=xp

−
∂β(−)

∂x

∣∣∣∣
x=xp

≤ 0, (20)

∂α(+)

∂x

∣∣∣∣
x=xp

−
∂α(−)

∂x

∣∣∣∣
x=xp

≥ 0. (21)

Пусть Un(x, ε) — частичные суммы порядка n
асимптотических рядов (4), где положено p =
p̂n(ε) := p0 + εp1 + ...+ εnpn.

Докажем следующую теорему:
Теорема 1. Если выполнены Условия 1 и 2,

то при достаточно малом ε существует решение
u(x, ε) задачи (1), для которого имеет место оцен-
ка

|u(x, ε)− Un(x, ε)| < Cεn+1.

Для доказательства воспользуемся утверждени-
ем (см., например, [17, 18]).

Утверждение. Пусть существуют верхнее
β(x, ε) и нижнее α(x, ε) решения задачи (1), при-
чем β(x, ε) ≥ α(x, ε), x ∈ [−1, 1]. Тогда при доста-

точной гладкости функций f(u, x), f
(±)
1 (u, x) су-

ществует решение u(x, ε) задачи (1), удовлетво-
ряющее неравенствам α(x, ε) ≤ u(x, ε) ≤ β(x, ε).

Верхнее решение выберем в следующем виде:

βn(x, pδ, ε) = ū
(±)
0 (x) + εū

(±)
1 (x) + . . .+ εn+1

(
ū
(±)
n+1(x) + γ

)
+

+Q
(±)
0 (ξ, pδ) + εQ

(±)
1 (ξ, pδ) + . . .+ εn+1Q

(±)
n+1(ξ, pδ) + Π

(±)
β (τ, ε), (22)

αn(x, p−δ, ε) = ū
(±)
0 (x) + εū

(±)
1 (x) + . . .+ εn+1

(
ū
(±)
n+1(x) − γ

)
+

+Q
(±)
0 (ξ, p−δ) + εQ

(±)
1 (ξ, p−δ) + . . .+ εn+1Q

(±)
n+1(ξ, p−δ) + Π(±)

α (τ, ε), (23)

где pδ(ε) = p1 + εp2 + · · · + εn(pn+1 + δ), δ > 0 —
постоянная, необходимая для нужного скачка про-
изводных (20) и (21), γ > 0 — постоянная, обеспе-
чивающая выполнение требуемых по определению

неравенств (16) и (18). Функции Π
(±)
α , Π

(±)
β обес-

печивают требуемые неравенства на границе (17),
(19) и определяются стандартно.

Проверим необходимые неравенства.
При достаточно малом ε имеем:

Nεβn = −εn+1fu(ϕ(x), x)γ +O(εn+2) < 0, (24)

Nεαn = εn+1fu(ϕ(x), x)γ +O(εn+2) > 0, (25)

т.е. выполнены неравенства (16), (18).
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Неравенство (20) тоже выполнено при достаточно малом ε:

∂β(+)

∂x

∣∣∣∣
x=xp

−
∂β(−)

∂x

∣∣∣∣
x=xp

= −εnδ
√
a2(ϕ(xp), xp) + 4fu(ϕ(xp), xp) +O(εn+1) < 0. (26)

Аналогично показывается выполнение неравен-
ства (21) для нижнего решения.

Поскольку при достаточно малых ε βn(x, pδ, ε)−
αn(x, p−δ, ε) = 2εn+1γ +O(εn+2) > 0, то выполнено
условие упорядоченности.

Таким образом, установлено, что αn, βn — дей-
ствительно упорядоченные нижнее и верхнее ре-
шение задачи (1) соответственно. Отсюда следует
утверждение теоремы.

4. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ
УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЯ

Рассмотрим нестационарную начально-краевую
задачу, соответствующую задаче (1):





Ntv := −
∂v

∂t
+ ε2

∂2v

∂x2
− εa(v, x)

∂v

∂x
− f(v, x)−

−εf1(v, x) = 0, −1 < x < 1, 0 < t <∞,

∂v

∂x
(−1, t, ε) = 0,

∂v

∂x
(1, t, ε) = 0, 0 < t <∞,

v(x, 0, ε) = v0(x, ε), x ∈ [−1, 1].

(27)
Пусть v0(x, ε) = u(x, ε), где u(x, ε) — решение за-

дачи (1), существование которого утверждает Тео-

рема 1. При таком начальном условии задача (27)
будет иметь решение v(x, t, ε) = u(x, ε). Исследуем
устойчивость этого решения.

Пусть β̄(x) — достаточно гладкая при x ∈ [−1, 1]
функция, удовлетворяющая условиям

β̄(x) > ϕ(x), x ∈ [−1, 1], (28)

f(u, x) > 0, u ∈ (ϕ(x), β̄(x)], x ∈ [−1, 1]. (29)

Аналогично пусть ᾱ(x) — достаточно гладкая
при x ∈ [−1, 1] функция, удовлетворяющая усло-
виям

ᾱ(x) < ϕ(x), x ∈ [−1, 1], (30)

f(u, x) < 0, u ∈ [ᾱ(x), ϕ(x)), x ∈ [−1, 1]. (31)

Очевидно, определения функций ᾱ(x), β̄(x) кор-
ректны в силу Условия 2.

Теорема 2. Если выполнены Условия 1 и 2, то
при достаточно малом ε решение v = u(x, ε) зада-
чи (27) асимптотически устойчиво по Ляпунову
с областью устойчивости по крайней мере [ᾱ; β̄],
и следовательно, u(x, ε) — единственное решение
задачи (1) в указанной области.

Сразу отметим, что мы не претендуем здесь на
указание глобальной области влияния, т.е. множе-
ства всех функций v0, входящих в область влияния

решения u(x, ε), а указываем лишь некоторое его
подмножество.

Для доказательства асимптотической устойчиво-
сти по Ляпунову решения u(x, ε) как решения зада-
чи (27) используем метод сжимающих барьеров.

1) Вначале рассмотрим промежуток [0, t∗], где
t∗ = −ln(εc0)/ε, c0 > 0 — постоянная, выбор кото-
рой будет указан ниже. Пусть δ1(x) = β̄(x)−ϕ(x) >
0. Тогда при достаточно малом ε на промежутке
[0, t∗] функция

β̃(x, t, ε) := u(x, ε) + e−εtδ1(x)

является верхним решением задачи (27). Покажем
это.

Прежде всего, выбирая константу c0 достаточ-
но большой, получаем нужное дифференциальное
неравенство при t = t∗, x ∈ [−1, 1]:

Ntβ̃(x, t
∗, ε) =

= −f(ϕ(x) + e−εt∗δ1(x), x) + ψ(x, t∗, ε)ε =

= −εf̄uc0δ1(x) +O(ε2) + ψ(x, t∗, ε)ε < 0, (32)

где f̄u = fu(ϕ(x)), ψ(x, t, ε) — известная функция,
|ψ(x, t, ε)| < c1. Конкретнее нужно выбрать

c0 >
c1

f̄uδ1(x)
, x ∈ [−1, 1].

Далее, отметим, что в силу Условия 2 и неравен-
ства (29) при достаточно малых ε выполнено нера-
венство

f(ϕ(x) + δ1(x)c0ε, x) ≤ f(u, x),

u ∈ [ϕ(x) + δ1(x)c0ε, ϕ(x) + δ1(x)], x ∈ [−1, 1].
(33)

Обоснуем неравенство (33). В силу постоянства
знака непрерывной функции для каждого фикси-
рованного x существует такое значение u∗(x), что
fu(u, x) > 0, u ∈ [ϕ(x), u∗(x)]. Пусть fm(x) — ми-
нимум функции f(u, x) на отрезке [u∗(x), ϕ(x) +
δ1(x)]. Отметим, что величины u∗(x), fm(x) не за-
висят от ε. Поскольку f(u, x) → 0 при u → ϕ(x),
то мы можем выбрать ε настолько малым, что-
бы для всех x ∈ [−1, 1] выполнялось неравенство
f(ϕ(x) + e−εt∗δ1(x), x) = f(ϕ(x) + δ1(x)c0ε, x) <
< fm(x). Из последнего неравенства и монотонно-
го возрастания функции f(u, x) относительно u на
промежутке [ϕ(x) + e−εt∗δ1(x), u

∗(x)] следует нера-
венство (33).

Требуемое дифференциальное неравенство на
всем промежутке (0, t∗] при x ∈ [−1, 1] следует из
неравенств (32) и (33):

Ntβ̃(x, t, ε) = −f(ϕ(x)+e−εtδ1(x), x)+ψ(x, t, ε)ε <

< −f(ϕ(x) + e−εt∗δ1(x), x) + c1ε < 0.
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Аналогично можно показать, что функция
α̃(x, t, ε) является нижним решением задачи (27)
при t ∈ [0, t∗].

Таким образом, согласно известным результатам
о дифференциальных неравенствах [18], если на-
чальное условие v0(x, ε) лежит в области, заклю-
ченной между функциями ᾱ(x) и β̄(x), то решение
задачи (27) существует при t ∈ [0, t∗] и лежит меж-

ду функциями α̃(x, t, ε) и β̃(x, t, ε). Обозначим та-
ким образом определенное при t ∈ [0, t∗] решение
через v1(x, t, ε). В частности, при t = t∗ справедли-
во неравенство

u(x, ε)− δ2(x)c0ε < v1(x, t, ε) <

< u(x, ε) + δ1(x)c0ε, x ∈ [−1, 1], (34)

где δ2(x) := ϕ(x) − ᾱ(x) > 0.
2) Теперь рассмотрим промежуток [t∗,∞). Пока-

жем, что при n = 0 функции

α∗(x, t, ε) = (αn(x, ε)− u(x, ε))e−λt + u(x, ε), (35)

β∗(x, t, ε) = (βn(x, ε)− u(x, ε))e−λt + u(x, ε), (36)

где λ > 0 — постоянная, являются соответственно
нижним и верхним решениями задачи






Ntv := −
∂v

∂t
+ ε2

∂2v

∂x2
− εa(v, x)

∂v

∂x
− f(v, x)−

−εf1(v, x) = 0, −1 < x < 1, t∗ < t <∞,

∂v

∂x
(−1, t, ε) = 0,

∂v

∂x
(1, t, ε) = 0, t∗ < t <∞,

v(x, t∗, ε) = v0(x, ε), x ∈ [−1, 1].

(37)

Требуется показать, что Ntβ
∗ < 0 и Ntα

∗ > 0.
Стандартные преобразования приводят к представ-
лению

Ntβ
∗ = e−λt[ε2

∂2βn
∂x2

− f(βn, x)− εf1(βn, x)− εa(βn, x)
∂βn
∂x

− ε2
∂2u

∂x2
+ f(u, x) + εf1(u, x)+

+ εa(u, x)
∂u

∂x
+ λ(βn − u) + ε

∂u

∂x
(a(βn, x)− a(u, x)− a∗u(βn − u))− εa∗u(e

−λt − 1)(βn − u)
∂

∂x
(βn − u)+

+ f(βn, x) + εf1(βn, x)− f(u, x)− εf1(u, x)− (f∗

u + εf∗

1 )(βn − u)]. (38)

Символ (*) означает, что значение функции
берется при аргументе u(x, ε) + θe−λt(βn(x, ε)−
u(x, ε)), 0 < θ < 1.

Можно показать аналогично [19], что выполнена
оценка

∂

∂x
(βn − u) = O(εn). (39)

Используя (39) и известные оценки для βn, имеем

Ntβ
∗ = e−λt(−γfu(ϕ(x), x)ε

n+1 + λ(βn − u)+

+O(εn+2) +O(ε2n+2)). (40)

Выбирая λ достаточно малой, получаем Ntβt < 0
при n ≥ 0. Аналогично получим Ntα

∗ > 0.
Пусть v0(x, ε) = v1(x, t

∗, ε), тогда v0(x, ε) из зада-
чи (37) будет лежать между нижним и верхним ре-
шениями α∗(x, t∗, ε) и β∗(x, t∗, ε). Действительно, за
счет выбора достаточно большого γ, участвующего
в построении α0 и β0, справедливы неравенства

α∗(x, t∗, ε) < α̃(x, t∗, ε) < β̃(x, t∗, ε) < β∗(x, t∗, ε).
(41)

На основании известных результатов из [18] за-
ключаем, что при t ∈ [t∗,∞) существует реше-
ние задачи (37), заключенное между α∗ и β∗ при
t ∈ [t∗,∞), которое мы обозначим через v2(x, t, ε).

3) Наконец, заключаем, что задача (27) имеет
гладкое по t решение

v(x, t, ε) =

{
v1(x, t, ε), t ∈ [0, t∗],

v2(x, t, ε), t ∈ [t∗,∞).
(42)

Отсюда сразу же следует утверждение теоремы.

5. ДРЕЙФО-ДИФФУЗИОННАЯ МОДЕЛЬ
ПОЛУПРОВОДНИКА

Уравнения типа (27) находят применение
в дрейфо-диффузионной модели полупроводника.
В одномерном случае система уравнений, свя-
зывающая напряженность электрического поля
E(x) и концентрацию электронов n(x), выглядит
следующим образом (см. [10]):

∂n

∂t
−

∂

∂x
[nV (E) +D

∂n

∂x
] = 0,

∂E

∂x
= −

4πq

ǫ
(n− n0).

(43)

Здесь D — коэффициент диффузии, который
предполагается независящим от напряженности E,
V (E) — скорость дрейфа электронов, n0(x) — рав-
новесная концентрация электронов, q — абсолют-
ная величина заряда электрона, ǫ — диэлектриче-
ская проницаемость полупроводника.

Исключая в системе (43) n(x) и интегрируя по
координате x, приходим к уравнению:

Dǫ
∂2E

∂x2
− ǫ

∂E

∂t
+ ǫV (E)

∂E

∂x
=

= 4π(−j +Dq
∂n0

∂x
+ qV (E)n0), (44)

где j — полный ток через образец.
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Зависимость v(E) для GaAs может быть выбрана
в виде [20]

V (E) = E(µeΓF (E) + µeL[1− F (E)]),

F (E) = [1 + (E/Ec)
a]

−b
,

(45)

где µeΓ = 5000 см2/Вс, µeL = 300 см2/Вс,
Ec = 3 кВ/см, a = 5.6, b = 0.25.

Приведем уравнение к виду (27). Для этого вве-

дем безразмерные функции: x̃ = x/L, Ẽ = E/Ec,

Ṽ = V/V0, j̃ = 4πjL/qn00D, ñ0 = n0/n00, где L —
длина образца, n00, V0 — характерные величины со-
ответственно для n(x) и V (E). Параметр j̃ можно
менять, подключая образец к источнику постоян-
ного тока. В стационарном случае в безразмерных
переменных уравнение (44) принимает вид

ελ
∂2Ẽ

∂x̃2
+ εṼ (Ẽ)

∂Ẽ

∂x̃
= −j̃ + 4πλ

∂ñ0

∂x̃
+ 4πñ0Ṽ (Ẽ),

(46)
где ε = ǫEc/Lqn00, λ = D/LV0 — безразмерный па-
раметр. Для дальнейшего расчета примем ǫ = 13,
q = 4.8 ·10−10 Фр, L = 10−3 см, n00 = 2.7 ·1016 см−3,
V0 = 107 см/c, D = 100 см2/с. Эти значения могут
быть реализованы в эксперименте. При этих пара-
метрах ε = 0.01, λ = 0.01, причем λ при этих усло-
виях становится порядка ε и мы можем записать
уравнение в виде:

ε2
∂2Ẽ

∂x̃2
+ εṼ (Ẽ)

∂Ẽ

∂x̃
= −j̃ + 4πε

∂ñ0

∂x̃
+ 4πñ0Ṽ (Ẽ).

(47)
Наконец, уравнение (47) принимает вид уравне-

ния из задачи (1), если положить u = Ẽ, a(u) =

= −Ṽ (u), f(u, x) := −j̃ − 4πñ0a(u), f1(u, x) = 4πñ′
0

(здесь и далее опустим ∼ над x). Оставим на кон-
цах полупроводника условия Неймана, так как они
не оказывают влияния на внутренний слой, являю-
щийся главным объектом исследования данной ра-
боты.

Выберем профиль легирования ñ0(x) таким обра-
зом, чтобы функция ñ′

0(x) была разрывной в точке
x = xp, например

ñ0(x) =

{
1 + 0.05x, x < xp,

1− 0.05x, x ≥ xp.

Отметим, что пространственная неоднородность ре-
активного слагаемого определяется только неодно-
родностью функции n0(x) равновесной концентра-
ции электронов, которую называют также профи-
лем легирования полупроводника. Хорошо извест-
но, что неоднородности профиля легирования мо-
гут существенно влиять на распределение поля в об-
разце (см., например, [10, 21]). Также известно,
что с помощью неравномерного добавления доно-
ров в полупроводник можно добиться практически
любой зависимости n0(x) [22]. Кроме того, приме-
си, как правило, распределяются в образце неравно-
мерно, а потому важно учесть влияние неоднород-
ностей указанного типа в модели полупроводника.

Поставим задачу на отрезке [−0.1, 0.1]:






ε2u′′ − εa(u)u′ − f(u, x)− εf1(u, x) = 0,

x ∈ (−0.1, 0.1),

u′(±0.1, ε) = 0,

(48)

где

f(u, x) =






−j̃ − 4π(1 + 0.05x)a(u), u ∈ Iu,

x ∈ [−0.1, 0],

−j̃ − 4π(1− 0.05x)a(u), u ∈ Iu,

x ∈ [0, 0.1],

f1(u, x) =

{
0.05 · 4π, u ∈ Iu, x ∈ [−0.1, 0],

−0.05 · 4π, u ∈ Iu, x ∈ [0, 0.1].

Итак, Условия 1, 2 выполнены. Ясно,
что областью устойчивости является область
0 < u < ϕ(0)(x), x ∈ [−0.1, 0.1], где ϕ(0)(x) — про-
межуточный корень вырожденного уравнения (см.
рис. 1).

Рис. 1. Зависимость реактивного слагаемого f от u при
x = 0

На рис. 2, а–г показано решение начально-крае-
вой задачи (27), соответствующей задаче (48), при
разных начальных условиях v0(x), найденное чис-
ленно с помощью метода прямых и одностадийной
схемы Розенброка с комплексным коэффициентом
CROS1. Поведение решения полностью согласуется
с утверждением Теоремы 2 и иллюстрирует ука-
занную область устойчивости. На рис. 2, а показан
внутренний слой в крупном масштабе.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе выполнено построение
асимптотики, доказательство существования и ис-
следование устойчивости стационарного решения
уравнения типа «реакция–адвекция–диффузия»,

2450103–7
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Рис. 2. Зависимость от x численного решения начально-краевой задачи (27), соответствующей задаче (48),

при различных начальных условиях v0(x) ∈ (0, ϕ(0)(x)), x ∈ [−0.1, 0.1], взятая с постоянным шагом по
t (пунктирные линии); асимптотика первого порядка (жирная линия); корни вырожденного уравнения ϕ(x)

и ϕ(0)(x)(штрих-пунктирные линии). Видно, что во всех случаях а–г решения начально-краевой задачи притя-
гиваются к устойчивому решению u(x, ε) задачи (48)

обладающего слабым внутренним слоем. Показано,
что такое решение, как решение соответствующей
начально-краевой задачи, является асимптотиче-
ски устойчивым по Ляпунову. Для такого решения
указана область устойчивости конечной (не асимп-
тотический малой) ширины и установлено, что ре-
шение стационарной задачи единственно в этой об-
ласти. Показано применение данного результата
в дрейфо-диффузионной модели полупроводника

при фиксированном токе. Дальнейшее развитие ре-
зультата возможно в системах, содержащих урав-
нение типа «реакция–адвекция–диффузия» и инте-
гральное условие, обеспечивающее в дрейфо-диф-
фузионной модели постоянство разности потенциа-
лов на концах полупроводника.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РНФ (проект № 23-11-00069).
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Weak Inner Layer in the Reaction-Diffusion-Advection Problem

in the Case of a Reaction Discontinuity

E. I. Nikulina, A. V. Karamyshev

Department of Mathematics„ Faculty of Physics, Lomonosov Moscow State University
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The present work is devoted to the study of a one-dimensional “reaction-advection-diffusion” equation with
weak smooth advection and a discontinuous reaction in the spatial coordinate. The work includes the
construction of the asymptotics, proof of existence, and investigation of the stability of stationary solutions
with the constructed asymptotics, which exhibit a weak inner layer that forms near the discontinuity point. For
constructing the asymptotics, the method of A.B. Vasilieva was used; for proving the existence of the solution,
the asymptotic method of differential inequalities was employed; and for studying the stability, the method of
contracting barriers was applied. It is shown that such a solution, as the solution of the corresponding initial-
boundary value problem, is asymptotically stable in the sense of Lyapunov. The stability region of finite (not
asymptotically small) width for such a solution is specified, and it is established that the stationary problem
has a unique solution in this region.
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