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Рассмотрены общие подходы к решению фундаментальной научной задачи, направленной
на установление закономерностей, определяющих количественную связь между особенностя-
ми структуры биоморфов и их спектральными характеристиками. На основе теоретического
анализа определены особенности скейлинга фрактальных биоморфов. Проводится выявление
особенностей формы фурье спектров и их связи с элементами самоподобия освещаемых биоси-
стем. Выполненный расчет дифракции света на биообъектах указывает на возможность исполь-
зования паттерного и скейлингового анализа для их идентификации. Полученные результаты
моделирования позволяют усовершенствовать фрактальные методы оптической диагностики
анализируемых биоморфов.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время активно ведётся изучение
структурных и оптических свойств фрактальных
биообъектов — биоморфов разной геометрии [1–3].
Обусловлено это тем, что элементы с фракталь-
ной структурой широко используются в различных
междисциплинарных приложениях [4–8]. Биомор-
фы внешне похожи на клетки живых микроорга-
низмов, но при определенных условиях могут пред-
ставлять собой целые макроорганизмы. Основны-
ми биоморфами среди высших растений являют-
ся дендритоподобные объекты — деревья, кустар-
ники, папоротники и другие растения [9]. Свойства
биоморфов дендритной формы нашли применение
при изучении проблемы возникновения жизни на
Земле, в биомедицине, компьютерной графике, со-
здании новых быстрых алгоритмов, в процессах
электроосаждения и электрохимической миграции
и др. [10–13]. Фундаментальные аспекты исследова-
ний фрактальных биоструктур связаны с решени-
ем основной проблемы фрактальной оптики. Она
состоит в установлении закономерностей, опреде-
ляющих устойчивую связь между особенностями
структуры изучаемых биосистем и их спектральны-
ми и скейлинговыми характеристиками. Решение
такой проблемы позволит усовершенствовать фрак-
тальные методы оптической диагностики рассмат-
риваемых биообъектов.

Несмотря на большое количество работ [10,
14–16]б выполненных в указанном направлении,
недостаточно изученными оказались скейлинговые
и спектральные особенности биоморфов.
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Цель данной работы состоит в анализе скей-
линга структур и оптических спектров биомор-
фов разной геометрии с выделением в них само-
подобных элементов — паттернов. Проведенный
анализ опирается на поиск инвариантов (скей-
линговых коэффициентов) для биоморфов и их
фурье-образов, что позволяет выработать крите-
рии идентификации фрактальных систем. Выпол-
ненные расчеты дополняют разработанную ранее
нами классификацию фракталов по поведению
их коэффициентов скейлинга [10].

1. ПОСТРОЕНИЕ БИОМОРФОВ
И ИХ СКЕЙЛИНГОВЫЕ СВОЙСТВА

Построение биоморфов осуществлялось простым
алгоритмом многократного возведения в степень
комплексного числа. Наибольший интерес пред-
ставляет ситуация, когда комплексные числа начи-
нают группироваться вокруг области, внешне по-
хожей на микроорганизм. Каждый биоморф стро-
ится путем многочисленных итераций заданной
функции. Нас интересовало получение фракталь-
ных биоморфов с выраженными скейлинговыми
свойствами как в структуре, так и в их спек-
тральных характеристиках. Были проанализирова-
ны семейства биоморфов, полученные по итераци-
онным формулам: Zn+1 = Zm

n , Zn+1 = Zm
n ± i

и Zn+1 = Zm
n + C, где m ≥ 2, i =

√
−1 и C —

комплексная константа. Здесь Z1 = (I − xc) · ∆s−
−1+i·(J−yc)·∆s — исходное значение комплексной
переменной. Расчетная область задавалась 1 ≤ I,
J ≤ 6000, ∆s = 0.001 — масштабный коэффициент,
xc = yc = 3000 — координаты ее центра. Затем те
же арифметические действия применяются к сумме
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Рис. 1. Пример моделирования биообъктов: а — фрагмент биоморфа Zn+1 = Z3
n + i на комплексной плоскости, б —

фрагмент спектра двукратного фурье-преобразования биоморфа G(fx, fy) (мнимая часть), в — фрагмент спектра
двукратного фурье-преобразования биоморфа H(fx, fy) (модуль), fx, fy — пространственные частоты. Цифрами
показаны наиболее крупные самоподобные структурные элементы объекта (а) и элементы паттерных образований
в спектре H(fx, fy) (в). Стрелкой показаны идентичные области по форме (пунктир)

Z2, получается значение Z3 и т.д. Полученные ком-
плексные числа строим в системе координат на ком-
плексной плоскости (x, y), где x = ReZn, y = ImZn.
Таким образом, формируется биоморф.

Для выявления вклада компонентов основной
итерационной формулы Zn+1 = Zm

n + C в изобра-
жение биоморфа были исследованы ее предельные
случаи при параметрах C = 0 и C = ±i. Результаты
моделирования показали, что биоморф с формулой
расчета Zn+1 = Zm

n имеет округлую форму и состо-
ит из круглого ядра и кольцевой периферической
области с зубьями, окружающей его. При увеличе-
нии степени m происходит трансформация формы
границ периферической области. Ее трансформа-
ция по форме заключается в изменении числа коль-
цевых областей с зубьями, увеличении числа зубьев
при одновременном уменьшении их амплитуды.
Число областей с треугольными зубьями при увели-
чении m уменьшается от 6 при m = 2 до их исчезно-
вения при m ≥ 5000. Данный биоморф характери-
зуется лишь относительным самоподобием (кольце-
вые области с зубьями), которое становится слабым
при m ≥ 6. Скейлинг в структуре такого биоморфа
отсутствует.

Ядро биоморфа с рекуррентной формулой расче-
та Zn+1 = Zm

n ± i трансформируется от дендритной
m = 2 до округлой формы m ≥ 6. Особенности
построения структуры дендрита и его оптические
характеристики рассмотрены в [16, 17]. При m ≥ 3
форма ядра биоморфа является m-угольником. Пе-
риферическая область с зубьями окружает ядро
биоморфа (рис. 1, а). Наиболее сильные измене-
ния структуры биоморфа происходят циклически
с периодом 4 при m = 3, 7, 11, 15, 19, . . .. Каж-
дый период увеличивается зубчатость округлой пе-
риферической области биоморфа с одновременным
уменьшением амплитуды ее зубцов. При изменении

C с i на −i происходит переориентация самопо-
добных областей биоморфа. Наиболее четко скей-
линг проявляется у биоморфа Zn+1 = Zm

n ± i для
степени m = 3 (рис. 1, а). При его построении ис-
пользовалось рекуррентное соотношение: Zn+1 =
= Z3

n+C, где C = i. Коэффициенты скейлинга био-
морфа ς определяются как отношение большей дли-
ны паттерна к меньшей: ς12 = l1/l2 = ab/bc ≈ 2.6
и ς23 = l2/l3 ≈ 3.86.

В случае произвольных комплексных C возмож-
но получение различных биоморфов. Так, если
C = 0.5555 · i− 0.5883, то формирование биоморфа
с фрактальным заполнением возможно для степе-
ней: 2 ≤ m ≤ 7 и m = 9, 14. В остальных слу-
чаях ядро биоморфа представляет собой «цветок»
с неровными границами и числом лепестков, рав-
ным m. С увеличением степени m амплитуда ле-
пестков уменьшается до полного их исчезновения
m ≈ 5000. В этом случае ядро имеет вид круга.
Для m = 2 ядро биоморфа представляет собой мно-
жество Жюлиа. Периферическая область биомор-
фа такая же, что и для рассмотренных выше пре-
дельных случаев. При m = 5000 периферическая
зубчатая область вырождается. В качестве приме-
ра на рис. 2, а приведен биоморф, полученный
с помощью итерационных вычислений по формуле:
Zn+1 = Z7

n + C.

Сформированный биоморф «цветок» фрактален,
его наиболее крупные самоподобные элементы —
паттерны — обозначены цифрами. Коэффициенты
скейлинга биоморфа «цветок» ς определяются как
отношение большего радиуса паттерна к меньше-
му: ς12 = r1/r2 ≈ 5.45 и ς23 = r2/r3 = 2.2. Здесь
индексы 1, 2 и 3 соответствуют выделенным само-
подобным паттернам.

Еще одним примером рассматриваемой группы
фракталов является множество Мандельброта [17–
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Рис. 2. Пример моделирования биоструктур: а — биоморф «цветок» на комплексной плоскости и его увеличенный
фрагмент, б — фрагмент спектра двукратного фурье-преобразования биоморфа G(fx, fy) (мнимая часть), в —
фрагмент спектра двукратного фурье-преобразования биоморфа H(fx, fy) (модуль), fx, fy — пространственные
частоты. Цифрами показаны наиболее крупные самоподобные структурные элементы объекта (а) и элементы
паттерных образований в спектре H(fx, fy) (в). Стрелкой показаны идентичные области по форме (пунктир)

Рис. 3. а — Фрактал Мандельброта на комплексной плоскости, б — его спектр двукратного фурье-преобразования
G(fx, fy) (мнимая часть), в — фрагмент спектра двукратного фурье-преобразования H(fx, fy) (модуль), fx, fy —
пространственные частоты. Цифрами показаны наиболее крупные самоподобные структурные элементы объекта
(а) и его спектра G(fx, fy) (б )

19] таких точек С на комплексной плоскости (x, y),
где x = ReC, y = ImC. Для заданных С рекур-
рентное соотношение zn+1 = z2n + C при z0 = 0 за-
дает ограниченную последовательность (рис. 3, а).
На рис. 3 цифрами отмечены характерные самопо-
добные элементы. Коэффициенты скейлинга мно-
жества Мандельброта ς определяются как отно-
шение большей длины выделенного самоподобного
элемента к меньшей: ς12 = l1/l2 = ab/cd ≈ 1.88,
ς23 = l2/l3 = cd/ea = 2 и ς34 = l3/l4 = ea/og ≈ 1.33.

Для структуры каждого сформированного био-
морфа характерен свой набор идентификаторов —
коэффициентов скейлинга. Эти параметры оказа-
лись чувствительны к изменению степени m, кон-
станты C и выбранному способу их определения.

2. СКЕЙЛИНГ В ОПТИЧЕСКИХ
ХАРАКТЕРИСТИКАХ БИОМОРФОВ

Обычно фурье-спектры фрактальных объектов
наиболее отчетливо передают их самоподобные
свойства, что согласуются с литературными данны-
ми [10, 16, 20, 21]. Однако результаты моделирова-
ния показали, что рассматриваемые биоморфы от-
носятся к четвертой группе фрактальных объектов
ранее разработанной нами классификации по пове-
дению коэффициентов скейлинга [10] и не имеют
фрактальных пространственных фурье-спектров.

Поле дифракции в дальней зоне для
двумерных биоструктур характеризует-
ся амплитудой Aqx,qy = F (F (P o)T )T , где
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F (P o) =
∑J

j=1P
o(j)ω

(j−1)(q−1)
J , ωJ = e−2πis/J , q, qx,

qy — нормированные пространственные частоты,
J — число элементов, s — масштабирующий
множитель, P o — бинарная функция пропус-
кания биоморфа, T — неспрягаемое матричное
транспонирование.

При проведении над рассматриваемыми струк-
турами двумерного фурье-преобразования:
A = fft2(Z), самоподобные элементы в про-
странственном спектре неразличимы. Здесь fft2 —
двумерное фурье-преобразование, вычисленное
с использованием алгоритма быстрого преобразо-
вания Фурье [22]. Мнимая и действительная части
такого преобразования имеют не фрактальный
растровый вид.

Если применить двумерное фурье-преобра-
зование к полученному спектру A еще раз,
то самоподобные элементы появляются вновь:
G = ln fft2(Im(A)) (рис. 1, б, рис. 2, б и рис. 3, б ).
Аналогичные результаты по форме спектров по-
лучаются и для спектра G = ln fft2(Re(A)). При
этом коэффициенты скейлинга спектров имеют те
же значения, что и соответствующие им структуры
биоморфов (рис. 1, б и рис. 2, б ). Для спектра мно-
жества Мандельброта коэффициенты скейлинга
ς определяются как отношение большей длины
выделенного самоподобного элемента к меньшей:
ς12 = l1/l2 = ab/cd ≈ 2.2, ς23 = l2/l3 = cd/ea ≈ 1.67
и ς34 = l3/l4 = ea/og ≈ 1.5 (рис. 3, б ).

Модуль спектра двукратного фурье-преобразова-
ния биоморфа H(fx, fy) имеет фрактальные при-

знаки, где fx, fy — нормированные пространствен-
ные частоты. На рис. 1, в и рис. 2, в наибо-
лее крупные самоподобные элементы — паттерны,
обозначены цифрами 1 и 2. Коэффициенты скей-
линга равны отношению большего радиуса паттер-
на к меньшему: ς12 = R1/R2 ≈ 1.63 (рис. 1, в)
и ς12 = R1/R2 ≈ 3.18 (рис. 2, в). Cпектр множества
Мандельброта (рис. 3, в) обладает зеркальной сим-
метрией и не имеет скейлинга.

Полученные результаты показали, что самопо-
добные структуры биоморфов и соответствующие
им спектры характеризуются разными значениями
коэффициентов скейлинга. Таким образом, приме-
нение процедуры двукратного фурье-преобразова-
ния позволяет выявить новые самоподобные эле-
менты биоморфов, которые могут быть потеряны
в оптических характеристиках в классическом при-
ближении (однократное фурье-преобразование).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенное исследование подтверждает нали-
чие количественной взаимосвязи между структур-
ными особенностями рассматриваемых фракталь-
ных объектов и их спектральными характеристи-
ками. Это позволяет проводить идентификацию
фрактальных объектов на основе определения скей-
линговых параметров в фиксируемых самоподоб-
ных элементах — паттернах.
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Optical Diagnostics of Fractal Biostructures
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General approaches to solving a fundamental scientific problem aimed at establishing the patterns that
determine the quantitative relationship between the structural features of biomorphs and their spectral
characteristics are considered. Based on theoretical analysis, the scaling features of fractal biomorphs are
determined. The shape characteristics of Fourier spectra and their connection with the self-similarity elements
in illuminated biosystems are identified. The performed calculation of light diffraction on bio-objects indicates
the possibility of using pattern and scaling analysis for their identification. The obtained modelling results
allow for the improvement of fractal methods for the optical diagnostics of the analyzed biomorphs.
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