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Исследуется динамика двух взаимодействующих концентрических широких звездных колец,
расположенных вокруг сверхмассивной черной дыры в центральном парсеке Галактики. Са-
мое массивное из них — кольцо с обратным движением звезд (известное в литературе как
«clockwise» диск) моделируется R-диском с небольшим вырезом в центре. Другое кольцо, с пря-
мым движением звезд («counter-clockwise» диск), представлено тонким круговым колечком
с наклоном α ≈ 62◦ к плоскости R-диска. Из наблюдений известны массы этих колец M1,
M2 (M1/M2 ≈ 60), их геометрические параметры и пространственная ориентация. Найдены
взаимная гравитационная энергия Wmut и момент сил M между кольцами, построены графи-
ки этих величин в зависимости от угла наклона α. Вычислены угловые моменты колец L(1)

и L(2), отношение которых L(1)/L(2)
≈ 23.4. Для системы колец определена плоскость Лапласа

и углы её ориентации. Установлено, что взаимное возмущение вращающихся колец приводит
к прецессии узлов с периодом TΩ ≈ 3.53 · 105 лет. Линии узлов обоих колец в плоскости Ла-
пласа движутся с одинаковой угловой скоростью, но в противоположных направлениях. Это
объясняет известный из наблюдений большой угол расхождения линий узлов.
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ВВЕДЕНИЕ

Исследование Галактики показало, что в цен-
тральном парсеке, кроме СМЧД и компактного
ядерного звездного скопления, есть также два кон-
центрических кольцевых образования — диск 1 с об-
ратным и диск 2 с прямым движением звезд, полу-
чившие свое название по наблюдаемому в них на-
правлению движения звезд [1–3]. Численное моде-
лирование [4] подтвердило возможность существо-
вания второго звездного диска. Взаимодействие
этих дисков изучалось в статьях [5, 6]. В работе [7]
исследовалась апсидальная и нодальная прецессия
орбит звезд в диске 1 под влиянием сверхмассив-
ной черной дыры и ядерного скопления звезд. Там
же рассматривалось влияние на прецессию орбит
и сил самого диска 1, моделируемого R-кольцом.
В работе [8] изучалась приливная эволюция орбит
в галактическом каспе.

По законам небесной механики [9, 10] взаим-
ное возмущение вращающихся колец должно при-
водить к прецессии их плоскостей и узлов. Но до
сих пор в динамике этих кольцевых структур мно-
гое остается недостаточно изученным. В частно-
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сти, большой интерес представляет вековая прецес-
сия рассматриваемых звездных дисков под влия-
нием их взаимного притяжения. В полном объе-
ме эта динамическая задача является весьма труд-
ной. В работе [11] изучалась упрощенная динами-
ческая модель, где оба диска были представлены
средневзвешенными узкими круговыми кольцами.
Кольца пересекаются по диаметру, причем угол
наклона между ними, согласно наблюдениям, ра-
вен α ≈ 62◦. В этой модели время прецессии уз-
лов дисков в плоскости Лапласа найдено равным
Tузл. ≈ 7 · 107 лет. Интересно заметить, что это вре-
мя почти на порядок меньше, чем время апсидаль-
ной прецессии звезд под влиянием центральной
черной дыры Tапс. ≈ 5 · 108 лет.

В данной статье мы восполняем пробелы в изуче-
нии динамики двух ядерных дисков. В разд. 1 для
описания массивного диска 1 вводится модель ши-
рокого R-кольца, более близкая к реальности, чем
модель узкого кольца в статье [11]. Другая кольце-
вая звездная система (диск 2) представлена сред-
невзвешенным узким круговым кольцом с накло-
ном α ≈ 62◦ к плоскости R-диска. В аналитическом
и численном вариантах здесь рассчитана взаимная
гравитационная энергия колец. В разд. 2 методом
дифференцирования по углу наклона рассчитан мо-
мент сил между двумя кольцами. В разд. 3 найдены

2450801–1

https://doi.org/10.55959/MSU0579-9392.79.2450801
mailto:work@boris-kondratyev.ru 


АСТРОНОМИЯ, АСТРОФИЗИКА И КОСМОЛОГИЯ

угловые моменты для каждого диска, и для систе-
мы в целом определена плоскость Лапласа. Это поз-
волило в разд. 4 рассчитать период прецессии узлов
в этой плоскости для указанной системы дисков.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

И ПОТЕНЦИАЛ R-ДИСКА

Рассмотрим широкое неоднородное круговое
кольцо с внутренним R1 и внешним R2 радиусами
(рис. 1). В центре этого кольца находится сверхмас-
сивная черная дыра. Из наблюдений известно, что
вокруг СМЧД движется множество звезд с равно-
мерно распределенными по азимутальному углу ли-
ниями апсид. Как показано в [12, 13], моделью для
такого диска может служить R-диск с распределе-
нием плотности

σ (r′) =
M1

π2 (R1 +R2)
√

(R2 − r′) (r′ −R1)
. (1)
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Рис. 1. Схема двух круговых колец, пересекающихся
по оси Ox1 под углом α. Синим цветом в координа-
тах Ox1x

′
2 показана плоскость тонкого кольца, белым

цветом в координатах Ox1x2 — плоскость широкого
R-кольца. Масштаб внешних радиусов колец не соблю-
дается

Прямой проверкой

M1 = 2π

∫ R2

R1

r′σ (r′) dr′ (2)

легко убедиться, что R-кольцо действительно имеет
массу M1.

Потенциал R-кольца в точке (r, x3) равен [12, 13]:

φ (r, x3) =
4GM1

π2 (R1 +R2)
×

×
∫ R2

R1

r′dr′
√

(R2 − r′) (r′ −R1)

K (k)
√

(r + r′)
2
+ x23

, (3)

где K (k) — полный эллиптический интеграл перво-
го рода с модулем

k =

√

4rr′

(r + r′)
2
+ x23

. (4)

Это широкое R-кольцо взаимодействует с узким
круговым колечком радиусом r2. Кольца концен-
трические, угол наклона между их плоскостями
0 ≤ α ≤ π/2. В системе декартовых координат ши-
рокое кольцо находится в плоскости Ox1x2, а колеч-
ко — в плоскости Ox1x

′
2, причем ось Ox′2 наклонена

к оси Ox2 под углом α. Тогда координаты пробной
точки на тонком кольце можно выразить через ко-
ординаты главной системы координат Ox1x2x3:

x1 = x′ = r2 cos θ,
x2 = x′2 cosα = r2 sin θ cosα,
x3 = x′2 sinα = r2 sin θ sinα,

(5)

где координатный угол 0 ≤ θ ≤ 2π отсчитывается
вдоль колечка от оси Ox1. Тогда, как легко видеть,

r =
√

x21 + x22 = r2
√
n,

(r′ + r)2 + x23 = r′2 + r22 + 2r′r2
√
n,

(6)

где для краткости обозначено

n = sin2 θ cos2 α+ cos2 θ. (7)

Вводя вспомогательную величину

m =

√

r′2 + r22
r′r2

+ 2
√
n, (8)

запишем потенциал широкого кольца (3) в точках
узкого в виде:

φ (r, x3) =
4GM1

π2 (R1 +R2) r2
×

×
∫ R2

R1

√
r′dr′

√

(R2 − r′) (r′ −R1)

K (k)

m
, (9)

причем модуль эллиптического интеграла первого
рода будет равен

k =
2n

1
4

m
. (10)

Чтобы найти взаимную гравитационную энер-
гию системы из широкого и узкого колец, домно-
жим потенциал (9) на элемент массы узкого коль-
ца µ2r2dθ и проинтегрируем по координатному уг-
лу 0 ≤ θ ≤ 2π. Здесь µ2 = M2

2πr2
— одномерная плот-

ность на втором кольце с массой M2. После инте-
грирования получим выражение взаимной гравита-
ционной энергии в виде двойного интеграла

Wmut = −
16GM1M2

π2 (R1 +R2)
√
r2

×

×
∫ π

2

0

dθ

∫ R2

R1

√
r′

√

(R2 − r′) (r′ −R1)

K (k)

m
dr′. (11)
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Чтобы избавиться в предстоящих численных рас-
четах от расходимостей в знаменателе подынте-
гральной функции в (11), сделаем замену перемен-
ной интегрирования [13]:

r′ = a1 (1 + e sin η) , η =
(

−
π

2
,
π

2

)

, (12)

где большая полуось и эксцентриситет вспомога-
тельной орбиты звезды равны:

a1 =
R1 +R2

2
, e =

R2 −R1

2a1
. (13)

После данной замены, радикал исчезнет, и выра-
жение (11) примет вид

Wmut = −
8GM1M2

π2
√
r2a1

∫ π

2

0

dθ

∫ π/2

−π/2

√
1 + e sin η

m
K (k) dη.

(14)
Здесь

m =

√

a1 (1 + e sin η)

r2
+

r2
a1 (1 + e sin η)

+ 2
√
n.

(15)
График взаимной энергии двух колец, рассчитан-

ный по формуле (14), показан на рис. 2.

α, рад

Wmut

Рис. 2. Зависимость нормированной взаимной энергии

W̃mut = Wmut/
(

−
8GM1M2
π2√a1r2

)

для системы R-кольца
и узкого колечка от угла наклона α между ними.
Точка перегиба на графике показана штрихами. Па-
раметры R-кольца взяты из наблюдений диска 1:
R1 = 1′′ = 0.04 пк, R1 = 10′′ = 0.4 пк. Узкое кольцо яв-
ляется моделью диска 2 с радиусом r2 = 12a1 = 0.48 пк

На рис. 3 показана 3D-зависимость нормирован-

ной взаимной энергии Wmut

/

(

− GM1M2

π2(R1+R2)

)

от угла
наклона α и радиуса узкого колечка r2.

Кроме того, на рис. 4 показана проекция указан-
ной зависимости нормированной гравитационной

энергии Wmut/
(

− GM1M2

π2(R1+R2)

)

.

0.0

1.0

2.0

12.72

12.70

12.68

12.66

12.64

2
4

6
8α, рад

Wmut

r
2
''

10

12.62

3.0

Рис. 3. 3D-зависимость нормированной взаимной энер-

гии W̃mut = Wmut

/

(

−
GM1M2

π2(R1+R2)

)

для системы

R−кольца и узкого колечка от угла наклона α в рад
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Рис. 4. Проекция графика зависимости нор-
мированной гравитационной взаимной энергии

W̃mut = Wmut/
(

−
GM1M2

π2(R1+R2)

)

2. МОМЕНТ СИЛ МЕЖДУ КОЛЬЦАМИ

Для нахождения прецессии узлов колец надо рас-
считать момент гравитационных силM1 между эти-
ми кольцами. Прямой расчет момента сил меж-
ду гравитирующими кольцами представляет непро-
стую задачу. Однако преимущество нашего подхода
в том, что, зная взаимную энергию двух колец, ком-
поненту момента сил по оси Ox1 можно выразить
через производную от взаимной энергии по углу на-
клона α по формуле [14]:

M =
∂

∂α
Wmut. (16)

График момента сил для системы двух колец дан-
ного типа показан на рис. 5.

Согласно проведенными расчетам (см. рис. 5),
при известном из наблюдений наклоне колец α ≈
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Рис. 5. Зависимость нормированного момента сил

M̃ = M/
(

−
8GM1M2
π2√a1r2

)

между широким R−кольцом и уз-

ким кольцом от угла взаимного наклона α. Кривая име-
ет максимум при α ≈ 0.433 (24.8◦). Точка максимума на
этой кривой совпадает с точкой перегиба графика на
рис. 1. Положение системы «диск 1–диск 2» (α ≈ 62◦)
отмечено жирными штрихами

62◦ момент сил между ними равен:

M ≈ −0.447
8GM1M2

π2
√
a1r2

. (17)

Этот результат используется в разд. 4.

3. ПЛОСКОСТЬ ЛАПЛАСА

ДЛЯ СИСТЕМЫ КОЛЕЦ

Полагая, что движение звезд в дисках происхо-
дит под притяжением черной дыры, можно пока-
зать, что модули угловых моментов этих двух ко-
лец равны:

L
(1)

=M1

√

GMbh
2R1R2

R1+R2
;

L
(2)

=M2

√
GMbh · r2,

(18)

где Mbh — масса центральной черной дыры.
Введем специальную плоскость, перпендикуляр-

ную вектору L1 полного орбитального момента си-
стемы колец. Эту плоскость в небесной механи-
ке принято называть плоскостью Лапласа. Особен-
ностью рассматриваемой задачи является то, что
здесь вектор L

(1) углового момента диска 1 будет
направлен ниже плоскости Лапласа, а вектор L

(2)

диска 2 — выше этой плоскости (см. рис. 6):

L
(1)
1 = L(1) sinβ2;

L
(1)
2 = L(1) cosβ2;

L
(2)
1 = −L(2) sinβ1;

L
(2)
2 = L(2) cosβ1,

(19)

где β1 и β2 — вспомогательные углы к плоскости
Лапласа, тогда условие перпендикулярности выпол-
няется, если

L
(1) sinβ2 = L(2) sinβ1. (20)
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Рис. 6. Схема векторов орбитальных угловых моментов
L

(1) и L
(2) для двух колец. Показана плоскость Лапла-

са, а также угол наклона α колец и вспомогательные
углы β1 и β2. По работе [11]

Таким образом, имеем систему уравнений для уг-
лов β1 и β2:

sin β1

sin β2
= L(1)

L(2) = M1

M2

√

2R1R2

r2(R1+R2)
= γ;

β1 − β2 = α.
(21)

Решая систему уравнений (21), находим

sinβ1 =
γ sinα

√

γ2 + 2γ cosα+ 1
;

sinβ2 =
sinα

√

γ2 + 2γ cosα+ 1
.

(22)

4. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА К ЗВЕЗДНЫМ

ДИСКАМ В ЦЕНТРАЛЬНОМ ПАРСЕКЕ

ГАЛАКТИКИ

Применим модель двух колец для оценки
времени прецессии их плоскостей. Напомним,
что в центре нашей Галактики находится
сверхмассивная черная дыра (СМЧД) с мас-
сой Mbh = 4.3× 106M⊙ [3]. Эта сверхмассивная
черная дыра окружена компактным скоплением
звезд B-типа со случайно ориентированными
орбитами [15]. Вне ядерного скопления звезд
расположены два рассматриваемых звездных
диска: диск 1 и диск 2. Диск 1 имеет следующие
параметры [16, 17]:

R1 ≈ 1′′ (0.04 пк), R2 ≈ 10′′ (0.4 пк),

M1 ≈ 3× 105M⊙.
(23)

Толщиной диска здесь можно пренебречь.
Полость внутри диска 1 относительно узкая
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(0 < r ≤ 1′′), внутренний край, согласно наблюде-
ниям, острый. Потенциал монотонно возрастает
внутри этой полости, затем начинает плавно
убывать внутри диска, и за внешним краем диска
потенциал убывает еще более круто [7].

Второе звездное кольцо (диск 2) описывается па-
раметрами [3]:

R1 ≈ 5′′ (0.2 пк), R2 ≈ 15′′ (0.6 пк),

M2 ≈ 5× 103M⊙.
(24)

Для упрощения расчетов момента сил и прецес-
сии колец мы моделируем второй диск, масса ко-
торого примерно в 60 раз меньше массы первого
диска, узким колечком с параметрами:

r2 ≈ 12′′ (0.48 пк), M2 ≈ 5× 103M⊙. (25)

Из наблюдений [3] известен также угол наклона
колец

α ≈ 62◦ (1.082 рад) . (26)

Для известных параметров дисков (23), (24) на-
ходим, согласно (18), отношение угловых моментов
дисков

γ =
L(1)

L(2)
=
M1

M2

√

2R1R2

r2 (R1 +R2)
≈ 23.355. (27)

Теперь по формулам (22), с учетом (27) вычис-
лим вспомогательные углы

β1 ≈ 59◦.8717; β2 ≈ 2◦.1223. (28)

Так как угол β2 мал, неизменная плоскость Ла-
пласа почти совпадает с плоскостью диска 1. Это
и понятно, так как масса основного диска почти
в 60 раз больше массы колечка.

Рассчитаем теперь время прецессии узлов, поль-
зуясь формулой [11, 14, 18]:

dψ

dt
=

M

L(2) sinβ1
. (29)

Подставляя в (29) выражение для момента сил M

из (17) и угловой момент колечка L(2) из (18), по-
сле сокращений и преобразований получим частоту
нодальной прецессии в виде:

dψ

dt
= 0.447

8GM1

π2
√
GMbha1 · r2 sinβ1

, (30)

где, напомним, большая полуось вспомогательной
орбиты звезды a1 дана в (13).Тогда период прецес-
сии узлов будет равен:

T
(2)
Ω =

2π

ψ̇(2)
=
π3

√
GMbha1 · r2 sinβ1
1.788 ·GM1

. (31)

Подставляя сюда известные из наблюдений вели-
чины, в итоге получим:

T
(2)
Ω ≈ 3.53× 105 лет. (32)

Линии узлов обоих колец движутся в плоскости
Лапласа с одинаковой угловой скоростью, но в про-
тивоположных направлениях. Действительно, в си-
лу условия существования плоскости Лапласа (20),
период нодальной прецессии первого диска оказы-
вается таким же:

T
(1)
Ω = T

(2)
Ω ≈ 3.53× 105 лет. (33)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе построена динамическая модель систе-
мы из двух взаимодействующих звездных дисков
(колец), расположенных в центральном парсеке Га-
лактики. Масса и геометрические параметры обо-
их дисков известны из наблюдений. Самое массив-
ное и широкое кольцо с обратным движением звезд
моделируется здесь R-диском с небольшим выре-
зом в центре. Следует подчеркнуть [12, 13], что
модель R-диска может быть образована не только
за счет прецессии линий апсид звезд, но и за счет
того, что, в согласии с наблюдениями, вокруг чер-
ной дыры движется множество звезд по орбитам
с равномерно распределенными по азимутальному
углу линиями апсид. Другая звездная система, об-
ладающая прямым вращением, обозначенная здесь
как диск 2, представлена средневзвешенным уз-
ким круговым кольцом, имеющим наклон α ≈ 62◦

к плоскости R-диска.
Найдена взаимная гравитационная энергияWmut

кольцевых структур и вычислена производная от
этой энергии по углу α, выражающая момент сил
M между кольцами. Рассчитаны и построены гра-
фики этих величин в зависимости от угла накло-
на. Найдены угловые моменты колец и L

(1) и
L
(2) и определена неизменная для всей системы

плоскость Лапласа. При отношении масс дисков
M1/M2 ≈ 60 отношение модулей угловых момен-
тов равно L(1)

/

L(2) ≈ 23.36. Взаимное возмущение
вращающихся колец приводит к прецессии узлов.
Установлено, что в плоскости Лапласа линии уз-
лов первого и второго кольца движутся с одина-
ковой угловой скоростью, но в противоположных
направлениях. Найден период нодальной прецессии
для обоих колец TΩ ≈ 3.53 × 105 лет. Это время
прецессии узлов по масштабам Галактики оказы-
вается достаточно коротким. Причина в том, при
замене тонкого колечка (см. работу [11]) на широ-
кое R-кольцо той же массы величина момента сил
заметно увеличилась.

Из наблюдений также известно, что угол между
линиями узлов у дисков весьма большой и равен [3]

χ ≈ 243◦ ± 14◦. (34)

Найденное довольно быстрое движение линий уз-
лов в противоположных направлениях объясняет,
почему линии узлов звездных дисков не коллинеар-
ны и направлены под большим углом друг к другу.
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Precession of Stellar Rings in the Center of Galaxy
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The dynamics of two interacting concentric wide star rings located around a supermassive black hole in the
central parsec of the Galaxy is investigated. The most massive of them, the ring with the retrograde motion
of stars (known in the literature as a «clockwise» disk) is modeled as R-disk with a small cutout in the center.
Another ring with a direct motion of stars («counter-clockwise» disk) is represented by a thin circular ring
with an inclination α ≈ 62◦ to the plane of the R-disk. The masses of these rings M1, M2 (M1/M2 ≈ 60),
their geometric parameters and spatial orientation are known from observations. The mutual gravitational
energy Wmut and the angular moment of force M between the rings have been found, and graphs of these
quantities depending on the angle of inclination have been constructed. The angular momenta of the rings
L(1) and L(2), whose ratio L(1)/L(2)

≈ 23.4 have also been calculated. For the system of rings, the Laplace
plane and the angles of its orientation are determined. It has been established that the mutual perturbation
of the rotating rings leads to precession of the nodes with a period of TΩ ≈ 3.53 × 105 years. The lines of
the nodes of both rings in the Laplace plane move with the same angular velocity but in opposite directions.
This explains the large angle of divergence of the lines of nodes known from observations.
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