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С использованием первопринципных методов расчета энергии кристаллов исследован ато-
марный механизм трансформации между ОЦК (β) и ГПУ (α) фазами циркония при низкой
температуре. Разработан точный двухпараметрический геометрический способ описания транс-
формации кристаллической решетки по механизму Бюргерса. Представленный способ описа-
ния учитывает изменения атомного объема и формы кристаллической решетки при трансфор-
мации. При использовании предложенного описания трансформации были построены поверх-
ности потенциальной энергии циркония при ОЦК-ГПУ трансформации в интервале давления
от 0 до 25ГПа с шагом 5ГПа. Методом градиентного спуска были определены пути минималь-
ной энергии вдоль поверхностей потенциальной энергии. Анализ полученных результатов пока-
зал сильную зависимость формы энергетических поверхностей и пути минимальной энергии от
давления. При увеличении давления до 25 ГПа форма поверхности потенциальной энергии цир-
кония меняется критически, а на поверхности появляется структура с энергией меньше, чем у
ГПУ, на 10.5 мэВ. Сравнение результатов расчетов, произведенных с помощью разработанного
двухпараметрического метода описания трансформации с однопараметрическими аналогами
из литературы, показало несостоятельность последних в качестве инструмента исследования
атомарных механизмов фазовых переходов.
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ВВЕДЕНИЕ

Цирконий — металл 4-й подгруппы, в твердом со-
стоянии имеет три аллотропные модификации. При
нормальном давлении и низкой температуре цир-
коний существует в ГПУ-модификации (α), кото-
рая остается стабильной вплоть до 1135 К [1], вы-
ше которой происходит фазовый переход в ОЦК-
модификацию (β). Температура плавления цирко-
ния 2128 К. При повышении давления температура
β–α перехода понижается [2], а при низкой темпе-
ратуре цирконий образует гексагональную ω-фазу
с тремя атомами в элементарной ячейке [2–6].
Zr имеет большое соотношение прочности к ве-
су, отличную стойкость к коррозии и окислению,
а также низкое сечение захвата нейтронов. Бла-
годаря своим свойствам цирконий играет важную
роль в аэрокосмической, атомной и химической
промышленностях [7–9].

Бюргерс в 1934 г. в своей работе описал мик-
роскопический механизм фазового перехода из
ОЦК в ГПУ на примере циркония [10]. В сво-
ей работе Бюргерс проанализировал ориентаци-
онные кристаллографические соотношения между
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ОЦК и ГПУ решетками при фазовом переходе,
а также предложил механизм, описывающий дан-
ную трансформацию. Согласно Бюргерсу ОЦК-
и ГПУ-решетки связаны как (011)bcc ‖ (0001)hcp

и [111]bcc ‖ [1210]hcp, а перестройка решетки может
быть разделена на два связанных процесса. Пер-
вый процесс включает в себя длинноволновой сдвиг
в кубической решетке вдоль направления [111]
в плоскости (112), что изменяет угол между [111]
и [111] от 109.5◦ до 120◦ и приводит к появлению
в плоскостях (011) правильных гексагонов. Второй
процесс — это попеременное смещение в противопо-
ложных направлениях [011] атомных слоев парал-
лельных (011), что приводит атомы в правильные
позиции идеальной ГПУ-решетки. В данной рабо-
те мы условно обозначаем эти процессы символа-
ми η и ǫ соответственно. Механизм Бюргерса яв-
ляется общепринятой моделью β–α трансформации
в цирконии и был подтвержден в эксперименталь-
ных и теоретических работах [11–13].

Путь моделирующий механизм Бюргерса может
быть описан разными способами. Например, для
описания могут быть использованы два парамет-
ра, описывающих сдвиг и попеременное смещение
атомных слоев кристаллической решетки. Приме-
рами могут служить работы [14–17]. При таком
способе описания механизма Бюргерса энергия си-
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стемы во время трансформации задается поверхно-
стью, а конкретный путь трансформации решетки
может быть определен как путь минимальной энер-
гии вдоль этой поверхности. Другой способ описа-
ниях механизма Бюргерса — это однопараметри-
ческие пути трансформации, при которых два па-
раметра перехода заменяются одним [18–20]. Та-
кой подход снижает размерность задачи, однако
требует предписать конкретный путь, проходимый
кристаллической системой, что как будет показано
в данной работе не всегда дает верное представле-
ние об атомных механизмах трансформации. Кро-
ме того, при описании трансформации не всегда
учитывается изменение объема фаз во время пере-
хода и отличие величины c/a ГПУ фазы от иде-

ального
√

8/3, что чаще обнаруживается в реаль-
ных системах. Причем эта неточность наблюдает-
ся как для двух-, так и для однопараметрических
методов [15, 20].

В настоящей работе проведено исследование
атомного механизма β–α трансформации в цирко-
нии. Проанализировано влияние давление на путь
трансформации в пределах от 0 до 25 ГПа с шагом
5 ГПа. Показана некорректность использования од-
нопараметрических способов описания трансфор-
мации решетки при фазовых переходах ОЦК–ГПУ
на примере циркония.

1. МЕТОДЫ

В данной работе использовался двухпара-
метрический метод описания трансформации
ОЦК–ГПУ кристаллической решетки. Транс-
формация, описанная данным методом, следует
механизму Бюргерса [10]. В явном виде транс-
формация описывается ячейкой с векторами

решетки
[√

3
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]
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[√

3
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3
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,
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, где направление [001] соответствует
направлению [011] в ОЦК-ячейке, и атомным
базисом, состоящим из двух атомов в позициях
(0, 0, 0) и (1/2, 1/2, 1/2). Деформация η вдоль
направления [111] параметризована углом θ

между векторами
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, а попеременное

перемещение ǫ атомных плоскостей (011) — относи-
тельным смещением δ атома (1/2 + δ, 1/2 − δ, 1/2)
в позиции соответствующие ГПУ-ячейке. При этом
угол θ меняется от 109.47◦ до 120◦, а смещение δ
меняется от 0 до 1/6, что соответствует изменению
величин η и ǫ от 0 до 1 соответственно. Для учета
изменения объема на атом и получения правиль-
ной величины c/a параметры решетки линейно
скалировались от значений соответствующих ОЦК
до ГПУ. В данной работе мы связываем измене-
ние объема с величиной деформации η, поэтому
скалирование констант решетки производилось
только в направлении изменения этого параметра.
Схематическая иллюстрация метода представлена

на рис. 1.

Рис. 1. Иллюстрация к предложенному методу описа-
ния трансформации по Бюргерсу. Зеленые сферы — ато-
мы циркония. Черными линиями обозначена элементар-
ная ОЦК-ячейка, красными — ячейка, которая исполь-
зуется в данной работе

Для расчета пути трансформации использова-
лись методы в рамках теории функционала элек-
тронной плотности реализованные при помощи про-
граммного пакета VASP [21–23] с использованием
базиса плоских волн для представления волновой
функции электронов и PAW-потенциалов [24, 25]
для задания потенциала ионного остова кристал-
ла. Критерий для выхода из электронного цикла
самосогласования — разница в энергии между дву-
мя последними итерациями 10−5 эВ. Обмен и кор-
реляция в электронном газе описывались методом
обобщенного градиента в параметризации PBE [26].
Величина энергии обрезания базиса плоских волн
составляла 500 эВ. Для создания сетки k -точек
в данной работе использовалась предусмотренная
в VASP автоматическая генерация с использовани-
ем метода Монкхорста–Пака [27] с плотностью раз-
биения сетки интегрирования 18× 18× 10.

Для анализа поверхности потенциальной энергии
методом сплайнов второго порядка была построена
интерполяционная функция на основе данных, по-
лученных в первопринципных расчетах. Пути ми-
нимальной энергии вдоль энергетических поверх-
ностей при разных давлениях были найдены мето-
дом градиентного спуска. Интерполяция и поиск
путей были осуществлены в программном пакете
MATHEMATICA [28].

2. РЕЗУЛЬТАТЫ

Для описания трансформации по представленно-
му в данной работе методу сначала первопринцип-
ными методами были проведены расчеты релакса-
ции кристаллических структур ОЦК- и ГПУ-фаз
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Рис. 2. Контурные карты энергетической поверхности ∆E Zr в координатах сдвига (η) и относительного смещения
атомных плоскостей (ǫ) при трансформации ОЦК-ГПУ при разной величине давления. ∆E = E(η,ǫ) − E(0,0) —
изменение энергии структуры в точке (η, ǫ) относительно ОЦК. Точка (0,0) — ОЦК, (1,1) — ГПУ. Красной линией
обозначен путь минимальной энергии

на 0 К и определены равновесные значения пара-
метров решеток при заданных давлениях 0, 5, 10,
15, 20, 25 ГПа. Удельный объем ОЦК и ГПУ фаз
рассчитывался из полученных значений равновес-
ных параметров решеток как (abc sin θ)/2, где a,b

и c — это параметры решетки, используемой в дан-
ной работе, ячейки, а θ — угол между направлени-
ями a и b (см. рис. 2). Сравним равновесные ве-
личины удельных объемов на атом и форм (c/a)
ГПУ-ячейки при различных давлениях, рассчитан-
ных в данной работе с доступными теоретически-
ми и экспериментальными данными из литературы.
Наибольшее отличие величин объема и c/a ГПУ
циркония, полученные в данной работе, от теоре-
тических результатов Wang et al. [31] составляет
менее одного процента. С экспериментальными дан-
ными для α-Zr максимальное расхождение при лю-
бой величине давления около 2% и 1% для удель-
ных объемов и c/a соответственно. Сравнивая рас-
считанные величины объема ОЦК фазы с литера-
турой, видим, что максимальное отличие на всем
отрезке давлений не превышает двух процентов.
Из данных в таблице бросается в глаза разница
объемов ОЦК-фазы циркония при 0 ГПа, рассчи-
танных в данной работе при нулевой температуре
и измеренных экспериментально Zhao et al. [32] при
T = 973 K. Отличие составляет 5% и может быть
объяснено эффектом термического расширения.

Далее, используя полученные равновесные пара-
метры решеток при различных давлениях, перво-
принципными методами была рассчитана зависи-
мость полной энергии кристалла Zr при изменении
параметров (η, ǫ) на сетке 10 × 10. Используя по-
лученные данные была построена поверхность из-

менения энергии ∆E Zr при трансформации из β
в α модификацию, ее контурная карта и путь ми-
нимальной энергии при давлениях 0, 5, 10, 15, 20
и 25 ГПа, все результаты представлены на рис. 2.

В первую очередь можно отметить, что результа-
ты, представленные на рис. 2, показывают неустой-
чивость β-модификации циркония к флуктуаци-
ям сдвига η и смещения плоскостей ǫ, что пол-
ностью соответствует тому факту, что β Zr дина-
мически нестабилен на низких температурах, т. к.
в его фононном спектре присутствуют мнимые ча-
стоты [34]. Представленные данные демонстрируют
сильную асимметрию энергии по параметрам (η, ǫ)
при каждом значении давления. Заметно, что при
низких величинах давления деформация η и свя-
занное с ней изменение объема элементарной ячей-
ки относительно слабо влияют на величину энер-
гии в нижней полуплоскости ǫ < 0.5. При низком
давлении энергия системы меняется больше все-
го в направлении смещения плоскостей ǫ, а функ-
ция ∆E(ǫ) при любом η имеет минимум, который
смещается в сторону ГПУ с увеличением η. В до-
полнение при низком давлении путь минимальной
энергии проходит преимущественно в направлении
ǫ в начале трансформации, а затем, когда систе-
ма не может больше понижать свою энергию за
счет сдвига атомных плоскостей, заметно меняет
свое направление в сторону η. Изменение энтальпии
при фазовом переходе при нулевом давлении рав-
но разнице энергий между ОЦК- и ГПУ-фазами,
что в данной работе равно значению функции ∆E
в точке (1,1) поверхности, представленной на рис. 2,
и составляет ∆E(1,1) = 85 мэВ/атом. Это хорошо
согласуется с величинами, рассчитанными ab initio

2520503–3



ФИЗИКА КОНДЕНСИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ ВЕЩЕСТВА

Таблица. Сравнение удельных объемов фаз циркония и величины c/a ГПУ Zr при различных давлениях (давления
указаны в скобках), полученных в данной работе и некоторых предыдущих

ОЦК Zr

Теоретические данные Экспериментальные

(T = 0 К) данные (T = 973 К)

Настоящая Anzellini Stavrou Wang Zhao

работа et al. [29] et al. [30] et al. [31] et al. [32]

22.6 (0 ГПа) 22.65 (0 ГПа) 22.83 (0 ГПа) 23.87 (0 ГПа)

21.65 (5 ГПа) 21.87 (3.96 ГПа) 21.62 (5.35 ГПа) 21.93 (6.38 ГПа)

V, 20.71 (10 ГПа) 20.83 (8.94 ГПа) 20.73 (10 ГПа) 21.04 (10.54 ГПа)

Å3/атом 19.88 (15 ГПа) 19.52 (16.74 ГПа) 20.00 (14.5 ГПа) 20.29 (14.49 ГПа)

19.16 (20 ГПа) 19.20 (20 ГПа)

18.53 (25 ГПа) 18.48 (25ГПА) 18.48 (25ГПа) 18.63 (24.61 ГПа)

a, A

3.562 (0 ГПа) 3.565 (0 ГПа) 3.574 (0 ГПа) 3.627 (0 ГПа)

3.511 (5 ГПа) 3.523 (3.96 ГПа) 3.510 (5.35 ГПа) 3.526 (6.38 ГПа)

3.460 (10 ГПа) 3.447 (8.94 ГПа) 3.461 (10 ГПа) 3.478 (10.54 ГПа)

3.413 (15 ГПа) 3.392 (16.47 ГПа) 3.420 (14.5 ГПа) 3.436 (14.49 ГПа)

3.371 (20 ГПа) 3.374 (20 ГПа)

3.334 (25 ГПа) 3.331 (25 ГПа) 3.331 (25ГПа) 3.340 (25 ГПа)

ГПУ Zr

Теоретические данные Экспериментальные данные

( T = 0 К) ( T = 300 К)

Настоящая Wang Stavrou Akahama Anzellini Zhao

работа et al. [31] et al. [30] et al. [33] et al. [29] et al. [32]

23.26 (0 ГПа) 23.43 (0 ГПа) 23.33 (0.74 ГПа) 23.37 (0 ГПа) 23.13 (0.69 ГПА) 23.29 (0 ГПа)

22.23 (5 ГПа) 22.27 (5.35 ГПа) 22.28 (5.57 ГПа) 22.41 (4.33 ГПа) 22.08 (5.71 ГПа) 22.11 (4.93 ГПа)

V, 21.24 (10 ГПа) 21.61 (10ГПа) 21.71 (7.82 ГПа) 21.39 (9.5 ГПа)

Å3/атом 20.50 (15 ГПа) 21.05 (13.88 ГПа) 20.45 (15.5 ГПа)

19.79 (20 ГПа) 19.82 (20.22 ГПа)

19.18 (25 ГПа) 19.59 (21.97 ГПа)

c/a

1.602 (0 ГПа) 1.597 (0 ГПа) 1.592 (0 ГПа)

1.615 (5 ГПа) 1.603 (5.35 ГПа) 1.594 (4.93 ГПа)

1.623 (10 ГПа)

1.629 (15 ГПа)

1.645 (20 ГПа)

1.656 (25 ГПа)

c, A

5.167 (0 ГПа) 5.168 (0 ГПа) 5.146 (0 ГПа)

5.116 (5 ГПа) 5.093 (5.35 ГПа) 5.063 (4.93 ГПа)

5.055 (10 ГПа)

5.010 (15 ГПа)

4.983 (20 ГПа)

4.953 (25 ГПа)

a, A

3.225 (0 ГПа) 3.236 (0 ГПа) 3.233 (0 ГПа)

3.168 (5 ГПа) 3.178 (5.35 ГПа) 3.176 (4.93 ГПа)

3.115 (10 ГПа)

3.074 (15 ГПа)

3.029 (20 ГПа)

2.991 (25 ГПа)

в предыдущих работах: 84 мэВ/атом Liu et al. [13]
и 80 мэВ/атом Wang et al. [31]. Однако литера-
турные данные об экспериментально измеренном
тепловом эффекте фазового перехода ОЦК–ГПУ

в цирконии очень скудны. В работе [35] приво-
дится значение энтальпии перехода 40 мэВ/атом,
что в два раза меньше теоретически рассчитанной
величины.

2520503–4
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Форма энергетической поверхности и путь ми-
нимальной энергии сильно меняются при увеличе-
нии давления. Видно, как при увеличении давления
с 0 ГПа до 5 ГПа энергия системы начинает силь-
нее откликаться на деформацию в направлении η,
что заметно в изменении наклона пути минималь-
ной энергии в начале трансформации. При увеличе-
нии давления до 10 ГПа путь минимальной энергии
становится практически диагональным и переход
характеризуется одновременным изменением вели-
чин деформации ячейки смещения атомных плос-
костей. При дальнейшем увеличении давления по-
верхность энергии системы меняется критически.
При давлении 15 ГПа трансформация сначала идет
преимущественно за счет деформации η и затем
при η 1 относительное смещение атомных плоско-
стей завершает переход при изменении ǫ от 0.25
до 1. При давлении 20 ГПа практически происходит
вырождение по энергии структур, находящихся на
отрезке пути трансформации от (1,0) до (1,1). При
25 ГПа вырождение исчезает, и в точке (1,0) появ-
ляется структура с энергией меньше, чем у ГПУ,
на 10.5 мэВ/атом. Как известно, при высоком дав-
лении энергетически выгодной становится ω фа-
за Zr. Это наводит на мысль о том, что атомная
конфигурация в точке (1,0) является некоей про-
межуточной структурой на пути трансформации
в омега-фазу. Для более детального исследования
данного вопроса требуется построение отдельного
механизма трансформации.

Отметим, что при описании трансформации одно-
параметрическими методами, как, например, в ра-
боте Friak et al. [20], путь минимальной энергии дол-
жен быть простой прямой линией на контурной кар-
те — диагональ (0,0)–(1,1). Однако, как видно из
представленных на рис. 2 данных, путь минималь-
ной энергии не является прямой линией из ОЦК
в ГПУ при любой величине давления. При исполь-
зовании однопараметрических методов можно по-
пытаться учесть особенности поверхности потенци-
альной энергии исследуемой системы при форму-
лировании пути трансформации в явном виде, но
поиск такого атомного механизма является дале-

ко не тривиальной задачей для большинства реаль-
ных систем даже без учета давления. Учет влияния
давления может сделать проблему существенно бо-
лее сложной. Вышесказанное позволяет нам утвер-
ждать, что однопараметрические методы описания
трансформации являются некорректными и дают
неверное представление об атомных механизмах
фазовых переходов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе в рамках теории функцио-
нала электронной плотности проведено исследова-
ние атомарного механизма трансформации ОЦК-
ГПУ фаз Zr под давлением по модифицированно-
му механизму Бюргерса. Для этого были проведе-
ны расчеты релаксации кристаллических структур
и определены равновесные параметры ОЦК и ГПУ
фаз на низкой температуре при величинах давле-
ний от 0 ГПа до 25 ГПа. Проведены расчеты энер-
гетической поверхности фаз циркония при транс-
формации ОЦК-ГПУ в координатах (η, ǫ) и опре-
делен путь минимальной энергии. Используя полу-
ченные результаты, в работе проведен анализ вли-
яния давления на атомный механизм трансформа-
ции. Показано, что давление сильно меняет ланд-
шафт энергетической поверхности, что приводит
к изменению последовательности промежуточных
кристаллических состояний вдоль пути минималь-
ной энергии. Показано, что путь трансформации не
является простой прямой линией на контурной кар-
те энергетической поверхности, что вместе с обна-
руженной сильной зависимостью формы поверхно-
сти от давления делает описание трансформации
ОЦК–ГПУ структур кристаллов с помощью одно-
параметрических методов некорректным.

Работа поддержана Российским научным фон-
дом (проект № 21-72-10105). Расчеты выполнены на
вычислительном кластере НИТУ «МИСиС».
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Atomic mechanism of transformation between BCC and HCP phases in zirconium

under pressure

R. I. Sinyakova, M.P. Belov

National University of Science and Technology «MISIS»

Department of Theoretical Physics and Quantum Technologies, Materials Modeling and Development Laboratory

Moscow 119049, Russia

E-mail: asinyakov999@mail.ru

Using first-principles crystal energy calculation methods, the atomic mechanism of transformation between
the bcc (β) and hcp (α) phases of zirconium at low temperatures was studied. An accurate two-parameter
geometric method has been developed to describe the transformation of a crystal lattice according to the
Burgers mechanism. The presented description method takes into account changes in the atomic volume and
shape of the crystal lattice during transformation. Using the proposed description of the transformation, the
potential energy surfaces of zirconium were constructed during the bcc-hcp transformation in the pressure
range from 0 GPa to 25 GPa with a step of 5 GPa. The gradient descent method was used to determine
minimum energy paths along potential energy surfaces. Analysis of the results obtained showed a strong
dependence of the shape of the energy surfaces and the path of minimum energy on pressure. When the
pressure increases to 25 GPa, the shape of the potential energy surface of zirconium changes critically, and a
structure appears on the surface with an energy lower than that of the hcp by 10.5 meV. A comparison of the
calculation results made using the developed two-parameter method for describing the transformation with
one-parameter analogues from the literature showed the inconsistency of the latter as a tool for studying the
atomic mechanisms of phase transitions
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pressure.
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