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В работе исследованы свойства симметрии фазовой диаграммы плотной кварковой мате-
рии, состоящей из u и d трехцветных кварков, в рамках безмассовых (3+1)-мерных моделей
Намбу–Йона-Лазинио и квантовой хромодинамики. Оказывается, что при наличии барионного
µB , изоспинового µI , кирального µ5 и кирального изоспинового µI5 химических потенциалов
лагранжианы этих моделей инвариантны относительно так называемого дуального преобразо-
вания. Следовательно, полные термодинамические потенциалы этих моделей дуально симмет-
ричны. Это означает, что на полных (µB , µI , µ5, µI5)-фазовых портретах этих моделей фазы
со спонтанным нарушением киральной симметрии и конденсации заряженных пионов дуально
сопряжены (симметричны) друг другу.
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ВВЕДЕНИЕ

Ранее на основе некоторых (1+1)- и (2+1)-мер-
ных безмассовых моделей квантовой теории поля
с четырехфермионными взаимодействиями (и рас-
ширенными кварковым µ и киральным µ5 химиче-
скими потенциалами) было установлено, что в плот-
ной барионной материи, описываемой в рамках
этих низкоразмерных моделей, существует дуаль-
ность (или симметрия) между явлениями спон-
танного нарушения киральной симметрии (СНКС)
и сверхпроводимости [1–5]. Как оказалось (см., на-
пример, в работах [3, 5]), это дуальное соответствие
основано на инвариантности модельного лагранжи-
ана относительно (i) так называемых преобразова-
ний Паули–Гюрши спинорных полей ψ(x) [6, 8],
и (ii) одновременно выполняемых перестановок зна-
чений констант связи в каналах кварк–антикварко-
вого и сверхпроводящего взаимодействий, а также
значений химических потенциалов, µ ↔ µ5. При
Паули–Гюрши преобразовании члены лагранжиа-
на вида (ψψ)2 и (ψψ)2, отвечающие соответственно
за кварк–антикварковое и сверхпроводящее взаимо-
действия, преобразуются друг в друга. Кроме того,
лагранжевы члены ψγ0ψ и ψγ0γ5ψ (которые отве-
чают за кварковую и киральную плотности в си-
стеме), соответствующие химическим потенциалам
µ и µ5 модели, также преобразуются друг в друга.
Благодаря этому факту, дуальная инвариантность
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лагранжиана приводит к полной (µ, µ5)-фазовой
диаграмме модели, на которой сверхпроводящая
и СНКС фазы дуально сопряжены друг другу, т.е.
они расположены зеркально симметрично относи-
тельно линии µ = µ5 фазовой диаграммы. Кроме
того, многие характеристики плотной среды, вы-
численные в одной из фаз, легко экстраполируют-
ся на дуально сопряженную фазу материи. Таким
образом, дуальная симметрия модели значитель-
но упрощает исследования ее термодинамических
свойств.

Затем возможность дуальной симметрии меж-
ду другими физическими явлениями была иссле-
дована в рамках безмассовой (3+1)-мерной моде-
ли Намбу–Йона–Лазинио (НЙЛ) [9], состоящей из
Nc-цветных u и d кварков. Эта простейшая модель
НЙЛ описывает явления, связанные только с кана-
лами взаимодействия кварк–антикварк. Кроме то-
го, лагранжиан модели был расширен барионным
µB, изоспиновым µI и киральным изоспиновым µI5

химическими потенциалами, а ее термодинамиче-
ский потенциал (ТДП) был вычислен в ведущем
порядке разложения по большим Nc (или в при-
ближении среднего поля) [10, 11] и на этой основе
была изучена фазовая структура плотной кварко-
вой материи с ненулевыми барионной, изоспиновой
и киральной изоспиновой плотностями. Как было
показано в [9], в этом приближении ТДП модели
обладает симметрией относительно перехода пара-
метров порядка фаз СНКС и заряженной пионной
конденсации (ПК) друг в друга, а также одновре-
менного преобразования µI ↔ µI5. В силу этой
симметрии ТДП, которую мы называем дуальной
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симметрией между фазами СНКС и заряженной
ПК, оказывается, что при каждом фиксированном
значении µB фазы СНКС и заряженной ПК распо-
лагаются зеркально симметрично относительно ли-
нии µI = µI5 на соответствующей (µI , µI5)-фазовой
диаграмме модели. Это означает, что, зная фазу
(и ее свойства) модели при, например, µI < µI5,
можно определить, какая фаза (и ее свойства) ре-
ализуется при µI > µI5. Следовательно, в прибли-
жении среднего поля в упомянутой выше простей-
шей модели НЙЛ существует дуальность между яв-
лениями СНКС и заряженной ПК. Она является
следствием вышеупомянутой дуальной симметрии
ТДП, вычисленного в приближении среднего поля.
(В предлагаемой статье рассматриваются дуальные
свойства только некоторых (3+1)-мерных моделей,
но различные аспекты дуальности между явления-
ми СНКС и заряженной ПК исследовались также
и в (1+1)-мерных моделях теории поля [15, 16].)
После этого в работе [12] было показано, что допол-
нительный киральный химический потенциал µ5 не
портит эту дуальность. Однако следует иметь в ви-
ду, что дуальность между фазами с заряженной ПК
и СНКС является точной (в приближениях средне-
го поля или большого значения Nc) только в ки-
ральном пределе, т.е. когда голая масса кварка m0

равна нулю. При m0 6= 0 дуальность между явлени-
ями СНКС и заряженной ПК является лишь при-
близительной [13].

И совсем недавно более сложная модель НЙЛ
с дополнительным дикварковым каналом взаимо-
действия и расширенная членами с µB, µI и µI5

химическими потенциалами была исследована на
предмет появления в ней дуальных симметрий [14].
В этой работе в киральном пределе и в приближе-
нии среднего поля было показано, что, несмотря на
наличие фазы с цветовой сверхпроводимостью, на
(µB, µI , µI5) фазовом портрете модели также имеет-
ся дуальная симметрия только между фазами с за-
ряженой ПК и СНКС (фаза с цветовой сверхпрово-
димостью при таком дуальном преобразовании пе-
реходит сама в себя). Таким образом, мы видим,
что две различные модели НЙЛ, которые эффек-
тивно описывают (в общем случае разные) низко-
энергетические области КХД, имеют термодинами-
ческие потенциалы, которые в приближении сред-
него поля инвариантны относительно одного и того
же дуального преобразования, связывающего явле-
ния СНКС и заряженной ПК.

Таким образом, возникают, естественно, два во-
проса. 1) Присуща ли дуальность между явлениями
СНКС и заряженной ПК упомянутым выше моде-
лям НЙЛ в целом, а не только их приближениям
среднего поля. Кроме того, 2) можно поставить во-
прос еще шире и попытаться прояснить ситуацию
с дуальной симметрией и исходного лагранжиана

КХД, чьи свойства эффективным образом описыва-
ют упомянутые выше модели НЙЛ. Рассмотрению
этих вопросов и посвящена настоящая работа.

1. ДУАЛЬНАЯ СИММЕТРИЯ МЕЖДУ
ЯВЛЕНИЯМИ СНКС И ЗАРЯЖЕННОЙ ПК

В НЕКОТОРЫХ МОДЕЛЯХ НЙЛ

1.1. Случай простейшей модели НЙЛ

В недавней работе [12] исследовалась фазовая
структура плотной кварковой материи, образован-
ной u и d кварками и находящейся в термоди-
намическом равновесии при нулевой температуре
(T = 0). При этом свойства кварковой среды рас-
сматривались в приближении среднего поля (или
в ведущем порядке разложения 1/Nc) в рамках
безмассовой модели НЙЛ с четырехфермионным
лагранжианом следующего вида:

LNJL = iψγµ∂µψ+ψγ
0Mψ+G

{
(ψψ)2+(iψγ5~τψ)2

}
,

(1)
где

M =
µB

3
+
µI

2
τ3 +

µI5

2
γ5τ3 + µ5γ

5, (2)

а ψ ≡ ψ(x) — дублет трехцветных u и d кварков,

т.е. ψ =

(
ψu

ψd

)
, τk (k = 1, 2, 3) — 2×2 матрицы

Паули. Кроме того, лагранжиан (1) содержит бари-
онный µB, изоспиновый µI , киральный изоспино-
вый µI5 и киральный µ5 химические потенциалы.
Здесь мы продолжаем изучение данной модели, ко-
торая призвана описывать свойства кварковой ма-
терии с ненулевыми барионной nB = (nu + nd)/3
и изоспиновой nI = (nu − nd)/2 плотностями (nu

и nd — плотности u и d кварков соответственно).
Эти величины термодинамически сопряжены с ба-
рионным и изоспиновым химическими потенциала-
ми µB и µI . Мы также предполагаем, что в плотной
кварковой материи может быть ненулевой и раз-
ность плотностей nR и nL всех правых и всех ле-
вых кварков. Следовательно, киральная плотность
системы, т.е. величина n5 ≡ nR − nL, и термодина-
мически сопряженный ей киральный химический
потенциал µ5 в нашем случае отличны от нуля. На-
конец, возможна и более общая ситуация, когда ки-
ральные плотности u и d кварков, т.е. величины nu5

и nd5, не равны друг другу. Это означает, что ки-
ральная изоспиновая плотность nI5 ≡ nu5 − nd5 си-
стемы может быть отличной от нуля (заметим, что
n5 = nu5 + nd5). Эта величина термодинамически
сопряжена с киральным изоспиновым химическим
потенциалом µI5 кварковой материи.

Величины nB, nI и nI5 являются плотностями со-
храняющихся зарядов, которые соответствуют ин-
вариантности лагранжиана (1) относительно абеле-
вых групп UB(1), UI3(1) и UAI3(1), где 1

UB(1) : ψ → exp(iα/3)ψ;

UI3(1) : ψ → exp(iατ3/2)ψ;

UAI3(1) : ψ → exp(iαγ5τ3/2)ψ.

(3)

1 Для дальнейшего напомним, что exp(iατ3) = cosα +
iτ3 sinα, exp(iαγ5τ3) = cosα+ iγ5τ3 sinα.
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Подчеркнем, что лагранжиан (1) инвариантен
относительно каждого из преобразований в (3)
и что в этом случае внешние параметры систе-
мы, т.е. химические потенциалы, константы свя-
зи и т. д., остаются неизменными. Поэтому из (3)
следует, что nB = 〈ψγ0ψ〉/3, nI = 〈ψγ0τ3ψ〉/2 и
nI5 = 〈ψγ0γ5τ3ψ〉/2, где 〈· · · 〉 означает усреднение
по основному состоянию (или состоянию термоди-
намического равновесия (см. [17]) системы. Можно
также отметить, что в дополнение к (3) лагранжи-
ан (1) инвариантен и относительно электромагнит-
ной группы преобразований UQ(1): ψ → exp(iQα)ψ,
где Q = diag(2/3,−1/3). Однако киральный хими-
ческий потенциал µ5 не соответствует сохраняю-
щейся величине модели (1). Обычно его вводят для
описания системы на временных масштабах, когда
в системе завершены все процессы изменения ки-
ральности, и она находится в состоянии термоди-
намического равновесия с некоторым фиксирован-
ным значением киральной плотности n5 [18].

Наконец, прежде чем перейти к более детально-
му рассмотрению модели НЙЛ (1), следует отме-
тить, что в ядрах нейтронных звезд может суще-
ствовать холодная плотная кварковая материя с
изоспиновой асимметрией. Обычно (см., например,
в работах [17, 19–22]) такая кварковая среда изу-
чается с помощью эффективных моделей, включа-
ющих всего два химических потенциала, µB и µI .
Но этого может быть недостаточно для описания
ее реальных свойств. Дело в том, что нейтронные
звезды обладают очень сильными магнитными по-
лями, благодаря которым в плотной кварковой сре-
де на основе кирального магнитного [23] и кираль-
ного сепарационного [24] эффектов может генери-
роваться ненулевая киральная n5 и киральная изо-
спиновая nI5 плотности (см. соответствующее об-
суждение в работах [13, 25]). Поэтому мы считаем,
что в рамках модели (1) с четырьмя химически-
ми потенциалами можно получить более адекват-
ное описание свойств реальной плотной кварковой
материи.

Для упрощения исследования фазовой структу-
ры модели НЙЛ (1) обычно используют вспомога-
тельный лагранжиан L̃NJL,

L̃NJL = ψ
[
γρi∂ρ + µγ0 + µ5γ

0γ5 + ντ3γ
0+

+ νI5τ3γ
0γ5 − σ − iγ5πaτa

]
ψ − 1

4G

[
σ2 + π

2

]
, (4)

где µ = µB/3, ν = µI/2, ν5 = µI5/2 и

σ(x) = −2G(ψ̄ψ), πa(x) = −2G(ψ̄iγ5τaψ). (5)

Cоставное бозонное поле π3(x) из (5) обычно отож-
дествляется с физическим полем π0(x)-мезона, то-
гда как физические поля π±(x)-мезона являют-
ся следующими комбинациями составных полей,
π±(x) = (π1(x)∓ iπ2(x))/

√
2. Очевидно, что вспомо-

гательный лагранжиан L̃NJL эквивалентен исход-
ному лагранжиану (1) при использовании уравне-
ний движения (5). Кроме того, из соотношений (3)

и сноски 1 ясно, что составные бозонные поля (5)
преобразуются под действием изоспиновой UI3(1)
и аксиальной изоспиновой UAI3(1) групп следую-
щим образом:

UI3(1) : σ → σ; π3 → π3;

π1 → cos(α)π1 + sin(α)π2;

π2 → cos(α)π2 − sin(α)π1;

UAI3(1) : π1 → π1; π2 → π2;

σ → cos(α)σ + sin(α)π3;

π3 → cos(α)π3 − sin(α)σ.

(6)

Из формул (6) следует, что комбинации полей
(π2

1 + π2
2) и (σ2 + π2

3) инвариантны относитель-
но преобразований UI3(1) и UAI3(1) групп соответ-
ственно. Исходя из вспомогательного лагранжиа-
на (4), в принципе, возможно получить производя-
щий функционал Γ(σ,π) одночастично-неприводи-
мых функций Грина полей σ(x) и π(x) (см., напри-
мер, в [26]). Обычно Γ(σ,π) также называют эффек-
тивным действием модели, что позволяет ввести ве-
личину Ω(σ,π), которая называется полным термо-
динамическим потенциалом (ТДП) модели (но при
нулевых химических потенциалах ее обычно назы-
вают полным эффективным потенциалом модели),

Ω(σ,π)

∫
d4x ≡ −Γ(σ,π)

∣∣∣
σ,π1,π2,π3=const

. (7)

Интегрирование в левой стороне интеграла ведет-
ся по всем переменным 4-пространства (в данной
работе рассматриваются конденсаты, не зависящие
от координат, поэтому интегрирование превращает-
ся в объем). Координаты точки глобального мини-
мума (ГМ) ТДП Ω(σ,π) являются средними зна-
чениями 〈σ〉 и 〈πa〉 вспомогательных бозонных по-
лей (5) по основному состоянию системы, которые
к тому же являются параметрами порядка, пове-
дение которых относительно химических потенци-
алов определяет фазовую структуру модели. Сле-
довательно, если, например, в точке ГМ мы имеем
〈σ〉 6= 0 и/или 〈π3〉 6= 0, но 〈π1,2〉 = 0, то, как яс-
но из уравнения (6), киральная симметрия UAI3(1)
спонтанно нарушается и в кварковой материи ре-
ализуется фаза СНКС. Если 〈σ〉 = 0, 〈π3〉 = 0,
но 〈π1,2〉 6= 0, то изоспиновая UI3(1) инвариант-
ность модели спонтанно нарушается и там наблю-
дается фаза заряженной ПК и т.д. Поэтому иссле-
дование ТДП Ω(σ,π) на наименьшее значение по
переменным σ и π является очень важной зада-
чей, помогающей понять фазовую структуру моде-
ли. Чтобы упростить ее решение, можно исполь-
зовать тот факт, что лагранжиан (4) инвариантен
относительно преобразований симметрии (3) и (6).
Как следствие, те же свойства симметрии справед-
ливы и для полного ТДП Ω(σ,π) модели и, как
видно из (6), при каждом фиксированном набо-
ре значений µ, µI , µI5 и µ5 химических потенциа-
лов ТДП Ω(σ,π) на самом деле является функци-
ей только двух комбинаций полей, Σ ≡

√
σ2 + π2

3

и Π ≡
√
π2
1 + π2

2 , т.е.

Ω(σ,π) ≡ Ω
(
Σ,Π

)
. (8)
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В этом случае для нахождения фазовой структу-
ры модели достаточно найти (для каждого фик-
сированного набора химических потенциалов) точ-
ку ГМ функции Ω(Σ,Π) по переменным Σ и Π.
Так, если в точке ГМ функции (8) мы име-
ем (Σ 6= 0,Π = 0), то в системе реализуется фаза
со спонтанным нарушением киральной симметрии
UAI3(1). Если точка ГМ ТДП (8) выглядит как (Σ =
0,Π 6= 0), то это означает, что в модели наблюдает-
ся фаза с конденсацией заряженных пионов (при
этом изоспиновая симметрия UI3(1) спонтанно на-
рушается) и, наконец, точка ГМ вида (Σ = 0,Π = 0)
соответствует симметричной фазе модели, в кото-
рой ни одна из групп симметрии (3) спонтанно не
нарушается. 2

В недавней работе [12] ТДП (8) модели НЙЛ (1)
был исследован в приближении среднего поля (в
этом случае мы используем для него обозначение
Ωmf(Σ,Π)). Более того, там было показано, что
Ωmf(Σ,Π) является величиной, инвариантной отно-
сительно преобразования

D̃ : Σ←→ Π, µI ←→ µI5. (9)

Благодаря этому свойству ТДП в приближении
среднего поля, в работе [12] было показано, что су-
ществует симметрия (дуальность) между явления-
ми СНКС и заряженной ПК (поэтому мы называем
D̃ (9) дуальным преобразованием). Это означает,
что при фиксированных µ и µ5 (µI , µI5)-фазовый
портрет (полученный в рамках приближения сред-
него поля) модели НЙЛ (1) симметричен отно-
сительно одновременных переобозначений «фаза
СНКС»↔«фаза заряженной ПК» и µI ↔ µI5. Дей-
ствительно, предположим, например, что при неко-
торых фиксированных частных значениях химиче-
ских потенциалов µ, µ5, µI = A и µI5 = B гло-
бальный минимум ТДП Ωmf (Σ,Π) лежит в точ-
ке вида (Σ = Σ0 6= 0,Π = 0). В этом слу-
чае в модели реализуется фаза СНКС. Тогда из
инвариантности ТДП относительно преобразова-
ния дуальности D̃ (9) следует, что при µI = B
и µI5 = A (и неизменных значениях µ и µ5) гло-
бальный минимум ТДП Ωmf (Σ,Π) располагается
в точке (Σ = 0,Π = Σ0), которая соответствует фа-
зе заряженной ПК (и наоборот). Следовательно,
знания фазы модели (1) при некоторых фиксиро-
ванных значениях µ, µI , µI5, µ5 достаточно для то-
го, чтобы понять, какая фаза (мы называем ее
дуально сопряженной) реализуется при перестав-
ленных значениях µI ↔ µI5 и фиксированных µ

2 Действительно, если, например, в точке ГМ ТДП Ω(Σ,Π)
мы имеем (Σ 6= 0,Π = 0), то это означает, что в этом
случае существуют ненулевые значения σ = 〈σ〉 и/или
π3 = 〈π3〉, соответствующие наименьшему значению ТДП
как функции σ и π, т.е. выражения Ω(σ,π). Поскольку ве-
личины 〈σ〉 и/или 〈π3〉 не инвариантны относительно пре-
образований из группы UAI3

(1) (как следует из (6)), то
в этом случае спонтанно нарушается киральная симмет-
рия, и т.д.

и µ5. Более того, различные физические параметры
кварковой среды, такие как конденсаты, плотности
и т. д., характеризующие как исходную фазу, так
и дуально сопряженную, связаны преобразованием
дуальности D̃. Например, зная киральный конден-
сат исходной фазы СНКС при некотором фиксиро-
ванном µ, µI , µI5, µ5, можно простой перестановкой
µI ↔ µI5 получить выражение для конденсата заря-
женных пионов в дуально сопряженной фазе. Зная
выражение для плотности частиц nq(µI , µI5) в ис-
ходной фазе СНКС как функцию химических по-
тенциалов µI , µI5, можно найти плотность частиц
в дуально сопряженной фазе заряженной ПК, по-
меняв местами µI и µI5 в выражении nq(µI , µI5)
и т.д.

Таким образом, симметрия ТДП безмассовой мо-
дели НЙЛ (1) относительно дуального преобразо-
вания (9) позволяет существенно упростить изуче-
ние свойств плотной (µB 6= 0) кварковой материи
с изоспиновой (µI 6= 0) и киральной изоспиновой
(µI5 6= 0) асимметриями. Однако стоит еще раз под-
черкнуть, что полученная дуальность между явле-
ниями СНКС и заряженной ПК была установлена
в [12] только на основе ТДП, вычисленного в рам-
ках приближения среднего поля (или в ведущем по-
рядке приближения больших Nc). Присуще ли это
свойство дуальности полному фазовому портрету
модели НЙЛ, а не только его приближению средне-
го поля, остается формально неясным.

В настоящей работе мы показываем, что (i)
существует дискретное преобразование типа Па-
ули–Гюрши кварковых полей 3, которое преобра-
зует члены лагранжиана (1), ответственные за ка-
нал СНКС, в члены лагранжиана, ответственные
за конденсацию заряженных пионов (и наоборот).
Кроме того, (ii) в этом случае члены лагранжиа-
на (1), являющиеся оператором плотности изоспи-
нового заряда и оператором плотности кирально-
го изоспинового заряда, преобразуются друг в дру-
га (другие члены лагранжиана НЙЛ (1) остаются
неизменными). Следовательно, (iii) если одновре-
менно с Паули–Гюрши выполнить преобразование
µI ↔ µI5, то лагранжиан (1) не изменится. В ре-
зультате будет видно, что дуальная симметрия (9)
присуща и полному термодинамическому потенци-
алу Ω(Σ,Π) системы, а не только его приближению
среднего поля Ωmf (Σ,Π).

Введем следующее преобразование дублета спи-
норных полей ψ(x) (как ясно из дальнейшего рас-
смотрения, это действительно преобразование Па-
ули–Гюрши),

PG : ψR → ψR, ψL → iτ1ψL,

or ψR → ψR, ψL → ψL(−i)τ1,
(10)

где ψ = ψL + ψR и ψL ≡ 1−γ5

2
ψ, ψL = ψ 1+γ5

2
,

3 Наиболее общее определение преобразования Паули–Гюр-
ши приведено ниже (см. (15)).
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ψR ≡ 1+γ5

2
ψ, ψR = ψ 1−γ5

2
. Альтернативно его мож-

но представить в следующем виде:

PG : ψ → ψR + iτ1ψL, i.e.

PGψ ≡ PG
(
ψu

ψd

)
=

(
ψuR + iψdL

ψdR + iψuL

)
.

(11)

Используя формулы (10)–(11), легко выяснить, как
преобразуются простейшие кварк–антикварковые
структуры лагранжиана (1) под действием преоб-
разования типа Паули–Гюрши PG,

ψψ = ψRψL + ψLψR
PG−→

PG−→ ψRiτ1ψL − ψLiτ1ψR = −iψγ5τ1ψ,
(12)

iψγ5τ1ψ = i(−ψRτ1ψL + ψLτ1ψR)
PG−→

PG−→ −iψRτ1iτ1ψL − iψLiτ1τ1ψR = ψψ.
(13)

Аналогично нетрудно показать, что

iψγ5τ2ψ
PG−→ iψγ5τ3ψ,

iψγ5τ3ψ
PG−→ −iψγ5τ2ψ.

(14)

Это означает, что четырехфермионные структуры
лагранжиана (1), отвечающие за СНКС и заряжен-
ную ПК, преобразуются друг в друга под действием
PG-преобразования (10)–(11), т. е.

(ψψ)2 + (iψγ5τ3ψ)
2 PG←→ (iψγ5τ1ψ)

2 + (iψγ5τ2ψ)
2.

(15)
(Заметим, что в работах [6, 7] преобразование Па-
ули–Гюрши связывает четырехфермионные струк-
туры низкоразмерных лагранжианов, ответствен-
ные за каналы СНКС и сверхпроводимости (см.
также в работах [3–5, 8]). В настоящей работе мы
рассматриваем более общую ситуацию и называем
любое преобразование спинорных полей, свя-
зывающее между собой кварковые структу-
ры различных каналов взаимодействия, пре-
образованием типа Паули–Гюрши.) Посколь-
ку свободный член iψγµ∂µψ лагранжиана (1) оста-
ется неизменным под действием преобразования
PG (10)–(11), то из соотношения (15) ясно, что при
нулевых химических потенциалах исходный лагран-
жиан НЙЛ (1) также инвариантен относительно
этого преобразования типа Паули–Гюрши. Однако
при ненулевых химических потенциалах PG боль-
ше не является преобразованием симметрии модели
НЙЛ. Действительно, под действием PG величины
ψγ0ψ и ψγ0γ5ψ не изменяются, но

ψγ0γ5τ3ψ =
(
ψRγ

0τ3ψR − ψLγ
0τ3ψL

)

PG←→
(
ψRγ

0τ3ψR + ψLiτ1γ
0τ3iτ1ψL

)
=

=
(
ψRγ

0τ3ψR + ψLγ
0τ3ψL

)
= ψγ0τ3ψ. (16)

Это означает, что плотности изоспинового и ки-
рального изоспинового зарядов, т.е. величины

ψγ0τ3ψ и ψγ0γ5τ3ψ в соотношении (16), перехо-
дят друг в друга и, как следствие, при µI 6= 0
и µI5 6= 0 лагранжиан НЙЛ (1) не инвариантен
относительно преобразования PG (10)–(11). Сле-
довательно, при ненулевых µI 6= 0 и µI5 6= 0
дискретное преобразование PG уже не является
преобразованием симметрии модели. Но очевидно,
что если одновременно с преобразованием полей
(10)-(11) произвести перестановку химических по-
тенциалов, µI ←→ µI5, то лагранжиан НЙЛ оста-
нется инвариантным. Преобразования, при ко-
торых изменяются не только полевые пере-
менные лагранжиана, но одновременно с ни-
ми и некоторые внешние параметры (к ко-
торым мы относим химические потенциалы,
константы связи и т. д.), мы будем назы-
вать в дальнейшем дуальными преобразова-
ниями. Таким образом, модель НЙЛ (1) инвари-
антна (или симметрична) относительно дуального
преобразования D, где

D : ψ → ψR + iτ1ψL, µI ←→ µI5. (17)

Поскольку в этом случае кварковые структуры ка-
налов взаимодействия СНКС и заряженной ПК пе-
реходят друг в друга (см., например, уравнение
(15)), то будем говорить, что каждый из этих ка-
налов D дуален другому, или что явления СНКС
и заряженной ПК дуально D сопряжены друг дру-
гу в рамках модели НЙЛ (1).

Напомним, что полный ТДП (7)–(8) модели мы
получаем на основе лагранжиана (4) со вспомога-
тельными бозонными полями σ(x) и πa(x). Давай-
те посмотрим, как преобразуются эти величины под
действием PG или D. Из (5) ясно, что в этом случае
мы имеем:

PG, D : σ(x)→ −π1(x), π1(x)→ σ(x),

π2(x)→ π3(x), π3(x)→ −π2(x).
(18)

Следовательно, в этом случае величины Σ и Π
(см. определение перед формулой (8)) преобразу-
ются друг в друга, Σ ↔ Π. Более того, из (18)
следует, что член вспомогательного лагранжиана
НЙЛ (4), пропорциональный (σ2+π

2), остается ин-
вариантным при PG и D преобразованиях. Кроме
того, принимая во внимание правила преобразова-
ний (10) и (18), нетрудно заметить, что член типа
Юкавы ψ(σ + iγ5πaτa)ψ этого лагранжиана, а так-
же его свободный член iψγµ∂µψ остаются неизмен-
ными при действии PG. Так что при нулевых хи-
мических потенциалах лагранжиан L̃NJL (4) сим-
метричен относительно действия PG (однако это не
так, когда µI и µI5 не равны нулю). Наконец, учи-
тывая соотношения (16) и (18), легко понять, что
при ненулевых химических потенциалах вспомога-
тельный лагранжиан (4) в целом симметричен от-
носительно дуального преобразования D (17), при
котором необходимо также учитывать и преобразо-
вания скалярного и псевдоскалярного полей (18).

Таким образом, не только вспомогательный
лагранжиан L̃NJL, но и построенные на его ос-
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нове полное эффективное действие Γ(σ,π) и пол-
ный ТДП Ω(Σ,Π) (8) модели будут инвариантны
относительно того же дискретного дуального пре-
образования D (17)–(18). Однако последнее свой-
ство, т.е. симметрия D термодинамического потен-
циала, есть не что иное, как его инвариантность от-
носительно дуального преобразования D̃ (9), когда
Σ↔ Π и µI ↔ µI5 (см. также замечание сразу по-
сле формулы (18)). Поэтому дуальная симметрия
между такими явлениями, как СНКС и заряжен-
ная ПК, на самом деле является подлинным свой-
ством плотной кварковой материи, описываемой
безмассовой моделью НЙЛ (1). Дуальность (сим-
метрия) между этими явлениями должна наблю-
даться и на полной (µ, µI , µI5, µ5)-фазовой диаграм-
ме этой модели (а не только в приближении сред-
него поля [12]), поскольку она является следстви-
ем инвариантности микроскопического лагранжиа-
на НЙЛ (1) относительно преобразования D (17).

1.2. Случай модели НЙЛ с дополнительным
дикварковым каналом взаимодействия

Напомним, что в недавней работе [14] исследова-
на фазовая структура четырехфермионной модели,
лагранжиан которой LCSC ,

LCSC = LNJL +H
∑

A=2,5,7

[ψciγ5τ2λAψ][ψiγ
5τ2λAψ

c],

(19)
отличается от выражения (1) дополнительным чле-
ном с дикварковым взаимодействием. В (19) λA
(A = 2, 5, 7) — 3×3 матрицы Гелл-Манна, действу-
ющие в трехмерном фундаментальном представле-

нии цветовой группы SU(3)c; ψc = Cψ
T
, ψc = ψTC

— зарядово-сопряженные спиноры, где C = iγ2γ0

— матрица зарядового сопряжения (символ T обо-
значает операцию транспонирования). Остальные
обозначения те же, что и для лагранжиана LNJL.
Как и в случае с более простой моделью НЙЛ (1)
из предыдущего подраздела, при рассмотрении фа-
зовой структуры модели (19) также удобно иметь
дело с ее вспомогательным лагранжианом L̃CSC ,

L̃CSC = L̃NJL −
1

4H
∆∗

A∆A −
∆∗

A

2
[ψciγ5τ2λAψ]−

− ∆A′

2
[ψiγ5τ2λA′ψc], (20)

где L̃NJL — вспомогательный лагранжиан (4). В до-
полнение к спинорным полям ψ(x) и составным
бозонным полям σ(x),π(x) (см. (5)) L̃CSC содер-
жит три составных бозонных дикварковых поля
∆A(x) = −2H [ψciγ5τ2λAψ], где A = 2, 5, 7. Их сред-
ние значения по основному состоянию системы яв-
ляются параметрами порядка так называемой цве-

товой сверхпроводящей (ЦСП) фазы. 4 На основе
микроскопического вспомогательного лагранжиана
(20) гораздо проще формально построить полный
ТДП Ω(σ, πa,∆A) модели (19), который является
функцией постоянных скалярных полей σ, πi,∆A.
Если в точке глобального минимума этого полно-
го ТДП хотя бы одна из величин ∆A не равна ну-
лю, то в модели спонтанно нарушается цветовая
SU(3)c-симметрия, происходит спаривание диквар-
ков и в кварковой среде реализуется ЦСП-фаза. До-
бавим, что из-за абелевых UI3(1) и UAI3(1) симмет-
рий (3) лагранжиана (19), а также его инвариант-
ности относительно группы SU(3)c, полный ТДП
этой модели в действительности зависит только от
величин Σ и Π (они определены перед формулой
(8)), а также от ∆ ≡

√
∆2∆∗

2 +∆5∆∗
5 +∆7∆∗

7, т.е.
Ω(σ, πa,∆A) ≡ Ω(Σ,Π,∆).

Наконец, отметим, что в [14] исследован не
полный ТДП Ω(Σ,Π,∆) модели (19)-(20), а толь-
ко его приближение среднего поля Ωmf (Σ,Π,∆).
И в рамках этого подхода обнаружена инвариант-
ность функции Ωmf (Σ,Π,∆) относительно дуаль-
ного преобразования D̃ (9) (при этом преобразова-
нии параметр ∆ остается неизменным). Таким об-
разом, было установлено (в приближении среднего
поля), что в кварковой материи с достаточно вы-
сокой плотностью барионов, т.е. когда следует учи-
тывать явление ЦСП, явления СНКС и заряжен-
ной ПК дуальны друг другу. В настоящей рабо-
те мы показываем, что этот вид дуальной симмет-
рии является неотъемлемой чертой кварковой мате-
рии, динамика которой описывается лагранжианом
(19)–(20). Это означает, что исходный четырехфер-
мионный лагранжиан (19) инвариантен относитель-
но дуального преобразованияD (17), а полный ТДП
Ω(Σ,Π,∆) системы симметричен относительно пре-
образования D̃ (9).

Для проверки этого утверждения докажем снача-
ла инвариантность лагранжиана (19) относительно
дуального преобразования D (17). Действительно,
как ясно из ранее изложенного, первый член LNJL

в правой части уравнения (19) инвариантен отно-
сительно действия D. Инвариантность второго сла-
гаемого является результатом следующих простых
преобразований (см. также (10)–(11)),

∆A(x) ∼ ψciγ5τ2λAψ = ψTCiγ5τ2λAψ =

= ψT
RCiτ2λAψR − ψT

LCiτ2λAψL
D−→

D−→ ψT
RCiτ2λAψR − ψT

L iτ1Ciτ2λAiτ1ψL =

= ψT
RCiτ2λAψR − ψT

LCiτ2λAψL = ψciγ5τ2λAψ.
(21)

Кроме того, необходимо также учесть справедли-
вость аналогичного соотношения,

∆∗

A(x) ∼ ψiγ5τ2λAψc D−→ ψiγ5τ2λAψ
c. (22)

4 Детали построения вспомогательного лагранжиана L̃CSC

описаны как в статье [14], так и в более ранних обзорах,
посвященных явлению ЦСП [27].
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Следовательно, LCSC инвариантен относительно
дуального преобразования D (17).

Более того, легко видеть, что и вспомогательный
лагранжиан (20) также обладает этим свойством.
Это следует из того, что составные поля ∆A(x)
и ∆∗

A(x), из которых, в частности, строится вспо-
могательный лагранжиан L̃CSC , остаются инвари-
антными относительно операции D (см. соотноше-
ния (21)–(22)). Далее, если учесть преобразования
(18) составных σ(x) и πa(x) полей (5) под действи-
ем D, то нетрудно заключить, что вспомогатель-
ный лагранжиан L̃CSC (а следовательно, и полный
ТДП Ω(Σ,Π,∆) модели) также инвариантен отно-
сительно дуального преобразования D. Кроме то-
го, ясно, что в терминах величин Σ,Π и ∆ дуаль-
ное преобразование D выглядит как D̃ (9) (и при
неизменном значении ∆). Таким образом, полный
ТДП Ω(Σ,Π,∆) остается инвариантным под дей-
ствием D̃. Как следствие, в кварковой материи, ко-
торая описывается микроскопическим лагранжиа-
ном (19)–(20), существует дуальность между явле-
ниями СНКС и заряженной ПК (детали проявле-
ния этого эффекта изложены в предыдущем разде-
ле, а также в работах [9, 12–15]).

2. ДУАЛЬНАЯ СИММЕТРИЯ
ЛАГРАНЖИАНА ПЛОТНОЙ КХД

В предыдущем разделе было показано, что две
различные безмассовые модели НЙЛ (1) и (19), ко-
торые тем не менее эффективно описывают физи-
ческие процессы КХД в соответствующих областях
низких энергий и плотностей, обладают дуальной
симметрией D (17) между явлениями СНКС и заря-
женной ПК. Из этого факта напрашивается вывод,
что лагранжиан безмассовой плотной КХД также
должен быть инвариантен относительно дуального
преобразования D. Имено это свойство лагранжиа-
на КХД и доказывается в предлагаемом разделе.

Так как дуальное преобразование D не действует
на глюонные поля, то достаточно рассмотреть толь-
ко кварковый сектор лагранжиана плотной КХД,
расширенный барионным µB-, изоспиновым µI -, ки-
ральным µ5- и киральным изоспиновым µI5 хими-
ческими потенциалами,

LQCD = iψγν∇νψ + µψγ0ψ + µ5ψγ
0γ5ψ+

+ νψγ0τ3ψ + ν5ψγ
0γ5τ3ψ, (23)

где, как и в предыдущем разделе, ψ(x) — дуб-
лет u и d кварков, ν = µI/2, ν5 = µI5/2
и µ = µB/3. Кроме того, символ ∇ν в этом выраже-
нии означает ковариантную SU(3)c производную,
т.е. ∇ν = ∂ν − ig λa

2
Aa

ν(x), где λa (a = 1, .., 8) — это
3×3 матрицы Гелл–Манна, g — константа связи
кварк-глюонного взаимодействия, Aa

ν(x) — вектор-
ное калибровочное поле. Лагранжиан (23) описы-
вает свойства плотной кварковой материи с изо-
спиновой и киральной асимметриями. Здесь мы
собираемся показать, что дуальная симметрия D

(17), характерная для безмассовых моделей НЙЛ
(1) и (19), присуща также и безмассовому лагран-
жиану КХД (23).

Действительно, из рассмотрения предыдущего
раздела ясно, что сумма всех членов с химическими
потенциалами этого лагранжиана инвариантна от-
носительноD. Более того, первый член в уравнении
(23) также инвариантен относительно действия D.
Это верно, потому что

iψγν∇νψ = iψRγ
ν∇νψR + iψLγ

ν∇νψL
D−→

D−→ iψRγ
ν∇νψR + iψL(−iτ1)γν∇νiτ1ψL =

= iψRγ
ν∇νψR + iψLγ

ν∇νψL = iψγν∇νψ.

(24)

Следовательно, и в целом лагранжиан КХД (23)
симметричен относительно дуального преобразова-
ния D (17).

Доказанная выше дуальная симметрия безмассо-
вого лагранжиана плотной КХД должна вполне
определенным образом отражаться и на свойствах
симметрии ее полного ТДП и симметрии ее полной
фазовой диаграммы. Это означает, что на полном
(µ, µI , µI5, µ5)-фазовом портрете КХД фазы СНКС
и заряженной ПК должны быть дуально сопряже-
ны друг другу. Дуальную симметрию D (17) можно
рассматривать как фундаментальное свойство без-
массовой КХД, которое должно проявляться в рам-
ках любого приближения к ее фазовой диаграмме.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В предлагаемой работе показано, что лагранжиа-
ны безмассовых моделей НЙЛ (1) и (19), построен-
ные из трехцветных u и d кварков и расширенные
членами с химическими потенциалами µB, µI , µI5

и µ5, обладают так называемой дуальной симметри-
ей D (17) между каналами взаимодействия, в кото-
рых происходит спонтанное нарушение киральной
симметрии и конденсация заряженных пионов со-
ответственно (см. в разделе 2). Это означает, что
в каждой из этих моделей полный TДП как функ-
ция указанных выше химических потенциалов и па-
раметров порядка Σ и Π фаз СНКС и заряженой
ПК симметричен относительно преобразований D̃
(9). В результате на полной фазовой диаграмме
каждой из этих моделей должна реализовывать-
ся дуальность между упомянутыми выше фазами.
Иными словами, при фиксированных µB и µ5 на
полном (µI , µI5)-фазовом портрете каждой из мо-
делей фазы СНКС и заряженной ПК должны быть
расположены зеркально симметрично относитель-
но линии µI = µI5. Таким образом дуальная сим-
метрия между явлениями СНКС и заряженной ПК
является неотъемлемым свойством безмассовых мо-
делей НЙЛ (1) и (19) в целом (а не только их при-
ближений среднего поля, как это было установлено
ранее в работах [9, 14]).

Далее, в разделе 2, мы доказываем, что дуаль-
ная симметрия D (17) присуща и более фундамен-
тальному лагранжиану плотной КХД с безмассо-
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выми трехцветными u- и d-кварками. Однако мы
считаем, что в реальных ситуациях, когда кварки
массивны, следы дуальной симметрии безмассового
фазового портрета плотной КХД должны в какой-
то степени сохраняться. В качестве подтверждения

можно сослаться на фазовый портрет, рассчитан-
ный в приближении среднего поля в массивной мо-
дели НЙЛ [13], в которой дуальная симметрия меж-
ду фазами СНКС и заряженной ПК является лишь
приблизительной.
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In this paper, we study the symmetry properties of the phase diagram of dense quark matter consisting of
u and d three-color quarks within the framework of massless (3+1)-dimensional Nambu-Jona-Lasinio models
and quantum chromodynamics. It turns out that in the presence of baryon µB , isospin µI , chiral µ5 and
chiral isospin µI5 chemical potentials, the Lagrangians of these models are invariant under the so-called dual
transformation. Consequently, the total thermodynamic potentials of these models are dually symmetric. This
means that in the full (µB, µI , µ5, µI5)-phase portraits of these models, the phases with spontaneous breaking
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